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Vorwort

Meiner Frau,
unseren Kindern und Enkeln

Es ist ein altes und andauerndes Problem in der Anfangsausbildung in Physik: Man braucht
ein gewisses Repertoire an mathematischen Kenntnissen und Fihigkeiten. Es handelt sich
zundchst um ein charakteristisches, relativ beschranktes Repertoire, das man allerdings
rechtzeitig zur Verfiigung haben muss. Es zu vermitteln, und zwar wenn irgend moglich
in Tutorien, kleinen Arbeitsgemeinschaften, im Selbststudium, aber auch als Vorlesungs-
begleittext, stellt sich das vorliegende Studienbuch als Aufgabe.

Das Buch soll vor allem Studienanfinger im ersten Studienjahr ansprechen und mog-
lichst weit fihren. Nur die letzten Kapitel gehen deutlich dariiber hinaus. Daher ist die
Darstellung am Anfang ausfiihrlich und fithrt erst allmahlich zu straffen, redundanzarmen
Formulierungen. Die Motivation wird in physikalischen Fragestellungen gesucht. Die Aus-
wahl der behandelten Themen ist an den Bediirfnissen der Physik orientiert, so wie sie
in den experimentellen Vorlesungen und in den theoretischen Kursvorlesungen (Mecha-
nik, Elektrodynamik, aber auch Hydrodynamik, Elastizititstheorie, . . .) auftreten. Einzelne
Kapitel kann man tiberspringen, sofern man ihren Inhalt frith genug in den Mathematik-
vorlesungen oder in der Schule gelernt hat.

Ein Studientext soll Methoden und Fakten mitteilen, moglichst prazise und verstind-
lich. Ich habe aber auch versucht, den eigentiimlichen Reiz mathematischer Begriffsbildun-
gen und Aussagen herauszuarbeiten, gelegentlich auch ihren ,Werkzeugcharakter fiir den
Physiker. Wo nétig, werden durch dquivalente oder redundante Formulierungen Lernhilfen
gegeben. Diesem Zweck dienen insbesondere zahlreiche ausgearbeitete Beispiele. Sie sollen
die Leserin und den Leser - falls es ihr oder ihm als angenehm und hilfreich erscheint
- eng durch konkrete, z. T. rechnerische Aufgaben fithren und dadurch ,,exemplarisches®
Lernen erlauben. Dieses ,Trainingsprogramm® zu absolvieren sei jedem Leser sehr nahe-
gelegt. Konnerschaft ohne stetige Erprobung und Ubung wird nur sehr wenigen geschenkt
sein! Der Selbstbestatigung und dem Anreiz, alleine Problemchen mit frisch erworbenen
Fihigkeiten zu knacken, dienen die zahlreichen ,,Ubungen zum Selbsttest®. Sie sind ganz
iiberwiegend so eng mit dem jeweiligen Erkenntisstand des Textes verkniipft, dass ihre Be-
wiltigung eine l9sbare Aufgabe ist. Ja, sie sind eigentlich kleine Abbilder dessen, was im
weiteren Studium sowie im spéteren Beruf immer wieder benétigt wird.



Vi Vorwort

Wenn man ehrlich ist und keine Vogel-Straufl-Mentalitit bevorzugt: Solange die Ubun-
gen zum Selbsttest nicht als einfach und leicht empfunden werden, ist das angestrebte
Studienziel noch nicht erreicht. Man befrage Tutoren, Assistenten, Professoren und gebe
nicht auf! Der schliefSlich erworbene ,,mathematische Freischwimmer® wird die Grundla-
ge fiir die kommenden Studienjahre sein.

Der vorgelegte Text ist bewusst auch unter didaktischen Gesichtspunkten konzipiert
worden. Daher sei schon hier eine erste Aufgabe zum Nachdenken gestellt: Der Leser mache
sich Gedanken, ob und wie es besser geht. — Da es natiirlich zu jedem vorgefundenen Kon-
zept eine oder mehrere Alternativen gibt, verfalle man nicht dem zwar naheliegenden, aber
falschen Schluss, es geniige, den obigen Terminus ,,besserals ,,anders zu lesen. Fiir Verbes-
serungsvorschlige bin ich stets dankbar - sicher auch mancher zukiinftige Leser, der davon
profitiert. Inhalt und Umfang des Buches sind mehrfach erprobt worden. Durch Kontakte
mit Ubungsleitern und Tutoren sowie durch eigene Erfahrungen in kleinen Ubungsgrup-
pen und Vorlesungen habe ich versucht, den Bediirfnissen der Studienanfanger Rechnung
zu tragen. Allen sei herzlich gedankt, die auf diese Weise zum Nutzen der Leser am Gelin-
gen mitgewirkt haben.

Besonders erfreut bin ich tiber die Hinweise aus Ingenieur-Kreisen, dass das Studien-
buch auch fiir den Ingenieur ein niitzliches Hilfsmittel darstellt, sodass der Benutzerkreis
grofler ist als der Kreis der angehenden Physiker, Mathematiker und weiteren Naturwis-
senschaftler.

Bereits die 9. Auflage ist erheblich erweitert worden, indem eine Reihe von curricu-
lumbegleitenden Anderungen aufgegriffen wurde. Dazugekommen sind insbesondere die
Kapitel tiber die vielverwendete Eigenwertmethode sowie iiber komplexe Zahlen. Die hier
vorgelegte 10. Auflage widmet sich vor allem dem Bemiihen um eine Verringerung der
inzwischen zunehmend grofier gewordenen Liicken zwischen den Schulkenntnissen und
dem Kenntnisbedarf fiir das Studium an der Universitit. Dafiir ist ein neues Anfangska-
pitel unter dem Titel ,Vorkurs“ hinzugekommen. Es soll dazu dienen, die teilweise sehr
unterschiedlichen Vorkenntnisse der Studierenden auszugleichen. Es lasst sich auch in den
mancherorts eingefithrten mathematischen Wiederholungskursen vor dem eigentlichen
Studienbeginn angehender Physikstudierender einsetzen.

Bei dieser Gelegenheit habe ich auch Umordnungen spéterer Kapitel vorgenommen;
dem Verlag sei ausdriicklich dafiir gedankt, dass er die dafiir nétige Digitalisierung des ge-
samten Manuskriptes geschultert hat. Auch ist der gesamte Text sorgfaltig iiberarbeitet und
wo notig verstandlicher gemacht oder aktualisiert worden. Und natiirlich sind inzwischen
entdeckte Druckfehler in der vorigen Auflage korrigiert worden. Besonderen Dank méochte
ich der Lektorin sagen, Frau Ulrike Klein, die nicht nur das EXTEX-File aus dem bestehenden
Satz des Buches hergestellt hat, sondern auch aufmerksam gelesen, Hinweise gegeben und
einiges unauffillig verbessert hat.

Marburg, am 28. Mai 2012 Siegfried Grofimann
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Vorkurs

Die Physik ist eine quantifizierende Wissenschaft. Aus Beobachtungen und gezielten Mes-
sungen entwickeln Physiker Begriffe, um die experimentellen Erfahrungen zu beschreiben,
sie zu ordnen, sie zu verstehen, sie vorhersagend zu nutzen. Die priziseste Moglichkeit,
physikalische Begriffe zu definieren, ist ihre Darstellung in der Sprache der Mathematik.
Die Ordnung in der Natur spiegelt sich dann in mathematisch formulierten Naturgesetzen
wider. Deshalb kann man Physik nicht betreiben, ohne die Sprache der Mathematik zu ken-
nen, in der die Natur mit uns spricht. Roger BACON (ca. 1214-1292) formulierte es mit den
Worten ,,Ohne Mathematik lassen sich die Naturwissenschaften weder verstehen noch er-
kliren, weder lehren noch erlernen®. Galileo GALILEI (1564-1642) driickte es so aus: ,,Das
Buch der Natur ist in der Sprache der Mathematik geschrieben®.

Die Grundelemente der Mathematik (und natiirlich des Rechnens) lernt man wie das
Lesen und Schreiben bereits in der Schule. Breite und Tiefe sind jedoch bei jedem ver-
schieden. In diesem Vorabschnitt soll deshalb einiges fiir die Physik besonders Wichtige an
Mathematik dargestellt oder wiederholt werden. Auch soll der Zahlkorper durch die kom-
plexen Zahlen erweitert werden, weil das fiir die Physik sehr niitzlich und oft notwendig ist.

1.1 Auffrischung
111 Funktionen

Wie andere Wissenschaften auch hat die Mathematik grofien intellektuellen und astheti-
schen Reiz fiir sich. Ihre Entwicklung war historisch sehr oft und immer wieder mit der
Physik verkniipft. Ganz besonders gilt das fiir die Analysis, ohne deren Grundbegriffe die
mechanischen Gesetze - z.B. das Newtonsche Gesetz ,,Kraft gleich Masse mal Beschleu-
nigung® - sich weder formulieren noch zu weiteren Einsichten verwenden lieflen. Der
zentrale Begriff der Analysis ist die Funktion.

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_1, 1
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012



2 1 Vorkurs

Eine anschauliche Definition des Begriffs ,,Funktion®, kurz f genannt, lautet: Wenn die
Werte einer ,,abhéngigen“ Verdnderlichen y den Werten einer anderen, sogenannten ,,un-
abhingigen Verdnderlichen x zugeordnet sind, nennt man y eine Funktion f von x. Man
driickt dieses mit unterschiedlicher Symbolik aus, in der Physik am liebsten als y = f(x).
Die unabhéngige Variable heifit auch das ,, Argument der Funktion® f.

Die gebrauchlichste Form einer funktionalen Zuordnung ist eine Rechenvorschrift, z. B.
y = ax + b (genannt ,lineare” Funktion) oder f(x) = e** (genannt ,Exponentialfunkti-
on®) oder sin(kx) (genannt Sinus-Funktion) oder y = =~ (genannt ,gebrochen rationale
Funktion®) usw. Betrachtet man mehrere Funktionen, so heiflen sie f(x), g(x) usw. oder
fi(x), fa(x), f3(x) usw. Hingt y zugleich von mehreren unabhingigen Veranderlichen
oder ,Variablen® x;, x5, ..., x, ab, schreibt man y = f(x;, x2,...,x,). Manchmal ist auch
die Symbolik w = f(x, y,z) bequem. Beachte, dass jetzt neben x auch y und z unabhén-
gige Variable sind und w (statt f) die abhédngige Variable bezeichnet. Der Phantasie in der
Bezeichnung sind wenig Grenzen gesetzt. Nur mache man sich stets klar, welches die unab-
hingige(n) und welches die abhingige(n) Variable(n) sein soll(en). Der Name ,,Funktion®
wird LEIBNIZ zugeschrieben, die obige Definition DIRICHLET. Mathematiker formalisieren
gerne; lassen wir sie ruhig. So schreiben sie z.B. x ~ f(x) oder Ahnliches fiir eine funk-
tionale Zuordnung.

11.2 Von den Zahlen

Die Variablen x oder y(x) sind i. Allg. reelle Zahlen, Briiche 7, positive oder negative ganze
Zahlen a, b, . .., auch Dezimalzahlen. Reelle Zahlen lassen sich ordnen: a < b heifit ,,a ist
kleiner als b, analog bedeutet > ,,grofler als“. < bedeutet kleiner oder gleich, > grofler oder
gleich. |a] ist der stets positive ,,absolute” Betrag von a; z. B. ist |-5| = 5.

Es gelten folgende Ungleichungen: |a + b| < |a| + |b|; ferner ist |a + b| > |a| - |b|. Wenn a
und b sehr verschiedene absolute Betrige |a| und |b| haben, schreibt man |a| << |b| oder
|a| > |b|, wenn ,,|a| sehr viel kleiner (grofler) als |b|“ ist. Die Zeichen << und >> verwendet
man fiir positive Grofen, < und > fiir beliebige; z. B. ist =100 < 1 aber |-100| > [1| = +1.
Folgende Rechenregeln gelten: Aus a > b folgt fiir positive (!) Grofen a, b die Ungleichung

1 < 15aus a > b folgt ma > mb sofern m positiv (m > 0) ist. Aus a — b < c folgt a <

b + c. Aber aufpassen beim Multiplizieren von Ungleichungen: Aus x < y folgt zwar durch
Multiplikation mit 5 dass 5x < 5y, aber bei Multiplikation mit —5 erhalt man —5x > —5y.
Fir den Umgang mit 0 gilt: Aus ab = 0 folgt, dass entweder a = 0 oder b = 0 (mogli-
cherweise auch beide, doch im allgemeinen ist das nicht der Fall). Achtung: Durch 0 darf
man nie teilen! Zum Beispiel wire ab = 0 erfiillt, wenn a = 0 und b = 3 ist; teilt man dann
durch g, so bliebe b = 0 {ibrig, was ja nicht der Fall ist. Deshalb kann man nicht eindringlich
genug warnen: Vor dem Dividieren ist stets zu priifen, ob der Divisor ja nicht etwa Null sein
kann! Sofern das doch méglich sein kann, muss man eine Fallunterscheidung machen: Aus
ab = 0 folgt entweder, dass a = 0 ist oder aber, wenn das nicht so ist, dass dann b = 0 ist.
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(Warnendes Beispiel: Aus (3a —3b)x = 3b —3a kann man nur dann x = -1 schlielen, wenn
a # bist! Sollte a = b sein, wiren beliebige x erlaubt.)

11.3 Gleichungen

Gleichungen sind logisch gesehen Identititen. Manchmal hilft das Bild einer Waage, die
links und rechts gleich beladen ist, wenngleich mit woméglich unterschiedlichen Koérpern
und Materialien. Gleichungen bleiben richtig, wenn man auf beiden Seiten dasselbe dazu
legt, wegnimmt oder sonst etwas tut. Aus 5a+7x+c = d - 5a+7x = d—c (auf beiden Seiten
¢ abgezogen) — 7x = d — ¢ —5a (auf beiden Seiten 5a abgezogen — 35x = 5d —5¢ —25a (auf
beiden Seiten mit 5 multipliziert). Oder aus x = 3 — x* = 9 (auf beiden Seiten quadriert).
Aber Achtung: Aus y* = 16 folgt entweder y = 4 oder y = —4; beide Seiten quadrieren erhilt
die Gleichheit, Wurzelziehen dagegen erfordert stets die Fallunterscheidung +.
Gleichungen dienen in der Regel dazu, aus ihnen eine noch unbekannte Grofie zu be-
stimmen, von der man etwas weif3, was dann auf die Gleichung gefiihrt hat. Jeder kann z. B.
leicht sagen, wie grof3 x ist, wenn 5x — 30 = 0 ist. Allgemeiner: Wenn ax +b = 0 ist, ,,bringt
man b nach rechts®, was heif$t, man subtrahiert b auf beiden Seiten und erhilt ax = —b.

Dann teilt man beide Seiten durch a; somit gilt x = —%.

1.1.3.1 Quadratische Gleichungen
Zwei typische Verallgemeinerungen tauchen oft auf:

1. Es gibt mehrere Unbekannte x, y, z usw. Genau dann, wenn es ebenso viele Gleichungen
wie Unbekannte gibt, kann man letztere daraus bestimmen.
2. Die Unbekannte, also etwa x, kommt sogar mit Potenzen vor, z. B. ax? + bx + ¢ = 0.

Letzteres heifit ,,quadratische Gleichung®. (Mathematiker wiirden hier sagen, ,,sofern a # 0
ist“; Physiker lassen solche Selbstverstindlichkeiten meist weg, was ihnen natiirlich die Rii-
ge mangelnder Exaktheit einbringt.) Kommt x* vor, handelt es sich um eine ,kubische“
Gleichung; bei x™ sprechen wir von einer Gleichung n-ten Grades. Quadratische Gleichun-
gen sind des Physikers Alltag, siehe sogleich ein Beispiel. Uber kubische Gleichungen ist
man zwar etwas ungehalten, kann sie aber durchaus analytisch l6sen. Bei hoheren Graden
n > 4 geht man an den PC oder Laptop und 16st die Gleichung numerisch. Hierfiir ste-
hen Routinen zur Verfiigung oder typische Programme wie Mathematica usw. Der Preis
ist dann allerdings, dass man nicht mehr analytisch weiterrechnen kann, wie es mit den
Losungen von Gleichungen vom Grade n = 2 oder n = 3 moglich ist.

Nun zu einem Beispiel, das zeigt, wie schnell man in der Physik auf quadratische Glei-
chungen stofit. Frage: Wie lange dauert es, bis ein mit der Geschwindigkeit v, in einen
Brunnen der Tiefe h geworfener Stein unten auftriftt? Nach den Fallgesetzen hingen Fall-
tiefe h und Fallzeit t gemifl h = % gt* + vpt miteinander zusammen. Da uns h und die
Anfangsgeschwindigkeit vy (sowie die Erdbeschleunigung g) bekannt sind, ist die gesuch-
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te Grofle t aus einer quadratischen Gleichung zu bestimmen! Quadratische Gleichungen
miissen Physikerin und Physiker 16sen konnen! Deshalb:

1.1.3.2 Beispiele zur iibenden Erlauterung

1. Sei 4x(1— x) +3x? — (1+2x)? = —2x> + 12(1 + x) — 7. Zunichst einmal sammelt man
alle Glieder mit x?, dann alle mit x und schliellich alle ,,absoluten* Terme ohne jedes x.
Zwischenschritte dazu sind 4x — 4x* + 3x> — (1 + 4x + 4x%) = -2x> + 12+ 12x — 7,
dann -5x? — 1= -2x* + 12x + 5 und somit 0 = 3x* + 12x + 6. Um auf die Standardform
zu kommen, bei der das quadratische Glied keinen Vorfaktor hat, teilen wir durch 3:
x?+4x+2=0.

Die ersten beiden Summanden sehen so aus wie aus (x +2)? entstanden, was allerdings
x? + 4x + 4 ergibe. Das absolute Glied lautet jedoch 2 und nicht 4. Dem kann durch
passendes Erganzen und Abziehen abgeholfen werden:

x?+dx+2= x> +4x+4-4+2 = (x+2)?+(-4+2) = 0 und somit (x+2)* = 2. Jetzt lasst
sich die Wurzel ziehen. Aber Achtung, es gibt stets zwei Quadratwurzeln, die positive
und die negative! Also folgt +(x + 2) = +v/2. Von den vier moglichen Vorzeichen-
kombinationen sind allerdings nur zwei verschieden, + und + sowie + und —; denn
- und - sowie — und + ergeben nach Multiplikation der Gleichung mit —1 dasselbe.
Also ist x + 2 = +\/2 und die beiden Losungen der quadratischen Gleichung lauten
X1 =-2+v2,d.h x; =-0,5857..., %, = —3,4142. ..

Ein sorgfiltiger Wissenschaftler vergisst nie zu priifen, ob seine Ergebnisse auch tatsach-
lich Lésungen sind. Man rechne mit: Der erste Summand links liefert nach Einsetzen
von x;, in der Form ohne explizites Ausrechnen der Wurzel —-32 + 20+/2, der zweite
ergibt 18 ¥ 12/2, der dritte —17 + 121/2; alle drei zusammen also —31 + 20v/2. Die drei
Terme auf der rechten Seite berechnet man zu —12 + 8v/2, =12 + 12+/2 und -7, alles
zusammen also —31 + 20+/2. Passt und stimmt. (Hand aufs Herz: wie oft verrechnet?
Tutoren, Kommiliton(inn)en, Profs fragen; iiben!)

2. Wurf im Schwerefeld. Zuriick zum Steinwurf in den Brunnen: % gt* + vy — h = 0 bzw.
2+ %t - % = 0; nach quadratischer Erginzung wie beschrieben (¢ + %)2 - ;’—‘E -
% = 0; nach Ziehen der Quadratwurzeln sind rein mathematisch die beiden Lésungen

tiy = —% +\/v¢/g*+2h/g. Nanu, zwei Fallzeiten? Offenbar ist aber die mathema-

tisch zwar auch vorhandene Losung mit dem Minuszeichen vor der Wurzel negativ und
scheidet deshalb physikalisch aus. Relevant ist in diesem Falle nur die positive Wurzel

t= —% ++/v¢/g* + 2h/g. Dieses t ist auch positiv (warum?). Das Ergebnis (nach Probe
zu bestitigen) lautet folglich: Die Fallzeit betrdgt t = % (\ /1+2hg/vg - 1). - Priife die
Dimension: [v/g] = ms™/ms™2 = s, also in Ordnung.

Hinweis

[A] bezeichnet in der Physik die MafSeinheit, die ,,Dimension®, der physikalischen Gréfle A. So ist
etwa [ T] = K (fiir Kelvin) die Dimension der Temperatur T, [p] = bar diejenige des Druckes p,
oder [m] = kg die Maf3einheit (Dimension) der Masse. Die MafSzahl von A wird mit {A} bezeich-
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net. Beispielsweise ist in der Angabe m = 6 kg also [m] = kg die Dimension und {m} = 6 die
Maf3zahl.

Betrage die Abwurfgeschwindigkeit vy = 2 m/s, was 2- 3,6 km/h oder der Geschwindig-
keit eines Autos in der Fufigiangerzone entspricht. Der Brunnen sei & = 3 m tief. Dann
dauert die Fallzeit t = 0,65, ist also recht kurz, was der ,,gefiihlten“ Erfahrung entspricht.
Ein Physiker interessiert sich immer fiir weitere Folgerungen aus seinen Ergebnissen.
Was z. B., wenn man den Stein einfach fallen lisst, also vy = 0 wire? Dann hat man
in der Lésungsformel ein Problem mit dem Term 2hg/vZ, weil man ja durch 0 nicht
teilen kann. Doch gemach! Geht auch nicht vy = 0, so doch jedes winzige aber noch
endliche vy. Dann wire 2hg/v¢ > 1 (,sehr grof gegen®), also \/1+ 2hg/vZ ~ \/2hg/v.
Sofern v, winzig genug ist, ist auch dieser Bruch noch grof3 gegen die abzuziehende 1.
Somit erhdlt man ¢ ~ % -\/2hg/vy = \/2h[g. Fiir sehr kleine vy — 0 hangt die Fall-
zeit also gar nicht mehr von der Anfangsgeschwindigkeit ab. ¢ ist dann proportional
zur Wurzel aus der Fallhéhe und umgekehrt proportional zur Wurzel aus der Erdan-
ziehungskraft (Gravitationsbeschleunigung), t = \/2h/g. - Hinweis: Man hitte auch
anders schliefSen konnen. Man multipliziere den Vorfaktor v, im allgemeinen Ausdruck
fiir die Fallzeit in die Klammer und unter die Wurzel und erhalt t = é (\ /v¢ +2hg - v )
In dieser Form steht vy nicht mehr im Nenner und der Limes vy — 0 kann unmittelbar
vollzogen werden, mit dem nun schon bekannten Ergebnis t = \/2h/g.

Einen anderen, entgegengesetzten Grenzfall hat man, wenn man den Stein so schnell
wie moglich herabschleudert, also vy — co. Dann wird 2hg/vg sehr klein gegeniiber
der 1. Liele man es im Vergleich zu 1 ganz weg, erhielte man t+ = ® -0 = 0. Ra-
sant geworfen, sofort unten. Tendenz richtig, Zweifel bleiben: Eine Winzigkeit lang
sollte es ja schon dauern, bis der Stein unten ankommt. Auch hat man fiir unendlich
grofles vy genaugenommen oo - 0 zu berechnen. Deshalb sorgfiltiger gedacht: Wenn
2hg/vug << 1 (,sehr klein gegen®) ist, kann man die Wurzel ndherungweise berechnen.
Es gilt \/1+ 2hg/v? ~ 1+ hg/v¢. Zur Probe quadriere man. Bis auf einen kleinen Fehler
in quadratischer Ordnung (hg/v¢)? stimmen beide Seiten iiberein. In dieser Naherung
berechnet man als Fallzeit t = % (\/1 +2hg/v} - 1) ~ % (1+hg/vg 1) = ﬂﬁo Die
Flugzeit ist also fiir jedes noch so grof3e vy endlich, ist proportional zur Hohe /1 und erst
im Grenzfall vy — oo ist t — 0. Interessant — aber nur im ersten Moment iiberraschend
- ist, dass die Erdbeschleunigung g bei sehr starkem Herabschleudern gar keine Rolle
mehr spielt. Nanu? Einleuchtend?

Auf noch etwas lohnt es sich hinzuweisen. Was heif3t in der Physik klein oder grof3? Und

wie rechnet man mit groflen oder kleinen Zahlen? Soeben handelte es sich um 2hg/vZ. Es ist
eine dimensionslose, positive Grofie, die klein oder grof8 gegen 1 sein kann. Und ,,Rechnen
mit kleinen Zahlen“ heif}t, man stellt stets nur die Ubereinstimmung in fithrender Ordnung
sicher. Mehr dazu in Abschn. 1.1.4.
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1.1.3.3 Quadratische Standardgleichung

Nach dem Anwendungsdiskurs tiber Fallbewegungen im Schwerefeld sei das Losungs-
schema fiir die Standardgleichung des Grades zwei noch einmal kurz zusammengefasst.
Quadratische Gleichungen haben die Form ax* + bx + ¢ = 0 mit Koeffizienten a, b, c, die
ebenso wie die unbekannte Gréfie x eine physikalische Bedeutung haben. Im Allgemeinen
haben alle diese Gréfien auch Einheiten (,,Dimensionen®). Es muss gelten [ax?] = [bx] =
[c]. Géngig (konventionell) ist es, zundchst einmal durch a zu teilen, um die Standardform

x>+ px+qg=0 (1.1)

zu erhalten. (Darf man durch a teilen? Ja, denn a kann nicht Null sein, a # 0, sonst handelte

es sich nicht um eine quadratische Gleichung, weil dann ndmlich das quadratische Glied

fehlte. Es ldge nur eine lineare Gleichung bx + ¢ = 0 vor.) Offenbar gilt p = b/a, g = ¢/a.
Die beiden Losungen der quadratischen Gleichung (1.1) lauten

V()
--£ £) -4. 1.2
X1,2 5 + 5 q (1.2)
Begriindung (wie oben im Spezialfall): x* + px in (1.1) ist der Beginn von (x + g)z,
nimlich x* + px + (%)2. Erginze deshalb + (%)2 - (%)2 und finde aus (1.1) (x + %)2 =

(%)2 — q. Durch Wurzelziehen folgt (1.2).

Sofern (%)2 > g, ist der Radikand (d. h. der Ausdruck unter der Wurzel) nicht-negativ,

man kann also fir reelle p, g stets die Quadratwurzel im Reellen ziehen. Ist jedoch ( %)2 <q
ist das Wurzelziehen im Reellen nicht méglich. Es bedarf dann der Erweiterung des reel-
len Zahlkorpers zum Korper der komplexen Zahlen, siehe Abschn. 1.2. Sonst kdnnte man
die auch in der Physik so héufig auftretenden quadratischen Gleichungen gar nicht immer
losen.

Wenn man aber schon komplexe Zahlen als Losungen zuldsst, darf man auch p, g oder
schon a, b, ¢ als eventuell komplex zulassen. Physikalische Grofien A miissen allerdings im-
mer reelle MafSzahlen haben, sonst kann man sie nicht als Messgroflen verstehen. Deshalb
haben im Komplexen die Real- und die Imaginirteile jeweils fiir sich eine physikalische
Bedeutung. Der gewaltige Vorteil des Gebrauchs der komplexen Zahlen ist, dass Polynom-
gleichungen n-ten Grades mit einer Unbekannten dann stets genau »n Losungen haben!
Das ist ndmlich gerade die Aussage des Hauptsatzes der Algebra. Von den n Ldsungen
X1, X2, ..., X, konnen alle, einige oder gar keine komplex sein. Auch kdnnen sie teilweise
oder alle gleich sein. Dann spricht man von Mehrfachwurzeln. Auf quadratische Glei-
chungen angewandt heif3t das: Diese haben stets zwei Losungen x;, x,. Im Reellen ist das
keineswegs garantiert, im Komplexen aber schon! Diese beiden Losungen kénnen verschie-
den oder auch gleich sein. Gleich sind sie genau dann, wenn der Wurzelradikand Null ist,
p?/4 = q. Dann ist x; = x; = —p/2. Hinweis: Manchmal sind die beiden allgemein giiltigen
Beziehungen niitzlich: x; + x, = —pund x; - x; = q.



1.1 Auffrischung 7

1.1.3.4 Biquadratische Gleichungen
Gelegentlich st6f3t man auf spezielle quadratische Gleichungen, ndmlich Polynomgleichun-
gen vom Grade #n = 4, die man ohne Schwierigkeiten analytisch lsen kann, was allgemein
nicht moglich ist.

ax*+bx*>+¢c=0 (1.3)

ist eine Polynomgleichung vom Grade n = 4, der jedoch als Besonderheit die Glieder ~ x’
und ~ x fehlen. Der Losungsweg liegt nahe, oder? Niamlich setze x* = y, dann geniigt y
der Gleichung ay? + by + ¢ = 0, ist also nach bekanntem Muster aus einer quadratischen
Gleichung zu berechnen, y;,. Hieraus findet man x, indem man aus den beiden y; die
Quadratwurzeln zieht, die jeweils positive wie negative. Man erhilt somit insgesamt vier
Losungen, x1; = +,/y1und x3 4 = +,/y;. So viele Losungen x; miissen es auch sein, handelt
es sich doch um eine Gleichung 4. Grades fiir x. Gleichungen des Typs (1.3) nennt man aus
naheliegenden Giinden biquadratische Gleichungen.

11.3.5 Gleichungssysteme
Die bereits oben angesprochene andere Verallgemeinerung einer linearen Gleichung er-
hélt man, wenn es mehrere Unbekannte x, y, ... gibt. Betrachten wir z. B. die Verzweigung
eines elektrischen Stromes I = 12 A an einer Parallelschaltung zweier Widerstinde, wo-
bei der eine Teilstrom I; dreimal so grofl wie der andere sei, I;. Kann man eigentlich im
Kopf ausrechnen, nicht wahr? Formal iiberlegen wir so: Wir wissen iiber die Teilstrome,
dass 1 + I, = 12 und I; = 3I,. Das sind zwei Gleichungen fiir die zwei unbekannten
Teilstrome I, ;. Losungsschema: Durch Einsetzen einer der Unbekannten in die andere
Gleichung verringern wir (bei noch mehr Unbekannten schrittweise) die Zahl der Unbe-
kannten; 31, + I, = 12 A, hieraus I, = 12/4 = 3 A; zuriick zur anderen Gleichung: I; = 9 A.

Oder: Durch drei parallel geschaltete Widerstande R; = 10Q, R, = 50Q, R; = 75Q
fliefle insgesamt ein Strom von 2 A. Welche Teilstrome gehen durch die drei Widerstinde
R;, i =1,2,3, und welche Spannung U treibt sie? Losung fiir die drei unbekannten Strome:
I + I, + I; = 2 A. Nach dem Ohmschen Gesetz muss U = R;I; = R,I, = R31; sein. Hieraus
kann man z. B. I; und I5 zugunsten von I, eliminieren. I; + ;R /R, + [[R;/R; = 2 A, also
I (1 + 1% + %) =2A, woraus I; = 2A/ (1 + g—; + %) = 1,5 A folgt. Eliminiert man I; und
I3 zugunsten von I, erhilt man auf die analoge Weise I, = 0,3 A. Der Rest muss I3 sein,
d.h. I3 = 0,2 A. Die Spannung U ergibt sich nach nunmehriger Kenntnis der Stréme I; aus
jeder der drei Ohmschen Gleichungen zu U =15 V.

Die Methode des sukzessiven Einsetzens ist der Weg der Wahl auch sonst. Gegeben seien
die drei Gleichungen mit drei Unbekannten

2x+3y—4z=1,
6x—-9y+8z=2,
4x -15y+12z=0.

Multipliziere die erste Gleichung mit 3 und addiere sie zur zweiten; dann fallt 9y gegen -9y
heraus. Oder man multipliziere die erste Gleichung mit 5 und addiere die dritte; wieder fallt
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y weg. Eben deshalb machen wir es so.

12x —4z=5,
14x -8z=5.

Hier nun ist es offenbar zweckmifig, die erste Gleichung mit 2 zu multiplizieren und dann
die zweite zu subtrahieren; so wird man z los. Es bleibt

10x =5.

Folglich ist x = 1/2; aus einer der dariiberstehenden Gleichungen folgt dann z = 1/4 und
aus einer der ersten Gleichungen schliefllich y = 1/3. Probe? Stimmt.

Die Regel ist stets, nacheinander Unbekannte durch Einsetzen oder geeignetes Addie-
ren bzw. Subtrahieren zu eliminieren. Manchmal fithrt dieser Prozess auf eine Gleichung
hoheren Grades. Zum Beispiel soll die Zahl 100 so in zwei Faktoren zerlegt werden, dass die
Summe aus deren dritten Wurzeln 10 ergibt. Losung: Wir bezeichnen die beiden gesuch-
ten Faktoren mit x und y. Fiir sie gelten also die beiden folgenden Bedingungen: xy = 100
und /x + ¢/y = 10; hieraus /x + v/100/x = 10; sieht schlimm aus; setze aber /x = z,
dann gilt z + v/100/z = 10 oder z2 — 10z + v/100 = 0; also nichts anderes als eine quadra-
tische Gleichung, s. 0. Deren Losungen bestimmt man nach nunmehr bekanntem Muster
20 z1, =5+ /25— /100, somit z; = 9,512 029 606, z, = 0,487 970 394. Die jeweils dritten
Potenzen liefern die gesuchten Zerlegungsfaktoren x; = 860,636 141 8, y; = 0,116 193 122
oder x; = 0,116 193 122, y, = 860,636 142 8. Die beiden Losungspaare erweisen sich somit
hier als gleich. (Das liegt an der Kommutativitit des Produktes.)

11.4 Kleine Grof3en

1.1.4.1 Rechenregeln
Sehr oft benétigt man in der Physik den Umgang mit kleinen Gréf3en, tiblicherweise (aber
keineswegs notwendigerweise!) mit & bezeichnet. Zum Beispiel ist \/1+ & ~ 1 + 5> 8.0. Zur
Probe quadrieren wir die rechte Seite und bekommen (1+ £)* =1+ &+ &°/4 ~ 1 + ¢, also
in fiihrender Ordnung das Quadrat der linken Seite. Nimmt man etwa ¢ = 1/100, so ldsst
man in der Probe 0,000 025 gegeniiber 1,01 weg; bei ¢ = 1/10 macht man einen Fehler von
0,002 5 gegentiber 1,1. Bei ¢ = 1 taugt die Naherung nicht mehr viel: Man vernachléssigt
dann 0,25 gegen 2, also 12,5 % Abweichung. Und wie ist es bei ¢ = 10? Hier vernachléssigt
man 25 gegen 11, macht also offensichtlich Unsinn. ¢ ist da allerdings auch wirklich nicht
mehr klein!

Andere Beispiele sind

x* x>

sinx®¥x——+...=X——+..., fiir kleine x , (1.4)
3! 6
2 2

X
cosxwl—z—i...:l——i..., fur kleine x . (1.5)
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Das findet man durch Anwenden der Taylorentwicklung, die wir jetzt wiederholen (oder
erstmals kennenlernen) wollen.

1.1.4.2 Taylorentwicklung

Sie dient der Darstellung einer Funktion f an einer Stelle ihres Arguments (hier z. B. an der
Stelle x) durch die Werte dieser Funktion einschliefSlich aller ihrer Ableitungen an einer
anderen Stelle, hier konkret an der Stelle 0.

F(x) = £(0) + %f’(o)x . %f”(o)x2 N %f’”(o)ﬁ i (1.6)

Fiir das Beispiel der Funktion sin x berechnen wir: £(0) = sin0 = 0, f/(0) = ¢ SRX| o=
cosx|p =1, f(0) = -sin0 =0, f”"(0) = —cos 0 = -1 usw. und finden somit die Naherung
(1.4), wenn man wegen der Kleinheit von x nur die beiden ersten Glieder der Reihenent-
wicklung beibehilt und die nachfolgenden vernachlissigt. Natiirlich muss man abschitzen,
ob sie im konkreten Fall auch wirklich klein sind. Mathematisch heif3t das ,,Restgliedab-
schitzung® und ist fiir die gingigen Funktionen Standard.

Die Taylorentwicklung ist ein fiir den Physiker unschitzbares Werkzeug! Er verwendet

sie wieder und wieder. In etwas anderer Gestalt sieht sie so aus:
Flx+h) = f(x) + %f’(x)h , %f”(x)hz , %f’”(x)}ﬁ ‘... (1.7)

Auch bei der Wurzel funktioniert die Taylorentwicklung, wie wir zur Ubung feststellen:
f(x) = V1+x ergibt f(0) =1, f(0) = 3 usw,, also \/1+x = 1+ 3x + ... Hat man das
Grundprinzip verstanden, kann man sich leicht folgende niitzliche kleine Tabelle als Bei-
spiele zur iibenden Erlduterung herleiten:

1+ x

1-x
(1+x)" »1+nx,

\/1+xm1+g,

1 X
l——,

V1i+x 2
. x?
sinx v x — —,
3!

2
cosx~1——,

2!
Px
tanxwx-r?,

e ~ml+x,
2
ln(l+x)mx—%.
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Reihenentwicklungen - und somit auch Taylorreihen - haben einen ,,Konvergenzradi-
us“ p. Dieser gibt an, bis zu welchem x < p man davon ausgehen kann, dass die (unendliche)
Reihe konvergiert. Innerhalb des Konvergenzradius kann man mit den unendlichen Reihen
im Wesentlichen so rechnen, wie man es von den endlichen Summen her kennt, addieren,
subtrahieren, ... In gliicklichen Fillen ist p = oo. Das ist z. B. bei der Exponentialfunktion
der Fall, e* = 372 Lx" konvergiert fiir alle x. Manchmal ist p zwar endlich, aber wenigs-
tens bekannt. So hat etwa die Reihe f(x) = 1+x+x*+x>+... = ﬁ den Konvergenzradius 1;
sie konvergiert fiir jedes x < L. In physikalischen Fillen kennt man p oft leider nicht einmal.
Dann stiitzt man sich auf die Hoffnung, es werde schon gut gehen. Wenigstens kann man
aber immer die beiden letzten aufeinander folgenden und noch bekannten Glieder a,, und
am+1 der gerade studierten Reihe ), a, miteinander vergleichen. Wenn deren Verhiltnis
schon nicht klein sein sollte, ist man i. Allg. wohl jenseits des Konvergenzradius.

Wenden wir das mal auf Bekanntes an. Bei der Exponentialreihe wire a,, = % Also
lautet das Verhaltnis 24 = —%-. Wir sehen, dass fiir jedes x von einem hinreichend grofien
m an dieses Verhaltnis kleiner als 1 wird; das ist ein Spiegelbild der Konvergenz der e-Reihe
fiir jedes x. Bei der geometrischen Reihe Y, x” ist “2* = x, unabhingig von m. Also hat
man nur Chancen auf Konvergenz solange x < 1ist. Manchmal begegnet man Reihen, bei
denen die ersten aufeinanderfolgenden Glieder a, zwar immer kleiner werden, sie fiir noch
groflere n dann aber wieder ansteigen; solche Reihen werden semi-konvergent genannt; sie
sind heimtiickisch. Eine andere Frage als die nach der Konverganz ist die nach der Qualitat
der Niherung einer unendlichen Reihe durch eine endliche Summe. Hier kommt es auf
das Verhiltnis des ersten weggelassenen Gliedes a,,,; zur ganzen Summe aus den ersten m
Gliedern an, also auf a1/ Y "—¢" a,. Manchmal reicht stellvertretend fiir die Summe das
erste Glied, sodass fiir eine gute Naherung a/a,, hinreichend klein sein sollte. Als Beispiel
diene noch einmal die geometrische Reihe. Fiir x = 0,1 ist a3/ao = 0,001/1 = 0,1 %, also fiir
normale Genauigkeiten ausreichend.

Beispiele zur iibenden Erlduterung

1. a2 +x2 = |a|\/1+ L w |a| =la| + Z‘Iu‘xz.

T @
3 ) & TR T R@ DN (UOR Ry o (1= e

4. fla+e)-g(b+e)~(f(a) +f (a)e) ~(g(b) + g'(b)e) » f(a)g(b) + (f(a)g'(b) +

f'(a)g(b))e. Die Glieder ~ & sind jeweils vernachlassigt worden.

1.1.4.3 Physikalische Fehlerrechnung

Die Messung einer physikalischen Grofie ist stets fehlerbehaftet, ist nur mit endlicher Ge-
nauigkeit moglich. Wiederholt man z. B. die Messung der Linge des Labortisches, ergibt
jede Wiederholung einen etwas anderen Wert £y, €5, 3, ..., £,. Ahnlich ist es bei der Mes-
sung von Massen m, Zeiten t, Spannungen U, Temperaturen T usw. Wie geht man damit
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um:. Aus den MeSS werten blldet man den Mittelwe7 t
- i . .

Als Maf fiir die Abweichungen der einzelnen Messwerte vom Mittelwert verwendet man
die Streuung oder Standardabweichung

1 i=n 1/2
o = (— > - e)z) : (1.9)

n g

Die Streuung ist die Wurzel aus der Varianz o7, die als Mittelwert der quadratischen
Abweichungen definiert ist. (Frage: Warum lernt man nichts aus dem Mittelwert der Abwei-
chungen selbst? — Antwort: Weil der stets 0 ist, denn ...) Manchmal wird o, auch als mittlerer
Fehler oder als durchschnittlicher Fehler bezeichnet; hier passe man sich den ortsiiblichen
Gepflogenheiten an. Als kleine Ubung zeige man: o} = (£%) — (£)*.

Die Abweichungen der Messwerte ¢; von ihrem Mittelwert sowie ihre Streuung o, sind
ein Mafd fiir die Messfehler bzw. die Messgenauigkeit bei der betreffenden Messung. Je
kleiner der Fehler, desto grofler die Genauigkeit und umgekehrt. Manchmal wird auf die
Abweichungen von einem sogenannten ,wahren® Wert Bezug genommen; was aber dieser
wahre Wert ist, wird nicht definiert. Das nimmt dem Konzept seine Bedeutung. Wichtig ist
dagegen der Begriff des ,Naherungswertes“. Zum Beispiel ist 0,11 ein Nidherungswert fiir
1/9 = 0,111111... = 0,1, gesprochen 0,1,,Periode“. Die Abweichung vom Néherungswert wire
dann 0,001, also etwa 1/1000. Oft driickt man die Abweichung in Prozent aus. In diesem
Falle wire sie etwa 1 %, berechnet aus dem Verhiltnis der Abweichung zum Néherungswert
mal 100. Oder: 3,14 ist ein Niherungswert fiir . Das Verhiltnis % wird als relativer Fehler
definiert, oft bezeichnet als §,. Dieser relative Fehler ist eine dimensionslose Grofle; auch
ihn gibt man gern (mit 100 multipliziert) in Prozent an.

Beispiele zur libenden Erlauterung:

1. Der Mittelwert einer Lingenmessung sei £ = 43,8 cm. Die Streuung werde zu g, = 0,8 cm

bestimmt. Dann betrégt der relative Fehler &, = 0,8/43,8 = 0,0183 = 1,83/100 = 1,83 %.

1
2. 0,11 nihert 1/9 an auf § = O’Hl 2 = —0,01 2 1% genau. Streng genommen ist nach der

9
Definition der relative Fehler eine positive Grof3e; als relative Abweichung verstanden
kann er aber auch negative Werte annehmen.

Oft bestimmt man eine physikalische Gréle A durch Messung mehrerer anderer phy-
sikalischer Grof3en, aus denen A ,,zusammengesetzt® ist. So erfordern z. B. Geschwindig-
keitsangaben v die Messung eines zurtickgelegten Weges ¢ geteilt durch die dafiir benétigte
Zeit t. Mogen die beiden Grundmessungen die relativen Fehler §, und §; haben. Dann er-
gibt sich der Messfehler fiir die Geschwindigkeit hieraus additiv, also &, ~ 8¢ + J;, sofern
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die Messfehler §;; klein sind. Das sieht man durch folgendes Argument ein: v 2 iﬁ:gf; ~

%(1 +8¢)(1- 8+ 6%...) ~ a(1+ 8, — 8; + Glieder hoherer Ordnung in den §-Werten). Da
man das Vorzeichen der Einzelabweichung nicht kennt, sind die relativen Teilfehler nicht
zu subtrahieren, sondern zu addieren.

Wenn physikalische Grofien aus noch mehr zu messenden Einzelfaktoren bestehen, hat
man all deren relative Fehler zu addieren. Beispielsweise ist die Gravitationskraft zwischen
zwei Massen m; , im Abstand r gegeben durch K = ym;m,/r?. Die Gravitationskonstan-
te y ist ihrerseits nur mit gewisser Genauigkeit bekannt, die im Laufe der Geschichte immer
besser geworden ist. Derzeit betrigt sie etwa 10/6673 ~ 0,0015 also etwa 0,15 %. Wenn man
die Massen m; auf ungefihr 3 % genau kennt und ihren Abstand auf circa 2 %, also durch-
aus noch ganz ordentlich, so ist die Kraft auf etwa (3+3 +2-2+ 0,15) % = 10,15 % genau
bestimmt, ihre Genauigkeit also eigentlich ziemlich miserabel. Das ist leider immer wieder
das Kreuz mit den zusammengesetzen Grofien! Diese additive Zusammensetzung der Ein-
zelfehler tragt den Namen Fehlerfortpflanzungsgesetz. Zu bedenken ist ibrigens ferner, dass
sich auch Rundungsfehler beim (numerischen) Rechnen aufsummieren.

Noch ein Hinweis: Bei hinreichender Genauigkeit spielt es keine Rolle, ob man den re-
lativen Fehler durch Bezug auf den tatsidchlichen Mittelwert oder eine gerundete Nidherung
hiervon berechnet. Zum Beispiel wird § = 0,001/ é hinreichend gut durch 6 = 0,001/0,11 be-
schrieben. Der Unterschied zwischen beiden Werten betrigt mal gerade 10~* oder 1/100 %.
In Formeln: 8 = 0,/8 ~ 0,/ (€ + 04) = (0¢/€) - (1-8) =8 - 8* ~ 6.

Beispiele zur ibenden Erlauterung und Verallgemeinerungen

1. Wenn die Messgrofle A eine Funktion A = f(x) einer anderen Messgrofie x ist, dann
ist der Fehler von A mit dem Fehler in x folgendermaflen verbunden: 04 = f(x + 0y ) —
f(x)~ [f(x)+ 0y f'(x)] - f(x) = 0 - f'(X). Hier bedeutet f'(x) die Ableitung der
Funktion f(x) an der Stelle x. Wenn diese Ableitung grofd sein sollte, A also sehr stark
von x abhingt, ist der Fehler o leider viel grofler als derjenige von x;, also o . Der relative
Fehler von A, wiederum mit 84 = 04/ A bezeichnet, ergibt sich zu 84 = o, f'(%)/f (%) =
Oy xﬁi’;) . Die beiden relativen Fehler 64 und 8, von A und x unterscheiden sich somit
um einen dimensionslosen Faktor, den man als X% In f (%) schreiben kann. Wenn also
die Ableitung f(x) an der fraglichen Stelle x klein ist, im Idealfall 0, wire 84 ~ 0; Klar,
wenn die Ableitung Null ist heif$t das, dass A gar nicht von x abhingt; dann kann sich
auch ein Fehler in x nicht auf A iibertragen, hingt A doch vom x-Wert gar nicht ab.

2. Wenn A = f(x1, x2) von zwei (oder noch mehr) Variablen abhingt, betrigt der absolute
Fehler o4 = f(%1 + 01, %2 + 02) — f(x1,%2) » alg—)é + ozg—é. Hier bedeutet %};’xl) die
sogenannte ,,partielle“ Ableitung der Funktion f nach der einen Variablen x;, wobei man
die andere Variable x, konstant gehalten denkt, also voriibergehend f nur als Funktion
einer einzigen der beiden Variablen ansieht. Analog ist es bei der partiellen Ableitung
nach x,; hier hilt man beim Differenzieren x; konstant.
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a b

T \%

Abb. 1.1 Zusammenhinge gemif3 der idealen Gasgleichung. a Linearer (proportionaler) Zusam-
menhang zwischen Druck p und Temperatur T bei konstantem Volumen V eines idealen Gases.
b Umgekehrt proportionaler Zusammenhang zwischen Druck p und Volumen V bei konstanter
Temperatur T eines idealen Gases

1.1.5 Kurvendiskussion

1.1.5.1 Lineare und umgekehrt proportionale Abhdngigkeit
Physikalische Ergebnisse mochte/soll/muss man stets ,,diskutieren®, sie verstehen. Wenn
man beispielsweise festgestellt hat, dass zwischen dem Druck p und dem Volumen V eines
Gases, dessen Stoffmenge gerade 1 Mol ist und das die Temperatur T hat, der Zusammen-
hang

pV =RT (1.10)

besteht, mit R = 8,31]/(mol K), der fiir alle Gase gleichen Gaskonstanten, so ,diskutiert®
man: Der Druck wird mit steigender Temperatur gréfler und nimmt mit fallender Tempe-
ratur ab, sofern das Gas konstantes Volumen hat (préziser gesagt, sich in einem Behilter mit
festgehaltenem Volumen befindet). Der Zusammenhang ist ,linear®, p ~ T, siche Abb. 1.1.
Und: Wenn man die Temperatur konstant hilt, aber V vergrofiert, so verkleinert sich der
Druck; p heifit ,,umgekehrt proportional® zu V, p ~ < (sieche wieder Abb. 1.1).

Fragen: Wie hidngt das Volumen V vom Druck p bzw. von der Temperatur T ab, wenn T
bzw. p konstant gehalten werden? (Umgekehrt proportional bzw. linear oder proportional.)

1.1.5.2 Monotone und nicht monotone Funktionen

Sind diese Zusammenhinge ,linear bzw. ,umgekehrt proportional fiir die Gaseigen-
schaften tatsichlich richtig? ,,Ja“, sofern die sogenannte ideale Gasgleichung (1.10) eine gute
Niherung ist. Physikalisch genauer hingesehen jedoch ,nein®, insbesondere wenn man z. B.
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T oder V zu sehr verkleinert. Dann verfliissigt sich ndmlich das Gas. Statt (1.10) gilt eine
andere Zustandsgleichung. Als gute Ndherung hat sich die von Johannes Dieterik VAN DER
WaaALs (1837-1923) aufgestellte Gleichung erwiesen

(P+%)(V—b)=RT- (1.11)

a und b sind zwei fiir die betreffende Sorte von Gasmolekiilen charakteristische Konstan-
ten. Das den Druck p korrigierende Glied 5 heifit ,,Binnendruck®; es beriicksichtigt den
Einfluss der Anziehungskrifte der Gasmolekiile. b heif3t das ,,Kovolumen® und spiegelt das
endlich grofie Eigenvolumen aller Gasmolekiile zusammen wider. Dieses steht ja fir die
Bewegung der Molekiile nicht zur Verfiigung. Wie vorher bezeichnet V' das Volumen der
Stoffmenge 1 mol; hat man vmol im Volumen, stinde dort V/v. Physikalisch gilt diese
Gleichung nur auflerhalb des Bereiches, in dem sich das Gas bereits (eventuell teilweise)
verfliissigt hat. Wir ,,diskutieren sie im Folgenden aber beispielhaft rein mathematisch, so
als ob sie fiir alle Werte von p, V, T richtig wire, selbst fir negative, also gewiss unphysi-
kalische Werte.

Die Zusammenhiange zwischen Druck p, Volumen V und Temperatur T eines Mols des
Gases sind nach der van-der-Waals-Gleichung erheblich komplexer als durch die Begriffe
linear oder umgekehrt proportional beschreibbar. Sei zunéchst wieder V = const; dann ist
der Druck p zwar immer noch linear mit T, aber um einen konstanten Zusatzterm erwei-
tert,

a . R
p:cT—W, mit C:(V—b)' (1.12)
Hiernach wire der Druck bereits bei der endlich grofSen Temperatur
To=a(V —-b)/RV? = Ty(V) (1.13)

Null. Wie verdndert sich diese ,,Null-Druck-Temperatur® Ty, wenn man das Volumen V
des Gefifles verdndert? ,,Diskutieren” wir dazu die Beziehung oder Funktion Ty (V'): Wenn
V sehr grof ist, genauer gesagt sehr grof8 gegen b, V > b, ist Ty ~ 1. Im Limes V — oo
erreicht man Ty = 0, wie es beim idealen Gas stets der Fall ist. Wenn man (immer vor-
ausgesetzt p = 0!) V verkleinert, steigt T; offenbar zundchst an. Erreicht man allerdings
V = b, so ist dort (wegen des Zihlers in (1.13)) Ty wiederum Null. Noch kleinere V' sind
unphysikalisch, da eine absolute Temperatur, also auch Ty > 0, positiv sein muss.

Also muss Ty(V) zwischen V = b und V — oo ein Maximum haben. Maxima von
Funktionen f(x) (oder deren Graphen, also der dazugehérigen Kurve) findet man als Null-
stellen der ersten Ableitung f'(x) (E %(xx)) = 0 mit Losungen x,,. Namlich: Solange x
vor einem Maximum an der Stelle x,, ist, muss der Anstieg f'(x) der Kurve positiv sein,
f'(x) > 0, die Funktion f(x) wichst. Nach dem Maximum muss der Anstieg f’(x) nega-
tiv sein, f'(x) < 0, weil die Funktion f(x) dann wieder abnimmt. Genau am Maximum
ist deshalb f'(x)|x=x, = 0. Ubrigens: auch bei einem Minimum ist f'(x) = 0, nur ist der
Anstieg vor einem Minimum negativ und danach positiv, also gerade umgekehrt wie beim
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Abb. 1.2 Die Temperatur To( V) eines realen
Gases unter verschwindendem Druck p = 0
als Funktion des (Mol-)Volumens V

Maximum. Am Minimum selbst ist ebenfalls f* = 0. Die Nullstellenbestimmung der Ablei-
tung liefert also sowohl Maxima als auch Minima. Zwischen ihnen zu unterscheiden bedarf
es der zweiten Ableitung.

Vor einem Maximum geht die Funktion zunéchst ,,nach oben®, also zu gréfieren Werten,
hat somit einen positiven Anstieg. Nach dem Maximum geht sie wieder ,,herunter, sprich
zu kleineren Werten, hat demnach jetzt einen negativen Anstieg. Der Anstieg, also die ers-

te Ableitung f'(x) ( df (x) ) wechselt folglich am Maximum von positiven zu negativen
Werten; somit zeigt dlese Anstlegsfunktlon selbst, namlich f’(x), ihrerseits ,nach unten®,
hat die Anstiegsfunktion ihrerseits einen negativen Anstieg, ist also df (x) % <0,
wie zuvor gesagt Minima dagegen sind daran zu erkennen, dass die zwelte Ableitung ge-
rade positiv ist, f (%) 5 0. Maxima und Minima einer Funktion f(x) unterscheiden sich
somit durch das Vorzelchen der zweiten Ableitung von f: positive zweite Ableitung beim
Minimum, negative zweite Ableitung beim Maximum.
Angewendet auf T;(V'): Die Nullstelle der Ableitung folgt aus

dTy(V) RV?-a—a(V-b)-2RV
v (RV2)?

=0. (1.14)

Ein Bruch (mit endlich groflem Nenner) ist Null, wenn der Zahler Null ist. Also (kiirze
vorher aRV) ist V,, — Z(V —b) =0oder V, =2b. Wie grof} ist dann T, fir V = V,,, = 2b?
Antwort: To(V,,) = 777 - Machen wir eine Dimensionskontrolle. Dazu werden die Dimen-
sionen von 4, b, R benétigt. Diese erschlieflen wir wie folgt: Da die beiden Summanden im
ersten Faktor von (1.11) beide dieselbe, nimlich die Dimension eines Druckes haben miis-
sen, muss die Dimension von [a] = [p][V]*
Faktor von (1.11) ebenfalls die gleiche Dimension, namlich die eines Volumens haben, muss
[b] = [ V] sein. Schliefilich folgt aus der Dimensionsgleichheit beider Seiten von (1.11), dass
dimensionsmifig [R] = [p][V]/[ T] ist. Also findet man fiir die Dimension des Ausdrucks

- ___vr  _ ot di Ot
fir Ty gerade [4bR] = [ﬁ] = IV = [T]. Offfenbar ist d%e qublnatlon iR
fiir das Gas charakteristische Temperatur; wir werden ihr noch weiterhin begegnen.
Der Verlauf der Funktion Ty(V), wie er sich aus dieser Diskussion ergibt, wird in
Abb. 1.2 dargestellt. Der Leser sollte den dargestellten Verlauf ,fast“ verstehen. Undisku-

tiert ist nur noch, warum - wie eingezeichnet — der Anstieg der Kurve bei V = b gerade

sein. Damit beide Summanden im zweiten

eine
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72 ist. Dazu berechnen wir diesen als den Wert der Ableitung bei V' = b und erhalten

dTy(V 2, N .
35, ) vep = R£2§40 = ﬁ. Koénnte man also den Verlauf der Kurve experimentell durch

Messen bestimmen, so konnte man daraus die Lage des Maximums bei 2b, die Hohe des
Maximums ;= und den Anstieg bei V = b, also 37, ermitteln und somit die fiir das Gas
charakteristischen Parameter a und b bestimmen. Die Kurvendiskussion liefert uns also

unmittelbare physikalische Einsicht.

1.1.5.3 Maxima und Minima
Zuriick zur realen Gasgleichung. Wie hingt der Druck p vom (Mol-)Volumen V ab, wenn
T = const; die Kurven p(V') bei konstanter Temperatur T nennt man sinnvollerweise ,,Iso-

thermen’
RT a

PV =y~ va
Abbildung 1.3 zeigt den typischen Verlauf zweier solcher Isothermen p( V') als ausgezoge-
ne Kurven im ersten Quadranten, fiir V > b. Wie kann man diese Kurven verstehen? Dazu
diskutieren wir jetzt den graphischen Verlauf der Funktion (1.15) in Einzelnen. Leicht ein-
zusehen ist das asymptotische Verhalten fiir V' — oo. Das erste Glied verhalt sich wie RT/V
sofern V >> b und das zweite wie a/ V?; letzteres ist schliefSlich klein gegen ersteres, sofern
auch noch V > a/RT ist. Wenn beide Bedingungen erfiillt sind, geht (1.15) iiber in die
Gleichung fiir das ideale Gas p ~ RT/V.

Einfach zu verstehen ist auch der V-Bereich kurz oberhalb von V' = b. Wenn V ,,von
oben“ gegen b strebt, b « V, divergiert der erste Term ‘f—_Th offenbar nach Unendlich;
der zweite dagegen bleibt mit —.% endlich und kann deshalb neben dem divergierenden
Summanden vernachléssigt werden. Wieder also ist der erste Term tonangebend.

(1.15)

Zwei Fragen bleiben:

1. Wie verlduft eine Isotherme dazwischen, also fiir b < V < co?

2. Was geschieht fiir V < b? Letzteres ist zwar ein unphysikalischer V-Bereich, da das
Volumen des Gases ja nicht kleiner als das Eigenvolumen all seiner Molekiile zusammen
sein kann, aber mathematisch (zwecks Kurvendiskussion) ist die Frage erlaubt.

Zuerst der Isothermenverlauf zwischen V = b und V = co. Naheliegend ist die Frage,
ob denn p(V') im ganzen V -Bereich monoton abfillt oder nicht, weil das ja sowohl unmit-
telbar rechts von b als auch bei V' — oo der Fall ist. Monoton fiele der Druck p dann ab,

wenn die Ableitung dﬁ(‘}/ ), die ja gleich dem Anstieg ist, in diesem Falle stets negativ wire,

% < 0. Wiederum also hilft die erste Ableitung. Sie lautet:
dp(V) RT 2a
=- — . 1.16
v (Vb Vv (1.16)

Sofern der erste Summand fiir alle V € (b, 00) iiberwiegen wiirde, fiele p(V) mit V mo-
noton ab. Nahe V' = b und fir V — oo tiberwiegt er allemal. Fiir andere V schitzen wir
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Abb. 1.3 Isothermen p(V) fiir p
grolere (oben) und kleinere (un-
ten) Temperaturen T. Dabei wird
die Temperatur T mit einer ,kriti-
schen® Temperatur T, verglichen,
bei der die eine in die andere Form
des Isothermenverlaufs iibergeht.
Die gestrichelten Linien (links unten)
geben den spiter zu diskutierenden
typischen Verlauf einer Isotherme
im unphysikalischen Bereich V < b

I
I
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: T>T,
I
I
I
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I

T<T.

ab, ob (V b)z > 22 sein kann. Dann miifite ( )2

V, wenn man auf der rechten Seite mit dem kle1nstzu1ass1gen Wert V = b abschitzen darf
und auf der linken Seite mit dem grofitzulissigen, also mit V' — oo. Das erste, negative
und monoton abfallende Glied dominiert also sicher dann, wenn RT > 22 gilt, die Tem-
peratur T also 2% iibersteigt. Da finden wir wieder unsere fiir die jewelhge Molekiilsorte
charakterlstlsche Temperatur %! (Anregung: Dimensionspriifung zur Ubung wiederho-
len.) Sofern T also grof3ere Werte annimmt, fallen die Isothermen monoton ab, wie es die
obere eingezeichnete Isotherme in Abb. 1.3 zeigt.

Was aber, wenn es nicht so ist, T also kleinere Werte hat? Dann diirfte die Monotonie
im Abfall von p(V) in einem gewissen V-Bereich verloren gehen. Wir iiberlegen: Wenn
die Funktion nicht monoton abfillt, kann die Ableitung dp (V) eben nicht immer negativ
sein, sondern muss auch mal positive Werte annehmen. Dann allerdings muss sie auch mal
durch Null gehen! Wir haben also zur Entscheidung der Monotoniefrage die maoglichen
Nullstellen der Ableitung (1.16) zu suchen,

> 22 sein. Das gilt gewiss dann fiir alle

RT 2a

TEOE (1.17)

Sollte es V' geben, die diese Bedingung erfiillen, féllt V nicht monoton ab, sondern
hat zwischendrin Maxima und Minima, wie in Abb. 1.3 (untere Isotherme) skizziert. Glei-
chung (1.17) sieht etwas unappetitlich aus und entpuppt sich als Gleichung 3. Grades in V.

1.1.5.4 Kubische Gleichungen
Um (1.17) zu diskutieren, ist es zweckmaflig, sie zunéchst auf ihren wesentlichen Kern zu
reduzieren. Ausklammern von V im Nenner links und Multiplizieren der Gleichung mit
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V? fithrt zu - b )2 = 2”. Die Losung wird im Intervall b < V < oo gesucht; also liegt b/V
im Intervall 1 > 7 > 0. Das legt die Einfihrung der Hilfsvariablen x = % nahe, fir die
dann x € (0,1] gilt. Die zu losende Gleichung lautet dann RT = (1 - x)* - x - 2a/b oder
x(x =1)* = T/ (#%). Wieder taucht unsere bereits bekannte Kombination a/bR auf, von
der wir bereits wissen, dass sie die Dimension einer Temperatur hat. Wir kiirzen deshalb die
rechte, nunmehr dimensionslose Seite durch T/ (;—;) hRT = 27 ab. Alle systemtypischen
Parameter haben sich damit in einer einzigen, dimensmnslosen Konstanten T zusammen-
fassen lassen, die ein Maf} fiir die Temperatur des Gases ist. (Selbstverstandlich hitte man in
der Definition statt 27 auch 7 schreiben diirfen, also ohne einen expliziten Faktor 2. Diese
andere Konstante T wire dann doppelt so grof8 wie 7; fiir den Fortgang der Rechnung ist 27
bequemer, wenngleich man das erst hinterher merkt. Wer solche voreilende Zweckmaf3ig-
keit nicht mag, rechne jetzt einfach mit 7 weiter, zur Ubung.)

Die Gleichung dritten Grades (oder kubische Gleichung) zur Kldrung des monotonen
oder nicht-monotonen Abfalls einer Isotherme lautet somit

X -2xt+x-21=0. (1.18)

Aus Standard-Formelbiichern (z. B. Milton Abramowitz and Irene Stegun, Handbook
of Mathematical Functions, Dover Publications, Sect. 3.8.2) oder auch aus dem Inter-
net entnimmt man folgendes Lésungsschema: Gegeben die kubische Gleichung x? + ax* +

aix + ap = 0. In unserem Falle ist also a, = -2,a; = 1,ap = —27. Man definiere
jetzt q = 1a1 - 3ajund r = ¢ (a2 —3a0) - 343. In unserem Falle ist dann g = —3
und r = 7 — 5. Es kommt nun auf die sogenannte D1skr1m1nante (»Unterscheidende“) D =

q> +r* an. Be1 uns hat sie den Wert D = 7 (T 227) wie man durch Einsetzen der Werte
fir g und r findet. Das Losungsschema besagt dann: Sofern D > 0, hat die kubische Glei-
chung genau eine reelle Losung. Ist dagegen D < 0, so gibt es genau drei reelle Losungen.
Im Spezialfall D = 0 fallen (mindestens) zwei der drei reellen Losungen zusammen, sind
dann also eine Doppelwurzel.

Aus diesen allgemeinen Lésungseigenschaften der Gleichungen 3. Grades schlieflen wir
in unserem konkreten Falle, dass es fiir 7 > = genau eine reelle Losung gibt. Sie muss im
unphysikalischen Bereich von V sein, denn im physikalischen Bereich, so wissen wir nach
der obigen Diskussion, gibt es bei hinreichend groﬁer Temperatur kein Maximum oder Mi-
nimum. Dagegen bestehen im Intervall 0 < 7 < 5> genau drei reelle Losungen; es kommen
hier zu der unphysikalischen also noch zwei weltere hinzu. Diese konnen ein Maximum
und ein Minimum beschreiben, sodass die Kurve den in Abb. 1.3 beschriebenen Schlenker
macht. Falls jedoch gerade 7 = 27 = 1, fallen das Maximum und das Minimum zusammen.
Sie fallen dann auch mit dem sonst zwischen ihnen liegenden Wendepunkt zusammen, bei
dem die zweite Ableitung Null ist.

Fiir die Temperatur T bedeutet das: Oberhalb (T > T.) von T = &%
thermen monoton fallend, unterhalb (T < T,) von T, sind sie es nicht; p( ) zeigt hier ein
Minimum und ein darauffolgendes Maximum. Genau bei T = T, deshalb , kritische Tem-

sind die Iso-
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peratur genannt, fallen Minimum und Maximum und der Wendepunkt zwischen ihnen
(mit der Elgenschaft de = 0) zusammen.

Ubrigens: Aus den zwei Bedlngungen 40— g und &£ dvz =0, die bei T = T, gelten, kann
man auch das dazugehorige ,,kritische Volumen V. ausrechnen und daraus den , kritischen
Druck® p.. Als kleine Ubung fithren wir das durch.

é‘I—’zoz——i@*——+33undiﬂ’—:oz—ggl——gﬁ (1.19)

dv (V.=b)? V3 dv? (V.-b)* Vi ’
Die zusitzliche Kenntnis der zweiten Gleichung erspart es einem, das kritische Volumen
V. bei bekanntem T, aus der ersten (kubischen!) Gleichung auszurechnen, was selbstver-
stdndlich moglich wire. Man kann (1.19) als zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten
verstehen und T, V. gemeinsam aus ihnen bestimmen, was sich als einfacher heraus-
stellt. Zunichst (man multipliziere mit V? bzw. V?/2) ist RT./(1 - b/V.)? = 2a/V, bzw.
RT./(1-b/V,)? = 3a/V.,. Eliminiere hieraus RT,, und finde

BO-) S (1.20)

(1‘7)3 "

also % = 1— i und daraus V. = 3b. Aus z. B. der ersten Gleichung (1.19) folgt dann schnell
RT, = (Zb)
wissen.

33 o5 27 %> was wir aus der Losung der kubischen Gleichung allerdings bereits

In Kenntnis der kritischen Temperatur T, und des kritischen Volumens V lisst sich
schlieSlich aus der van der Waalschen Zustandsgleichung (1.15) auch noch der kritische

8 a
. _ 22b _la _ 1 a
Druck p, ausrechnen: p(V., T.) = 35~ 5 35 = 3 3 Amkritischen Punkt eines Gases, der

in der Physik eine wichtige Rolle spielt, hat man somit gemaf3 der van-der-Waals-Gleichung
folgende Werte fiir den Druck, das Volumen und die Temperatur:

1 a

8 a
——, Vi=3b, T.=—=—. 1.21
27 b? ( )

P+ =
Hinweis
Man mache zur Ubung die Dimensionsprobe. Losung: [p.] = [a]/[b]* = [p][VI*/[V]* =
[p); [Ve] = [b] = [V]; [RT:] = [a]/[b] = [P)[V]*/[V] = [pV] also alles korrekt.

Jetzt noch kurz zuriick zur obigen anderen Frage (2): Was geschieht fiir V' < b, wie verhalt
sich die mathematische Funktion (1.15) dort? Zwar ist das physikalisch irrelevant, s. 0., aber
mathematisch ist ja p(V') auch fiir V < b wohldefiniert.

Offenbar sind dann beide Summanden negativ, also ist p(V < b) < 0. Wenn V nur sehr
wenig unterhalb von b liegt, ist der erste Summand (negativ) dem Betrag nach sehr grofi.
p(V) springt also von + o0 nach —oco, wenn V von kurz oberhalb nach kurz unterhalb b fillt.
Man nennt dieses Verhalten einer Funktion einen ,,Pol 1. Ordnung®. Wenn V noch kleiner
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wird und gegen Null strebt, gewinnt der zweite Summand ~ % die Oberhand und treibt
p(V) erneut nach —oo (sogar noch stirker als es im ersten Summanden am Pol 1. Ordnung
geschah, wo der Nenner nicht quadratisch wie hier sondern nur linear gegen Null strebte).
Folglich muss zwischen V = b und V = 0 ein Zwischenmaximum liegen, wo dann 3—6 =
ist. Dies ist augenscheinlich die stets vorhandene eine reelle Lésung der gerade diskutierten
kubischen Gleichung (1.18).

Verfolgen wir den Verlauf von p(V') auch noch fiir V' < 0. Zwar ist auch dieser Bereich
ebenso unphysikalisch wie der fiir 0 < V' < b, aber mathematisch ist er wiederum zulés-
sig. Im Bereich negativer V-Werte bleibt der erste Term negativ aber endlich, wihrend der
zweite Summand von —oco zu nach wie vor ebenfalls negativen aber endlichen Werten an-
steigt. Mit immer weiter abnehmenden (negativen) V bleibt p(V') immer negativ und geht
schlieSlich monoton nach Null fiir V' — —co. Der gesamte Verlauf von p(V') gemaf$ (1.15)
ist auch im unphysikalischen Bereich V' < b bereits in Abb. 1.3 dargestellt worden. Die Iso-
thermen sehen im unphysikalischen Bereich fiir jedes T dhnlich aus, wihrend sie fiir V > b
jenach T > T, oder T < T, qualitativ unterschiedlich verlaufen. Ubrigens, im unphysikali-
schen V-Bereich sind auch die Werte fiir den Druck p negativ, also ebenfalls unphysikalisch
- das passt somit zusammen. Die Singularitat bei V' = 0 heift ,,Pol 2. Ordnung". Die Funk-
tion geht vom Betrag her nach Unendlich und kommt von dort auch wieder zuriick, ohne
ihr Vorzeichen zu wechseln (wie sie es an einem Pol 1. Ordnung, also z. B. bei V = b, tut).

1.1.5.5 Allgemeine Verlaufe von Funktionen

Der vorige langere Abschnitt verdient eine Zusammenfassung und Betonung des Wesentli-
chen. Funktionen y = f(x) kdnnen Maxima, Minima, Wendepunkte, Polstellen haben. Thre
Maxima und Minima bestimmt man aus den Nullstellen der ersten Ableitung %(xx) = 0.

Wendepunkte sind durch die Nullstellen der zweiten Ableitung definiert, dzgx(zx) = 0. Pole

ergeben sich aus den Nullstellen eventuell vorhandener Nenner. Am héufigsten handelt es
sich dabei um einfache Nullstellen. Wenn #n solcher Nenner-Nullstellen an einer Stelle xq
zusammenfallen, verhilt sich die Funktion dort wie f(x) ~ m; bei einfachen Nullstel-

len (n = 1) also wie f(x) ~ (x_l—xo) Man spricht von Polen der Ordnung n. Fiir ungerades n,
allgemein fiir n = 1,3, ..., springt die Funktion an einem Pol ungerader Ordnung von —oco
nach +oo oder ungekehrt. Ist # gerade, n = 2,4, ..., wechselt das Vorzeichen am Pol nicht.
n = 0 ist tibrigens kein Pol; warum nicht?

1.1.5.6 Beispiele von Kurvenverlaufen zur Vertiefung des Besprochenen
1. Die Polynomfunktion f(x) = asx® +a,x*+ a;x + ao hat keine Pole (warum nicht?); falls
az > 0, strebt f(x) fiir grofle x nach +oco und bei sehr groflen negativen x kommt f(x)
von —oo. Sofern as < 0 ist es umgekehrt; dazwischen verlauft die Funktion entweder
monoton ansteigend oder sie hat ein Zwischenmaximum und ein Zwischenminimum,
da dfd—(xx) = 3a3x? +2a,x + a; = 0 als quadratische Gleichung entweder keine oder genau
zwei reelle (wenn auch nicht notwendig verschiedene) Losungen haben kann. Sofern es
das Maximum und das Minimum gibt, hat f(x) dazwischen genau einen Wendepunkt,
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der aus der Nullstelle der zweiten Ableitung folgt, also aus dzé;(f ) _ 6azx + 2a, = 0. Fur

passende Koeffizienten a; kdnnen Maximum, Minimum und Wendepunkt zusammen-
fallen; bei negativem Koeffizienten a; < 0 kommt f(x) bei negativen x von +oo, geht
erst durch das Minimum und dann tiber das Maximum, sofern der Graph nicht iiberall
monoton nach —oo fiir x — oo verliuft.

2. f(x) = ﬂ% hat eventuell Pole, die bei den Nullstellen des Nenners liegen,
byx% + byx + by = 0. Falls diese quadratische Gleichung keine reelle Nullstelle hat, gibt
es keine Pole; sofern es zwei verschiedene reelle Losungen gibt, bezeichnet als x{,, hat

die Funktionskurve zwei Pole erster Ordnung, f(x) ~ ﬁ, an denen sie von —oo
i

nach +oo (oder gerade umgekehrt) springt. Sind die beiden reellen Losungen zufillig
gleich (wovon hingt das ab?), x{ = x} = x”, hat die Funktion einen Pol zweiter Ord-
nung f(x) ~ =7y Wenn x die Polstelle x” iiberstreicht, gibt es an der Singularitat
diesmal keinen Vorzeichenwechsel; die Funktionskurve geht nach +oco und kommt von
dort auch zuriick oder sie geht nach —oo und dorthin zurtick. Fiir sehr grofle x — +oo
geht f(x) — §*, wird also asymptotisch konstant. Dazwischen hat die Funktion je nach
den Zahlenwerten fiir die Koeffizienten bis zu drei Maxima/Minima, weil sich heraus-
stellt, dass %(xx) = 0 eine kubische Gleichung ist. All diese Aussagen gelten generisch,
will sagen typischerweise fiir diese Funktion. In Sonderfllen fir die Koeffizienten a;, b;
kann es allerdings anders sein. Zum Beispiel konnte eine Nullstelle des Zahlers mit einer
Nullstelle des Nenners zusammenfallen. Dann kann man in dem Bruch, der die Funkti-
on definiert, kiirzen und die Funktion lautet in Wahrheit f(x) = ;ii—igg Die darstellende
Kurve dieser Funktion hitte nur einen einzigen Pol, und zwar von erster Ordnung. Es
bleibt noch die Frage. Wie viele Maxima, Minima und Wendepunkte gibe es in diesem
Falle?

1.1.5.7 Maxima/Minima mit Nebenbedingungen

Nach diesen beiden abstrakten Funktionsbeispielen noch ein sehr konkretes Beispiel. Kon-
servendosen haben zwecks guter Moglichkeit, sie zu stapeln, eine kreiszylindrische Form.
Manchmal, etwa bei Fischdosen, ist die Grundfliche auch elliptisch statt kreisformig; die
Hohe ist dann in der Regel kleiner als die grofie und kleine Halbachse der Grundflidche.
Wenn man fiir die Konservendose ein bestimmtes Volumen vorschreibt, soll sie natiirlich
eine moglichst kleine Oberfliche haben, um so wenig Material wie méglich fiir die Dose zu
verbrauchen. Sofern man andererseits aus bestimmten Griinden pro Dose eine gewisse Ma-
terialmenge zur Verfiigung hat, also die Oberflache vorgeben muss, méchte man natiirlich
das erreichbare Volumen maximieren. Wie kann man diese Wiinsche realisieren?

Zuerst — wie bei allen sogenannten ,eingekleideten Aufgaben® - tibersetzen wir die
Beschreibung des Problems in die Sprache der Mathematik. Volumen V und Oberfla-
che A eines Zylinders der Hohe h und des Durchmessers 2r sind durch V' = nr?h und
A = 2mr® + 2mrh gegeben. Sei zuerst etwa V vorgegeben und die optimale Grofle A der
Oberfliche gesucht. A hingt von r und / ab, die aber wegen des vorgegebenen Volumens V
nicht unabhéngig voneinander gedndert werden kénnen. Wahlt man sich etwa ein r aus, so
muss h = V/(mr?) sein. Setzt man diesen Ausdruck fiir  in die Formel fiir die Oberfliche A
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ein, wire A allein durch r zu beschreiben: A = A(r) = 2nr? + 2. Ein kleiner Zylinderradius
macht die obere und die untere Deckplatte klein und den Mantel der Konservendose hoch
und grof3. Ein grofler Radius r fithrt zu grofien Deckplatten und einem niedrigen Zylinder.
(Der Pol bei r = 0 interessiert hier nicht; warum nicht?) A(r) ist optimal, wenn A(r) =0
ist, woraus die Gleichung 0 = 4mr,,, — 2V /r2, folgt. Das ist zwar offenkundig eine kublsche

Gleichung, aber eine sehr einfache: 4ntr, = 2V. Thre Lésung lautet r,,, = {/g = (%)1/3.
Ist das nun eine brauchbare, weil fiir A minimale Losung oder liefert sie gerade eine be-

sonders grofle Oberfliche? Maxima und Minima einer Funktion f(x) unterscheiden sich

ja durch das Vorzeichen der zweiten Ableitung von f, siehe Abschn. 1.1.5.2. Maxima liegen

vor, wenn die zweite Ableitung an der betreffenden Stelle negativ ist, wie oben erklart. Mini-

ma dagegen sind daran zu erkennen, dass die zweite Ableitung gerade positiv ist, f ) 5,
d? A(r)

- Im vorliegenden Fall lautet die zweite Ableitung = 41 + 2. Dieser Ausdruck ist
stets positiv, insbesondere auch fiir r,,,. Also beschrelbt oblge Losung 7w ein Minimum von
A(r), ist die Oberfliche A der Konservendose dort wie erwiinscht kleinstmoglich.

Die zu r,, gehorige Hohe berechnet sich zu h,, = V/(nr},) = (2 V)3, Also gehen beide,
Tm Wie h,,, proportional zur dritten Wurzel aus dem Volumen, 7,,, h,, ~ /V. Das muss
natlirlich schon aus Dimensionsgriinden so sein (wenn man sich nicht verrechnet hat).
7 und h,, sind ja Lingen und V'/3 ist die einzige Liinge, die man aus dem vorgegebenen
Volumen V bilden kann. Merkenswert ist das Verhaltnis von Dosenh6he und Dosenradius:
Man berechnet = 2. Dosen mit optimaler Oberfliche bei vorgegebenem Volumen sind
so hoch wie sie d1ck sind, h,,, = 21,.

Die Leserin oder der Leser kénnte nun zur Ubung vielleicht alleine versuchen herauszu-
finden, wie Dosen aussehen miissen, fiir die die Materialmenge, also die Gréf3e der Oberfla-
che A vorgegeben ist. In diesem Falle wiinscht man sich ein mdglichst grofies Volumen V.
(Zum Vergleich mit Threr eigenen Rechnung hier die Losung: Bei gegebenem A lésst sich
h =h(r) = (A-2nr?)/(2nr) als Funktion von r ermitteln; eingesetzt in die Formel fiir das
Volumen, was man ja optimieren méchte: V = V(r) = £-(A-2nr?). Das Volumen ist dann
dv(r) =0 =4 -3nr?, also r,, = \/A/6m. Die hierzu gehérige Hohe der Dose
=\ /2A/ 3n = ( 24 ) "2 Dieses Ergebnis entspricht auch tatséchlich dem

grofitmoglichen Volumen, weil &V (r) = —6mr,, <0, also negativ ist. Beide, r,, wie h,,, sind
~ A2, was wiederum bereits aus Dlmensmnsgrﬁnden so sein muss. Wie ist das Verhiltnis
Hohe : Breite diesmal? - Man berechnet A, = 2r,,, wie im anderen Falle auch, also genauso
hoch wie dick!
Abschlieflend noch eine lausige Frage: Wenn Dosenhersteller oder -fiiller unredlich sind
und aus dem vorgegebenen Material, also der vorgegebenen Grofle A der Oberfliche ein
moglichst kleines Volumen gestalten wollen: wie bestimmen sie dann wohl r,,, h,,?

optimal, wenn

istdann h,,

_2r
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1.2 Komplexe Zahlen

Mathematisch-historisch hat es einige Zeit gedauert, bis die komplexen Zahlen ein akzep-
tierter Begriff wurden. Endgiiltig wurden sie in der Mathematik durch den genialen Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) legitimiert, der sie 1831 als Punkte in der Zahlenebene dar-
stellte und die Rechenregeln damit auch geometrisch interpretierte. Vorausgegangen waren
Leonhard EULER (1707-1783), der das Symbol i einfiihrte (,,imaginidre Zahl“) und Raffael
BowmBIELLL ein Mathematiker in der Mitte des 16. Jahrhunderts, dem die Verwendung des
Symbols \/~1 zugeschrieben wird.

Schon die Namen der immer umfassender werdenden Zahlenkorper zeugen von der
gedanklichen Auseinandersetzung unserer Vorfahren mit neuen Zahl-Begriffen. ,Natiir-
lich® heiflen die Zahlen 1,2, 3, . .. zusammengefasst als Menge N. Erweitert wurden sie zu
den ,ganzen Zahlen“ Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}, um den sich vergrofiernden Re-
chenanspriichen des Addierens und Subtrahierens geniigen zu kénnen. Um ausnahmefrei
multiplizieren und dividieren zu kénnen, bedurfte es der Erweiterung auf die ,rationa-
len Zahlen* Q = {%|m €Z,ne N}. Um schliefSlich auch Grenzwerte von Zahlenfolgen
einordnen zu konnen, unumginglich fiir die Infinitesimalrechnung - nicht zuletzt zur Be-
schreibung von Naturphdnomenen, also um die Physik weiterzuentwickeln -, entstand
begrifflich der Korper der ,,reellen Zahlen® R. Diese bilden die grofitmaégliche Zahlenmen-
ge mit den gewohnten Rechenregeln, die sich ,,ordnen® lasst, bei der also zwischen je zwei
Zahlen a und b aus R immer genau eine der Relationen gilt a < b, a = b, a > b. Die darin
schon enthaltenen, durch Grenzwertbildung definierten ,,irrationalen Zahlen“ wie \/2 oder
»transzendenten Zahlen® wie 1, e zeugen eher von der Schwierigkeit, einen angemessenen
Namen fiir Zahlen mit neuartigen Definitionsverfahren zu finden, als dass sie nicht mehr
als rational oder gar aus dem Jenseits kommend empfunden wurden.

Vielleicht lasst sich so auch die Bezeichnung ,imaginir®, also ,eingebildet®, eher psy-
chologisch als mathematisch verstehen. ,,Komplex“ heiflen Zahlen z, die aus reellen und
imaginidren Zahlen zusammengesetzt sind. C bezeichnet die Menge der komplexen Zahlen.

Sie entstanden aus dem Bediirfnis, Gleichungen l6sen zu kénnen, die Potenzen der un-
bekannten Grofie x enthalten. Alle bekannten Rechenregeln aber sollten (und mussten)
erhalten bleiben, sonst konnte man die Polynom-Aufgabe x" + a,x" ' +a,x"?+...+a, = 0
gar nicht recht hinschreiben.

1.2.1 Imagindre Einheit i

Lassen wir uns leiten von den beiden Vorgaben, Gleichungen mit Potenzen losen zu kon-
nen sowie mit diesen Losungen die vertrauten Rechenoperationen (addieren, subtrahieren,
multiplizieren, dividieren) nach den ebenso vertrauten Regeln (z.B. (a+b)+c=a+(b+c)
oder a(b+c) = ab+acusw.) durchfithren zu konnen. Erstaunlicherweise zeigt sich, dass es
schon geniigt, Gleichungen des Typs x + a = 0 mit reellem, positiven a, also a > 0, zu un-
tersuchen. Fiir die allgemeinen Polynomgleichungen sind wir dann ebenfalls hinreichend
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gewappnet, wie GAUss mit seinem Hauptsatz der Algebra bewies (in seiner Doktorarbeit
1799). Schon hier ahnen wir etwas von der Riickfithrbarkeit auf eine einzige Musterglei-
chung x* + 1 = 0. Multipliziert man sie namlich mit a,a > 0, entsteht ax®> + a = 0. Da
wir aus positivem, reellen a die Wurzel ziehen kénnen, \/a, erhalten wir (v/ax)* + a = 0.
Wiirden wir also x kennen, so wire \/ax die Losung der etwas allgemeineren Gleichung -
vorausgesetzt, das Produkt ist wie iiblich zu verstehen.

x% +1 = 0 ist mit reellem x, also x € R, nicht zu 16sen. Dann wire ja x? positiv und die
Summe zweier positiver Zahlen, x* und 1, kann nicht Null sein. Gauss’, EULERS, BOMBIEL-
L1s Idee folgend packen wir das Unbekannte einfach an den Hornern und definieren einen
neuen Zahlentyp zu den schon vorhandenen reellen Zahlen a, b, ... € R hinzu, und zwar
so, dass er die Problemgleichung per definitionem l6st und den gewohnten Rechenregeln
unterliegt.

Die neue Zahl wird i genannt. Definitionsgemaf ist sie Losung der Gleichung

2+1=0. (1.22)

Da die Rechenregeln gelten sollen, stimmt auch i* = =1 und i = v/~1 (wobei Sie bitte die
Vorzeichenzweideutigkeit der Wurzel beachten sollten, also genauer i = +/-1).

1.2.2 Definitionen und Rechenregeln im Komplexen

Durch i* + 1 = 0 und die Giiltigkeit der Rechenregeln werden die komplexen Zahlen z € C
durch ihre Eigenschaften axiomatisch festgelegt. Die Notwendigkeit, mehr ,verstehen zu
wollen, ist fiir Mathematiker und Physiker gar nicht gegeben. Es ist natiirlich jedem un-
benommen, sich dariiber hinausgehende, wissenschaftstheoretische oder philosophische
Gedanken zu machen, was i ,,ist*, sich daran auch zu erfreuen. Am konkreten Umgang mit
den komplexen Zahlen z € C dndert das nichts mehr. Deshalb kann man als Physiker auch
ebenso gut auf solche Vorstellungen verzichten.

Haben wir also aufler a,b € R nun auch die Zahl i im Begriffevorrat und sollen die
Rechenregeln gelten, gibt es auch Zahlen bi sowie a + bi. Addieren und subtrahieren fiihrt
— wieder wegen der axiomatischen Giiltigkeit der tiblichen Rechenregeln - zu Zahlen des
gleichen Typs:

z1+ 22 = (a1 +bii) + (ax+ byi) = (a1 + a2) +i(by + by) . (1.23)
Auch multiplizieren fithrt zum selben Zahlentyp,
21-22= (a1 + bii) - (ay + byi) = ayay + ar1byi + asbyi + by byi* .
Weil i? = —1, also reell, fassen wir so zusammmen:

(a1 + bll) . (az + bzl) = (alaz - blbz) + i(albz + azbl) . (124)
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Jetzt ist es Zeit fiir passende Definitionen. ,,Komplexe Zahlen“ z sind Bildungen a + bi,
mita € Rund b € R. g heifdt ,,Realteil von z und b heif3t ,,Imaginarteil von z. Man beachte,
der Imaginarteil ist definitionsgemaf3 also eine reelle (!) Zahl. Wir sagen ferner z = 0, wenn
a=0undb=0.

z" =a-Dbi heiflt konjugiert komplex zu z = a + bi (1.25)

Das Produkt zz* = a* - (ib)? = a* —i?b* = a* + b* ist reell und dariiber hinaus stets positiv,
zz"* > 0 sofern z # 0. Deshalb kann man aus zz* die (reelle, positive) Wurzel ziehen und
nennt sie den ,,Betrag von z*,

lz| = .(a®+b%)? . (1.26)

Werfen wir einen kleinen Blick zuriick, um die Brauchbarkeit dieser komplexen Zahlen
zu beleuchten. Als Losung der allgemeinen quadratischen Gleichung x* + px + ¢ = 0, mit

2
reellen Koeflizienten p, g € R, bestimmt man x; , = —% +1/ PTj - q. Sofern % > q sind das

zwei reelle Losungen, okay. Sofern jedoch PTZ < g, sind die Losungen nach den Rechenre-

p

geln komplexe Zahlen, ndmlich z;, = -5 +1i - %2, deren Realteil a = —% ist und deren

Imaginirteil b = £1/q — PT‘Z lautet. Somit konnen wir also in dem neu gewonnenen Rahmen
alle quadratischen Gleichungen stets l6sen, immerhin!

Doch halt: p, g sollten reell sein. Aber warum eigentlich lassen wir nicht auch komple-
xe Koeffizienten zu? Multiplizieren und addieren kénnen wir ja wie tiblich, die komplexe
Gleichung z* + pz + q = 0 ist also auch fiir p, g € C sinnvoll. Der zu x; , fithrende Rechen-
gang geht nach wie vor. Es bleibt also nur, auch Wurzeln aus komplexen Zahlen ziehen zu
konnen. Verschieben wir das noch etwas, aber gehen wird es im Rahmen der bestehenden
Rechenregeln auch, s. u. Abschn. 1.2.3.

Sie werden es schon gemerkt haben: Gleichungen zwischen komplexen Zahlen, z; = z,,
sind genau genommen zwei reelle Gleichungen:

Zi=a;+bii und z;=a,+0byi sind gleich genau dann,

wenn a; = a, und b; = b, gilt . (1.27)

Jetzt merkt man auch, dass uns ja doch etwas verloren gegangen ist. Der bisher makello-
se Weg in die Welt der komplexen Zahlen erfordert — leider — doch ein Opfer. Komplexe
Zahlen lassen sich nicht mehr ordnen. Fiir reelle Zahlen a, b € R ist dieses noch das Mar-
kenzeichen, a > b oder a < b. Aber z; > z,?2? Zwar konnte man noch auf die Idee kommen,
so etwas zu erkldren als a; > a, und b; > b,. Was aber, wenn zwar a; > a, aber b; < b, ist?
Kurz, im Unterschied zu den reellen Zahlen lassen sich komplexe Zahlen aus strukturellen
Griinden leider nicht ordnen, ist der Ordnungsbegriff aus dem Reellen nicht ins Komplexe
iibertragbar.

Wann aber sind dann komplexe Zahlen als grof8 oder klein anzusprechen? Klein ginge
janoch, ndmlich wenn sowohl der Realteil a als auch der Imaginarteil b klein ist. Und wenn
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sowohl a als auch b grofd ist, wiirde man z grof$ nennen. Was aber, wenn a grof$ und b klein
ist oder umgekehrt? Da hilft es weiter, an das bereits erklirte |z|, Betrag von z, zu denken. Es
wichtet nach (1.26) beide Teile, a und b, gleichmiflig und akzeptiert sogar beide Vorzeichen
von a bzw. b, weil + unter dem Quadrieren gleich sind. Deshalb sagen wir,

z heifit grof§ oder klein, wenn |z| grof3 oder klein ist. (1.28)

Physiker miissen immer prézisieren: grof$ oder klein wogegen. Mathematisch sagen wir
|z| > 1 oder |z| < 1. Ubrigens, z* hiilfe - anders als im Reellen - nicht weiter, besteht es
doch wiederum aus einem Real- und einem Imaginirteil, z* = (a® — b*) +i(2ab). Nichts
also mit ordnen. Der Verlust der Ordnungsrelation fiir komplexe Zahlen rit zur Frage, was
es dann genau heiflen soll, alle Regeln sollen weiterhin gelten. Einerseits Beruhigung, bei
diesem einzigen Verlust bleibt es. Andererseits Prazisierung: Folgende Regeln sind es, die
gelten sollen:

Addition: Kommutativgesetz a + b = b + a,
Assoziativgesetz (a +b) +c=a+ (b +¢),
neutrales Element a + 0 = a existiert, genannt Null.
Subtraktion: Zu je zwei Zahlen a und b gibt es stets eine dritte Zahl ¢, sodass a+c¢ = b.
¢ heif3t Differenz von b und a und wird als b — a bezeichnet.
Multiplikation: =~ Kommutativgesetz ab = ba,
Assoziativgesetz (ab)c = a(bc),
neutrales Element 1a = a.
Additionund  Distributivgesetz (a + b)c = ac + bc.
Multiplikation:
Division: Zu je zwei Zahlen a # 0 und b gibt es stets eine dritte Zahl ¢, sodass
ac=b.
Es heif$t dann ¢ der Quotient von b und a und wird mit % (oder b : a)
bezeichnet.

Dieses sind die Axiome, die auch fiir komplexe Zahlen gelten sollen. Es fehlen, wie
gesagt, die Ordnungsrelationen. Nachgeholt werde, dass offenbar ib = bi ist, wegen des
Kommutativgesetzes.

Nachzuholen ist noch die Division. Wir fithren sie auf die reelle Division und die kom-
plexe Multiplikation zuriick, indem wir geeignet erweitern.

z z21z;  (ay+ib))(az +iby)  aya; — bib, . _axb; + a1by

= = (1.29)
z 27 a3 + b3 a3 + b3 aj+ b3

1.2.3 Die Polardarstellung

Potenzieren ist nun klar, z", n = 2,3, ... Natiirlich mdchten wir auch das Wurzelziehen, also
m 1 . .. . EX . e . .
/z oder z, erkliren kénnen, allgemeiner z . Dazu ist es zweckmifig, von der bisherigen
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sogenannten kartesischen Darstellung z = x + iy, mit x, y € R zu der polaren Darstellung
iiberzugehen. (Die Bezeichnung x, y statt a, b fiir den Realteil und den Imaginarteil ist dabei
natiirlich unerheblich, wenngleich gebrauchlich.)

Wir klammern zunichst den Betrag |z aus,

z:|z|(i+ié) : (1.30)

2]

Offensichtlich gilt -1 < |x7| <lund-1< % <1 sowie schliefSlich (ﬁ)z + (%)2 = % =1,
und das fiir jede Zahl z # 0. Man erkennt, dass man die beiden Briiche als den sin ¢ und
den cos ¢ eines geeigneten Winkels ¢ darstellen kann, die eben diese Beziehungen erfiillen,
|x;| = cos @, é:singo. (1.31)
Der Winkel ¢ heif3t das ,,Argument der komplexen Zahl z. Mit ¢ ist auch ¢ + 2w oder ¢ +
2mn mit positivem oder negativem ganzen n ein dquivalentes Argument. Um Eindeutigkeit
zu erreichen, definieren wir ¢ als ,,Hauptwert®, wenn —m < ¢ < +mn. Man berechnet das
Argument einer komplexen Zahl z = x +iy grundsitzlich aus ihrem Real- und Imaginérteil
mittels

% =tang oder ¢ = arctan% , proviso x>0. (1.32a)
Natiirlich kénnte man auch arcsin oder arccos berechnen, doch bediirfte es dann des Zwi-
schenschrittes iiber |z| = \/x2 + y2. Warum aber der Vorbehalt ,,grundsitzlich, warum das
proviso x > 02 Der Quotient Z, also tan ¢, hat nimlich die kiirzere Periode  statt 27. So
durchlduft ¢ die Werte von —mt/2 bis +7/2, wenn x > 0, aber —co < y < +0c0. Der Quotient
£ unterscheidet jedoch nicht zwischen x > 0, y < 0 gegeniiber x < 0, y > 0.

Deshalb definieren wir bei x < 0 die Zuordnung

gozn—arctanl, x<0.

x|

Dann ist ¢ in beiden Fillen (x > 0 und x < 0) fiir y — oo gleich 7. Wenn y gerade 0 ist,

wird ¢ = m. Geht y — —oo, wichst ¢ bis m - (—%) = 27, was wegen der 2t-Periodizitét mit
27— 27 = -2 identisch ist. Wiederum schliet ¢ stetig an. Um immer im Hauptwertbe-

reich —m < ¢ < +m zu bleiben, verwenden wir bei x < 0

q):n—arctanﬁ, y>0; (p:—n—arctanﬁ, y<0. (1.32b)

Durch (1.32a) und (1.32b) ist der Hauptwert des Argumentes einer jeden komplexen Zahl
eindeutig definiert.

Der Klammerfaktor in (1.30) schreibt sich nun als cos ¢ + isin ¢. Schon von Abraham

DE Mo1VRE (1730) und Leonhard EULER (1748) stammt die héchst bemerkenswerte, niitzli-

che Einsicht, dass diese komplexe Summe gerade die Exponentialfunktion mit imaginidrem
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Argument ergibt.
cos @ +ising = e'?,  Euler-Moivre-Formel (1.33)

Thre Giiltigkeit kann man sich z. B. durch Reihenentwicklung klarmachen.

i : 1-22 1-3 3
el‘”:1+1go+2—!1<p +=i'¢

RN D I o
3l +...= —Egt) +Z(p +...+1 9’—59’ +...) .

Man erkennt im ersten, reellen Teil die cos ¢-Reihe wieder und im Imaginirteil die sin ¢-
Reihe. Mittels Eulerformel (1.33) haben wir die sogenannte Polardarstellung erreicht:

z=x+iy = |z[e'? . (1.34)

Zusammengefasst gewinnt man sie aus gegebener kartesischer Darstellung z = x + iy so:

|z| = /22 +y2, @ = arctan(%) . (1.35a)

Das Symbol 2 verweist auf die Verfeinerungen: Es bedeutet ,,="fiir x > 0 sowie 7 — arctan ﬁ
fir x <0 und y > 0 bzw. —1 — arctan %, falls x <O und y < 0.
Umgekehrt gewinnt man bei gegebener Polardarstellung z = |z|e? daraus die kartesische
Darstellung zurtick,
x =|z|cosg, y=lz|sing. (1.35b)

Nunmehr im Besitz der Polardarstellung scheinen Potenzieren und Wurzelziehen Kin-
derspielereien zu sein. Potenzieren:

2" = |g|"e!"? . (1.36)

Bei den entsprechenden Wurzeln {/z = Z = |z| weln fehlt aber offenbar noch etwas.

Wir wissen z. B., dass es zwei Quadratwurzeln gibt, +1/z. Wir haben aber bisher nur
eine, namlich +|z|e'?. Die andere hitte zusitzlich den Faktor 1 = cos180° + isin180° =
¢l 189” = ¢i™ Die beiden Wurzeln sind also +\/Hei(‘/’+k2”)/2 mitk =0 und k = 1.

Ohne die Wurzel zu ziehen, wéren die ¢+k27 zu ¢ dquivalent. Infolge des Wurzelziehens
gerit aber noch ein vorher dquivalentes Argument in den fundamentalen Winkelbereich
[0, 21t] bzw. Hauptwertbereich [, +7], ndmlich ¢/2+7. Bei hoheren Wurzeln m geschieht
das wegen der Division durch m fiir noch mehr k-aquivalente Argumente ¢:

r\n/g _ |Z|#ei(qz+k2n)/m _ |Z|#ei(%+£2n) ) (1.37)
Fir k =0,1,..., m—1liegt der Winkelzusatz zwischen 0 und 27, also im unterscheidbaren

Bereich. Es gibt folglich m verschiedene m-te Wurzeln! Insbesondere bei m = 2 gibt es also
ZWel.

Mit dieser vollstindigen Anzahl von m-ten Wurzeln kann man auch den Fundamental-
satz der Algebra wieder erkennen. Die Potenzgleichung z™ = a hat im Komplexen genau m
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Losungen, nidmlich die m Wurzeln ¥/a. Man beginnt die Geschlossenheit und wunderbare
Asthetik der Mathematik mit komplexen Zahlen zu verstehen.

Ubrigens, die m komplexen Wurzeln von 1 lauten {/1 = e, ko= 0,1,...,m— L.
Insbesondere /1 ist 1 und —1.

1.2.4 Beispiele zur libenden Erlauterung

Seien komplexe Zahlen z;, = 4 + 3i, z; = 4 - 3i, z; = 1 — i, z4 = 5¢*7!, z5 = e*! gegeben.

Wir bestimmen |zy| = (4% +32)7 =, /25 = 5, |z5] = 5, |23 =, V2 = 1,414... Die
Argumente lauten ¢; = arctan% = 0,6435 = 0,20487 = 36,86°. Sodann ist ¢, = —¢;, aus
(1.32) oder (1.35a). ¢3 = —m — arctan _Tl =-m+arctanl=-m+ 7§ = —%T[ =-2,356.

Die kartesischen Darstellungen von z4 und zs sind mit x4 = 5-cos 0,5 = 5-0,8776 = 4,388
und y4 =5-sin 0,5 =5-0,4794 = 2,397, also z4 = 4,388 + 2,397i. Entsprechend x5 = cos 2 =
-0,4161 und ys = sin2 = 0,9093, somit z5 = —0,4161 + 0,9093i.

Es ergab sich die Notwendigkeit, den Winkel ¢ vom Grad-Maf3 in das Bogen-Maf} um-
zurechnen und umgekehrt. Dazu vergleicht man, dass ein voller Kreisumlauf einerseits
360° ist und dabei andererseits der Bogen s = 2nr zuriickgelegt wird, was dem Bogen-
Maf3 des Winkels von ¢ = 3 = 27 entspricht. Somit gilt die Entsprechung 180° = . Die
Umrechnung vom Grad-Maf} ¢° in das Bogen-Maf3 ¢ lautet somit

o

¢
= . 1.38
? 71800 " (1382
Die Umrechnung vom Bogen-Maf3 ¢ ins Grad-Maf3 ¢° lautet
o> =Y 180° . (1.38b)
m

Moderne Taschenrechner liefern das heute gratis. Beispielsweise sind 45° = T = 0,785...
oder & =4,712...2270°.

Es ist zur Selbstkontrolle niitzlich, die komplexen Zahlen z4 und z5 aus der kartesischen
Darstellung wieder zuriick in die Polardarstellung zu fithren. Dann muss die vorgegebene
Ausgangsform wieder erreicht werden, sonst hat man sich verhauen! \/4,3882% + 2,39722 =
5,00 in Genauigkeit von vier Stellen hinter dem Komma, usw. Ausfiihrlicher nur noch
@s: Weil x5 < O und ys > 0, gilt ¢ = m — arctan (())’,232? = m - 1,1416 = 2 in vierstelliger
Genauigkeit.

Uben wir jetzt zu addieren und zu subtrahieren. z; + z; = 8, 21 — z; = 6i, z; + 23 = 3 — 4i,
zZ1 — z3 = 5+ 4i usw. Um z4 und z5 zu addieren, geht man am besten tiber die kartesische
Darstellung: z4 + z5 = 3,972 + 3,306i. (Aufgepasst, x4 + x5 = 4,388 + (-0,4161) = 3,972!).

Multiplizieren: z;-z; = (16+9) +i(12—12) = 25; muss auch deshalb so sein, weil z; = z;,
also 21z, = |z1|* = 5%z, 23 = (-4 -3) +i(3-4) = -7 - i.

Schlieflich noch dividieren: z1/z; = 212} /|z2|* = z121/|22/*, weil in diesem Falle z5 = z
ist, zufillig. Deshalb weiter mit z7 = 4% +2-4-3i+ (3i)> = 16 — 9 + 24i = 7 + 24i. Zu
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teilen ist dann noch durch |z,|* = 25, somit z1/z; = % + i3 = 0,28 + 0,96i. Das kann
man in der Polardarstellung priifen. z,/z, = 5¢!?/5¢!? = el%171%2 = €291 weil in die-
sem speziellen Fall ¢, = —¢; ist. Aus €2 = ¢7>72" erhilt man die kartesische Form
cos(73,72°) +1sin(73,72°) = 0,28 + 10,96, wie es sich gehért.

Noch zZ = (-1 -1i)? = (1+1i)? = 1+ 2i +i* = 2i, rein imaginir. Man hitte auch in
Polardarstellung rechnen kénnen:

2 2 ) 3 3
2= (\/ie‘%’“) =V2eiM=2. (cos(—zn) +isin (—En)) =2-(0+1)=2i.
Und wie wire es mit Wurzelziehen?
L .
/75 = ()" =¢' = cosl+isinl=0,54+0,8li.

Oder:
73 = |37 =, \/ /26 F T = 1,189e 75 = 0,455 —i-1,098 ,

weil 3 3
cos (—gn) = c0s67,5° = 0,383 und sin (_En) = —sin67,5° = -0,924 .

Selbstverstiandlich ist auch das (-1)fache, also —0,455 + i1,098 = 1,189¢ ¥ eine Wurzel von
z3; quadrieren Sie auch zur Probe.

1.2.5 Die komplexe Zahlenebene

Der schon Kundige mag die graphische Darstellung der komplexen Zahlen vermissen. Sie
ist sehr niitzlich und man braucht sie oft, um sich etwas klar zu machen, allein rechnen
muss man nach den vorher betrachteten Regeln.

Reelle Zahlen trigt man auf der Zahlengeraden von —oo bis +0o auf. Gauss fithrte 1831
tiir die komplexen Zahlen die Zahlenebene ein, in der die Zahlengerade fiir den Realteil die
Abszisse ist und die Zahlengerade fiir den Imaginirteil die Ordinate, s. Abb. 1.4a.

Jeder komplexen Zahl z = x + iy entspricht ein Punkt mit den Koordinaten x und y.
Die Lange der Verbindungslinie vom Koordinatenursprung 0 zum Punkt z ist der absolute
Betrag |z|. Der Winkel ¢, das Argument von z, lasst sich als Winkel dieser Verbindungslinie
zur Abszisse ablesen.

Wegen der Ahnlichkeit mit einem Ortsvektor wird die Verbindungslinie oft mit einem
Pfeil versehen. Addieren heif$t dann einfach, den einen Pfeil z; an den anderen z, zu setzen.
Nichts anderes tut man, wenn man die Abszissen = Realteile, also x; + x, addiert sowie die
Ordinaten = Imagindrteile, also y; + y, ebenfalls. Beim Subtrahieren setzt man nicht Ende
auf Spitze, sondern Spitze auf Spitze. Ansonsten parallel-verschiebt man beim Addieren
und Subtrahieren die Pfeile jeweils nur, siehe Abb. 1.4b.

Multiplikation von komplexen Zahlen z; = |z;[e' und z, = |z,]e'?* heifdt, eine neue
komplexe Zahl z = |z|z,|e!(#1*2) zu berechnen. Thr absoluter Betrag |z| lautet |z ||z,; er ist
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a Ordinate, y b
41
2(=2) Z,+2,
g 7
2 r 22 /
Z
. . 0 . .
—I4 —I2 i éll Abszisse, x
Z3
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. /
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Abb.1.4 Zur komplexen Zahlenebene a. Dargestellt sind die Zahlen z = z1 =4 +3i, 2z, = z{ =4-3i
und z3 = -1 — i. b Graphische Addition und Subtraktion komplexer Zahlen

also gestreckt (oder gestaucht, je nach |z,| > 1 oder |z;| < 1) gegeniiber |z|. Thr Argument
ist ¢ = @1 + ¢,. Multiplikation und entsprechend Division sind folglich Drehstreckungen.

Analoges gilt fiir Potenzieren oder Wurzelziehen. So ist z. B. {/z diejenige Zahl w, deren
Betrag |w| = {/|z| die m-te Wurzel aus |z| ist und deren Argument ¢,, = ¢./m + 2nk/m
der m-te Teil des Argumentes von z plus 2nk/m ist. Wiederum hat man Drehstreckungen.

Der Ubergang von z zur konjugiert komplexen Zahl z* bedeutet iibrigens, den z-Pfeil
an der Abszisse zu spiegeln. Man kann das in Abb. 1.4a sehen, weil z; = 2 ist.

Der Umgang mit komplexen Zahlen ist physikalischer Alltag. Er ist ebenso einfach wie
der mit den reellen Zahlen, die ja als Teilmenge aufgefasst werden konnen, R € C. Die Ma-
thematik kennt heute auch andere Axiomensysteme fiir die komplexen Zahlen, z. B. durch
Darstellung mittels geordneter Paare: C := {(a, b)|a, b € R}. Addition wird definiert durch
(a,b) + (¢c,d) == (a+c,b+d), Multiplikation durch (a,b)(c,d) := (ac — bd, ad + bc).
Spezielle Zahlen sind (0, 1), genannt i, (a, 0), genannt a oder Realteil sowie (0, b), genannt
b oder Imaginirteil. Somit erhélt man die eindeutige Zerlegung (a,b) = (a,0) +i(0,b) =
a + ib. Offenbar gilt (0,1)(0,1) = (-1,0) 2 1. Kennen wir nun schon alles.

Wichtiger ist es, zu neuen ,Zahlen® zu gelangen, indem man bisher axiomatisch fest-
gelegte und verwendete Rechenregeln dndert. So kann man z. B. das multiplikative Kom-
mutativgesetz ab = ba bzw. ab — ba = 0 aufgeben und durch das antikommutative Gesetz
ab + ba = 0 ersetzen. Die Konsequenzen sind dramatisch. Fiir solche ,,Zahlen® gilt z. B.
a* = 0, e* = 1+ a usw. Sie werden aber in der modernen Physik vielfach angewendet
(Grafimann-Zahlen).

Eine andere Erweiterung sind die Quaternionen (Cliffordalgebra, Diracsche Spinoren),
die in der modernen Physik wichtig sind, um den Spin von Elementarteilchen zu beschrei-
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ben. Das gehort aber wohl nicht mehr in eine Einfithrung. Man lernt es, wenn man damit
zu tun hat.

1.2.6 Ubungen zum Selbsttest: komplexe Zahlen

1. Bestimmen Sie [i|, [1 + |, [1 — i, [i|".

. Priifen Sie |z, + 22| < |z1|+ |22, die sogenannte Dreiecksungleichung, mit den komplexen
Zahlen i, 1+1i,

. Berechnen Sle £ und “ZZJ‘

. Wie lauten die Polardarstellungen von i, -1, —i,1+1i?

\S}

. Bestimmen Sie %, auch in Polardarstellung.

. Wie lautet die zu ”‘ - konjugiert komplexe Zahl?

. Was ist falsch an folgender Beweisfiihrung fiir die (offensichtlich unwahre) Behauptung
1=-12 Sielautet so: 1= /1= /(-1)(-1) =v/-1-/-1=i-i=i% = 1.
8. V/i = 2 (Polar- und kartesische Darstellung.) Was findet man fiir n - co? Was fiir Vi,

also n =2?

9.Seiz; =—-5-3i,z, =1+1. Wielauten z; + 25, 21 — 22, 21 - 22, 21 : 22°

10.z= -2 - %i liegt im dritten Quadranten. Wie lautet z in Polardarstellung? Machen Sie

5
mit dem Ergebnis die Probe, ob Sie die kartesische Form wiedergewinnen.

NN ok W



Vektoren

Wir wollen uns zuerst dem Begriff des Vektors, den Eigenschaften von Vektoren sowie
dem praktischen Umgang mit ihnen zuwenden. Dabei werden wir wiederholt von einer
physikalischen Motivation ausgehen, dann aber zu mathematisch einwandfreier Definition
bzw. sauberer Formulierung von Aussagen vordringen. Haufige konkrete Anwendungen
und Beispiele sollen das Erlernen des fir alle spateren Physik- (und manchmal auch
Mathematik-) Vorlesungen so niitzlichen Stoffes erleichtern. Der erste Abschnitt beschaf-
tigt sich mit dem algebraischen Umgang mit Vektoren.

2.1 Definition von Vektoren

Um zu erkennen, was man unter dem Begriff ,Vektor versteht und warum man ihn iiber-
haupt einfiihrt, wollen wir ihn abgrenzen gegen andere physikalische Gré8en sowie ihn in
eine Systematik einbetten. Motiviert durch physikalische Aufgabenstellungen unterschei-
den wir zwischen Groflen verschiedener Qualitit: Skalare, Vektoren, Tensoren. Welches die
unterscheidende Qualitat ist, soll hier in Abschn. 2.1 entwickelt werden.

2.1.1 Skalare

Viele physikalische Groflen lassen sich durch Angabe einer einzigen Zahl zusammen mit
der jeweiligen Mafleinheit ausreichend kennzeichnen. Beispiele sind etwa: die Zahl der Teil-
chen in einem Stiick Materie, die Masse eines Teilchens, die Temperatur, die Spannung (bzw.
das Potenzial), die Stromstérke in einem Draht, die Zeitdauer eines Vorgangs, die Entfer-
nung zwischen zwei Ereignissen usw.

Im Rahmen dieser mehr auf mathematische Sachverhalte ausgerichteten Vorlesung
wollen wir i. Allg. die Mafeinheiten fiir geeignet gewahlt halten und sie nicht explizit er-

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_2, 33
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012



34 2 Vektoren

wihnen. Deshalb beziehen wir die jeweils interessierenden GrofSen auf eine Mafleinheit
und symbolisieren das Verhéltnis Grofie/[Mafieinheit] durch x, a, ¢, . .. Dies sind folglich
reine Zahlenangaben, mdgen aber zur Vereinfachung ebenfalls ,,physikalische Grofien® ge-
nannt werden.

Da wir sogleich physikalische Grofien kennenlernen werden, die nicht durch eine ein-
zige Zahl zu beschreiben sind, lohnt es sich, die soeben betrachteten Fille mit einem
gemeinsamen Namen zu belegen.

» Vorldufige Definition Skalare sind Groflen, die durch Angabe einer einzigen Zahl zu
kennzeichnen sind.

2.1.2 Vektoren

2.1.2.1 Vorlaufiges

Wir begegnen Fragestellungen, bei denen eine einzige Zahl zur Beschreibung nicht ge-
niigt. Ein Musterbeispiel ist etwa die Aufforderung: Verschieben Sie dieses Buch um 20 cm.
Offenbar weify man dann noch nicht, wo es hinkommt oder hinsoll. Dazu bedarf es offen-
sichtlich noch einer weiteren Angabe, etwa der Richtung (auf dem Tisch oder im Raum)
der Verschiebung.

Analoge Groflen wie 1. eine Verschiebung im Raum sind offenbar 2. Geschwindigkeiten,
3. Krifte, 4. elektrische oder magnetische Feldstirken usw. Man versteht dies, wenn man an
den jeweiligen Zusammenhang mit der zuerst genannten Grofie ,,Verschiebung® denkt. So
ist etwa die Geschwindigkeit eine Angabe iiber die Verschiebung in einer gewissen Zeit
oder die Kraft die Ursache fiir eine Verschiebung, usw.

Aufler der Quantititsangabe (Ausmaf$ der Verschiebung, Starke der Kraft usw.) bedarf
es noch einer Richtungsangabe. Um sie zu machen, braucht man offensichtlich ein Hilfs-
mittel, das auflerhalb der gerade betrachteten physikalischen Erscheinung liegt, ndmlich
Bezugsgeraden. Relativ zu ihnen kann man im uns geldufigen dreidimensionalen Raum ei-
ne Richtung durch genau zwei Winkel festlegen.

Das kann man verschieden machen und deshalb verschieden einsehen; etwa durch An-
gabe eines Winkels in einer Bezugsebene sowie eines Hohenwinkels. Man denke daran, wie
man durch Angabe von Linge und Breite auf der Erdkugel jede Richtung vom Erdmittel-
punkt aus beschreiben kann.

Bei den jetzt besprochenen physikalischen Groflen ist also folgender Unterschied zu
Skalaren erkennbar:

1. Sie sind durch drei Zahlenangaben statt nur durch eine zu charakterisieren.
2. Es bedarf der Angabe von Bezugsgeraden, um die Zahlenangaben machen zu kénnen.
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Abb. 2.1 Vektoren, reprisentiert durch Pfeile
im Raum

\ _

Offenbar liegt in der Auswahl der Bezugsgeraden, genannt ,,Bezugssystem, einige Will-
kiir. Diese betrifft nicht die Verschiebung selbst, wohl aber 2 der 3 Zahlen, mit der wir sie
quantitativ beschreiben. Je nach Wahl des Bezugssystems werden sich verschiedene Winkel
fiir ein- und dieselbe Verschiebung ergeben. Diese leider nicht vermeidbare Verschieden-
heit der Zahlenangaben trotz gleicher Verschiebung, Geschwindigkeit, Kraft, ... macht uns
bei der Definition eines gemeinsamen Oberbegrifs fiir die diskutierten physikalischen Gré-
Ben etwas Umstinde. Wir formulieren deshalb folgende vorldufige Definition.

» Vorldufige Definition Vektoren sind Grofien, die einen Betrag und eine Richtung haben.
Graphisch reprisentieren wir Vektoren durch Pfeile (Abb. 2.1), deren Lange den Betrag (die
Quantitit) und deren Lage samt Pfeilspitze die Richtung des jeweiligen Vektors angeben.
Zahlenmiflig beschreiben wir Vektoren durch Zahlentripel; diese hingen von der Wahl des
Bezugssystems ab.

2.1.2.2 Bezugssysteme

Um Richtungen im Raum zu beschreiben, mussten wir Bezugsgeraden einfithren. Wir ver-
abreden jetzt, wie man das zweckmaf3ig machen wird. Man wihle sich zuerst eine beliebige
Gerade. Eine weitere Gerade mdége, im Prinzip beliebig, hinzukommen. Doch wollen wir
sie so wiahlen, dass sie die erste Gerade 1. schneidet sowie 2. sogar rechtwinklig schneidet.
Damit ist eine Ebene gekennzeichnet. Da wir auch Richtungen auferhalb dieser Ebene be-
schreiben wollen, ist es zweckmiflig, eine weitere Gerade im Raum einzufiihren. Sie darf
nicht in der soeben gewiéhlten Ebene liegen, denn dann ermoglicht sie als Bezugsgerade
nicht die erwiinschte Erschlieffung der dritten Dimension. Sie soll aber zweckmafligerwei-
se auch nicht zu schief zu den beiden ersten Bezugsgeraden sein, sondern eine mdoglichst
iibersichtliche und bequeme Nutzung des Bezugssystems gestatten. Deshalb fithren wir sie
auch noch 1. durch den schon vorhandenen Schnittpunkt sowie 2. rechtwinklig zu beiden
anderen Geraden.

Unser Bezugssystem ist nunmehr ein 6strahliger ,,Stern®. Da wir ihn zum Messen be-
nutzen wollen, bringen wir auf den Bezugsgeraden noch Mafizahlen an. Zweckmaf3ig ist es
offenbar, den Nullpunkt der Mafleinteilung auf jeder der 3 Geraden in den gemeinsamen
Schnittpunkt zu legen. Eine Richtung auf der ersten Geraden wahlen wir willkiirlich als po-
sitiv; eine Richtung auf der zweiten Geraden ebenfalls. Auf der dritten Geraden bleibt nur
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Abb.2.2 Rechtssystem: Dreht man mit der rechten Hand 3
die 1-Achse in die 2-Achse wie eine Rechtsschraube, so

schreitet man in 3-Richtung fort. Analog: 2-Achse in 3-Achse +
drehen zeigt in 1-Richtung usw. Eine gleichwertige Beschrei-
bung ist: Man erhélt ein Rechtssystem, wenn man (in dieser
Reihenfolge) Daumen, Zeigefinger und Mittelfinger der
rechten Hand rechtwinklig spreizt, wobei Daumen und Zei-
gefinger in der Handebene bleiben sollen

noch die Auswahl zwischen zwei Moglichkeiten. Wir wéhlen das sog. Rechtssystem, siehe
Abb. 2.2. (Ubung: Man zeichne ein Linkssystem.)

Blicken wir auf die Konstruktion unseres Standard-Bezugssystems zuriick, so erkennen
wir, dass trotz Festlegung vieler Einzelheiten noch zwei Eigenschaften willkiirlich bleiben:

1. Die Lage des gemeinsamen Schnittpunktes 0 der Bezugsgeraden.
2. Die Stellung des Bezugssystems als ,,Dreibein“ im Raum.

Wir erkennen aber, dass es offensichtlich eines weiteren Bezugssystems bediirfte, um
diese Willkiir zu beseitigen. Dieses aber hitte wiederum dieselben Freiheiten! Daher schlie-
Ben wir, dass die Bezugssysteme prinzipiell beztiglich 1. Translation sowie 2. Rotation
~freiziigig sein miissen. Die ,Wahl“ eines Bezugssystems soll im Folgenden stets bedeu-
ten: Wahl eines bestimmten Anfangspunktes 0 sowie einer bestimmten Lage der Achsen
des Rechtssystems im Raum der uns umgebenden physikalischen Korper.

Eine Voraussetzung ging in unsere Konstruktion freilich ein: Es sei iiberhaupt moglich,
3 Geraden in ihrem gemeinsamen Schnittpunkt jeweils aufeinander senkrecht zu machen.
Erfahrungsgemaf3 scheint das in dem uns vorgegebenen physikalischen Raum méglich zu
sein.

2.1.2.3 Komponenten

Nunmehr im Besitz eines gewiahlten Bezugssystems, konnen wir die Richtungen eines in-
teressierenden Vektors charakterisieren wie vorher beschrieben: Lange des Pfeiles direkt
ausmessen und 2 Winkel relativ zu den Bezugsgeraden angeben. Dies fixiert die Lage bis
auf eine Zweideutigkeit.

Wir kdnnen einen Vektor aber auch anders zahlenmaf3ig erfassen, ndmlich so: Zunéchst
wihlen wir das Koordinatensystem so, dass der Anfangspunkt 0 mit dem Anfangspunkt der
Verschiebung iibereinstimmt, die der Vektor reprasentiert, sieche Abb. 2.3.

Dann gehe man vom Endpunkt der Verschiebung P parallel zur 3-Richtung bis in die
1-2-Ebene. |x;3| bezeichne die dazu nétige Weglange. Vom Auftreffpunkt innerhalb der 1-
2-Ebene gehe man parallel zur 2-Achse bis zur 1-Achse. |x,| sei die hierzu notige Weglinge.
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Abb. 2.3 Darstellung eines Vektors durch ein Zahlentripel 3
von ,,Komponenten*

Vektor v 2

Schliefillich gehe man noch vom Auftreffpunkt auf die 1-Achse bis zum Anfangspunkt 0 der
Verschiebung, wozu die Linge |x;| notig sei.

Damit ist neben der eigentlichen Verschiebung OP ein zweiter Weg von 0 nach P de-
finiert worden, indem man ndmlich entlang des soeben konstruierten 3teiligen Weges
riickwirts lduft, d. h. von 0 bis P. Die drei Zahlen |x;| sind - sofern die Konstruktion von
Parallelen iiberhaupt moglich ist - offenbar eindeutig, ndmlich durch direkte Konstrukti-
on, bestimmt. Verabreden wir noch, x; = +|x;| oder x; = —|x;| zu setzen, je nachdem, ob
man in positiver oder negativer i-Richtung zu gehen hat um von 0 nach P zu gelangen, so
folgern wir:

Jeder Vektor lasst sich eindeutig kennzeichnen durch ein Zahlentripel (x1, x2, x3), ge-
nannt seine drei Komponenten.

Bemerkungen

1. Man kann offenbar die Komponenten x; auch in anderer Reihenfolge zu gewinnen
trachten, indem man von P etwa zuerst parallel zur 2-Achse in die 1-3-Ebene lauft, usw.
Durch Parallelverschiebungen ldsst sich klarmachen, dass man dann dasselbe Zahlen-
tripel x; findet.

2. Wir fassen das Zahlentripel als geordnetes Tripel auf, d.h. x; bezieht sich in der Rei-
henfolge i = 1,2, 3 stets auf die — bei einmal gewahltem Bezugssystem wohldefinierte -
i-Achse.

3. Die Zahl 3 der Komponenten spiegelt offenbar die drei Dimensionen wider, die unser
physikalischer Raum hat. Vektoren in einer Ebene wiirde man durch geordnete Paare
(x1, x2) beschreiben. In der Physik spielen auch héherdimensionale Raume eine Rolle,
in denen man folglich Vektoren durch n-Tupel (x1, x2, . .., x,,) kennzeichnen wiirde. Es
tritt sogar der Fall auf, bei dem # unendlich ist; dieser Raum heif8t Hilbertraum und
spielt z. B. in der Quantenmechanik eine fundamentale Rolle.

4. Die Komponentenkonstruktion eines Vektors der Verschiebung OP haben wir als mog-
lich hingestellt und nicht weiter hinterfragt. Diese Mdglichkeit enthilt ohne Zweifel eine
gewisse Aussage Giber die Struktur des physikalischen Raumes. Sie hat sich bewahrt.
Mancher mochte jedoch eine solche Aussage vermeiden, damit eine mathematische
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Abb. 2.4 Zwei ebene Koordinatensysteme 2
K und K’, gegeneinander gedreht. Ein und
dieselbe Punktverschiebung P wird in K %2
durch (x1, x2) sowie in K’ durch (x1, x5) AN
analytisch dargestellt N P P
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Disziplin nicht an physikalische - und daher im Prinzip verdnderliche — Erkenntnis-
se gekniipft ist. Er wird bevorzugen, Vektoren ohne Bezug auf rdumliche Bezugssysteme
einfach ad hoc als n-Tupel zu definieren, zusammen mit einigen Rechenregeln. Wir wol-
len das spiter auch noch tun, siehe Abschn. 2.3.4.

Da fiir Anwendungen in der Physik aber schliellich doch die Ubereinstimmung allge-

meiner mathematischer Strukturen mit gewissen Naturerkenntnissen nétig ist, wollen wir
die Einfithrung in die Vektorrechnung sogleich an diesen Naturerkenntnissen orientieren.
Wem dies nicht ,,schmeckt®, der kann die folgenden Abschnitte als heuristische Einleitung
ansehen, die algebraische Definition in Abschn. 2.3.4 als Ausgangspunkt wihlen und alles

Weitere darauf stiitzen.

2.1.2.4 Koordinatentransformationen
Wir kommen zuriick auf die Willkiir bei der Wahl von Koordinatensystemen. Wie wirkt sie
sich aus auf die analytische, d. h. zahlenmiflige Beschreibung von Vektoren durch n-Tupel?

1. Verschiebungen des 0-Punktes wirken sich offenbar gar nicht aus, wenn wir die x; als

Weglingen betrachten, die ebenso wie die gesamte Verschiebung OP nur den Unter-
schied der Maf3zahlen zwischen Anfangs- und Endpunkt des Weges darstellen sollen.
Umgekehrt heifdt das: Wahlt man einmal ein festes Bezugssystem, so sind die Vektorpfei-
le, die die Punktverschiebungen représentieren, als frei im Raum parallel-verschiebbar
anzusehen. In diesem Sinne soll der ,Vektor“ also eine Aquivalenzklasse aller gleich lan-
gen und gleich gerichteten Verschiebungen sein.

. Drehungen des Koordinatensystems wirken sich auf die Komponentendarstellung
(x1, x2, x3) drastisch aus, wie uns Abb. 2.4 lehrt.

Natiirlich kann man den Zusammenhang zwischen dem Tripel (xi, X2, x3) in einem

System K sowie dem Tripel (x{, x5, x3) fiir dieselbe Verschiebung in einem gedrehten Be-
zugssystem K’ ausrechnen. Dies ist leicht, und wir werden es spiter auch tun, (siehe
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Abschn. 2.4), sofern man z. B. die Drehwinkel von K’ relativ zu K angibt. Hier geniige
zunichst die Aussage, dass fir jede Punktverschiebung ein umkehrbar eindeutiger Zusam-
menhang zwischen der Komponentendarstellung (x;) im System K und derjenigen (x!) im
System K’ besteht. Wir nennen den Zusammenhang die Koordinatentransformation.

(x}) = D (x;) bzw.  (x;) = D (x)) . (2.1)

Diese symbolischen Formeln werden genau dargestellt in Abschn. 2.4.2. Sie sagen uns, wie
sich das eine Verschiebung reprasentierende Tripel bei Rotation des Koordinatensystems
zahlenmdfSig verandert. Verschiedene Drehungen werden offenbar durch verschiedene D
gekennzeichnet. Drehungen D haben offenbar die Eigenschaft Di)x = Dgks, wie man
durch Vergleich der zweiten Formel in (2.1) mit der ersten erkennt, wenn man in dieser
die ungestrichenen mit den gestrichenen Symbolen formal vertauscht.

Da nun die Wahl eines Koordinatensystems K zum Zwecke der Beschreibung einer
Punktverschiebung diese als solche nicht beeinflusst — ebensowenig wie die physikali-
schen Groflen ,Geschwindigkeit®, , Kraft“ usw. — werden wir die verschiedenen Tripel
(xi), (x),... bei gedrehten Systemen K, K’,... als Reprisentanten bzw. Realisierungen
desselben Objektes ansehen, ndmlich der Verschiebung, der Geschwindigkeit, der Kraft, ...

2.1.2.5 Vektordefinition
Nunmehr kénnen wir eine brauchbare Kennzeichnung des Begriffes Vektor formulieren:

» Definition Vektoren sind Zahlentripel (allgemeiner: n-Tupel), die sich auf ein Koordi-
natensystem beziehen und sich bei Koordinatentransformationen wie die Komponenten
einer gerichteten Strecke AB transformieren. Man reprasentiert sie graphisch durch frei
parallel-verschiebbare Pfeile ,von A nach B*.

Indem also ein Vektor alle die durch Drehungen D miteinander verbundenen
analytischen Darstellungen (x;), (x}),... zugleich symbolisiert und den Koordinaten-
Anfangspunkt infolge freier Verschiebbarkeit iiberhaupt nicht enthilt, ist er in diesem

Sinne ,unabhingig“ von der Wahl des Koordinatensystems. Das Vektorsymbol AB steht
»iber der Komponentendarstellung und fasst die je nach K verschiedenen Tripel von
Zahlen zusammen. Vektoren sind somit Zahlentripel- Aquivalenzklassen.

Wegen eben dieser Unabhingigkeit vom Koordinatensystem braucht man bei Trans-
lationen oder Rotationen das Vektorsymbol nicht zu wechseln. Vektorgleichungen sind
»invariant“ gegeniiber den genannten Koordinatentransformationen. Insbesondere deshalb
sind Vektoren in der Physik so niitzlich.

Merke

Nicht jedes Zahlentripel stellt etwa auch einen Vektor dar! Die Zeitangaben (t1, t2, t3) fiir die Abfahrt
eines Eilzuges von A-Stadt nach B-Dorf sind z. B. sicher nicht als Vektorkomponenten anzusehen, da
sie vollig unabhingig sind von jeglichem raumlichen Bezugssystem.
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Merke ferner

Wir haben die Eigenschaften von Vektoren angebunden an diejenigen von Punktverschiebungen mit
willkiirlich verschiebbarem Anfangspunkt. Daher werden wir auch in den folgenden Paragraphen
die Rechenregeln an die Punktverschiebungen anbinden. Sie gelten dann fiir Vektoren allgemein.
Schreibt man sie in einem willkiirlich gewéhlten, dann aber festgehaltenen Bezugssystem K in Kom-
ponentenform analytisch auf, so gewinnt man zunichst eine Anzahl von Grundregeln. Will man
sich 16sen von der anschaulichen Realisierung von Vektoren als Punktverschiebungen, so kann man
natiirlich diese Grundregeln als axiomatische Forderungen fiir den Umgang mit den #n-Tupeln (x;)
hinstellen und damit eine algebraische Definition des Vektorbegriffes geben. Wie schon erwihnt,
soll das in Abschn. 2.3.4 geschehen, wo Vektoren als Elemente von unitiren K-Modulen betrachtet
werden.

Bevorzugt man die Definition des Vektors als Element eines unitiren K-Moduls, so muss man
umgekehrt dann Naturerkenntnis einbringen, wenn man einsehen will, dass z. B. Punktverschiebun-
gen, Krifte usw. gerade die Eigenschaften haben wie die Elemente von K-Modulen. Nur so wird die
Vektorrechnung physikalisch relevant.

» Definition der Bezeichnung von Vektoren Wir symbolisieren Vektoren durch Buch-
staben mit einem Pfeil dariiber. Beispiele sind 7,d,E,K,... mit den jeweiligen
Komponenten-Darstellungen (x;), (a;), (E;), (K;),.... i lauft im 3-dimensionalen phy-
sikalischen Raum von 1 bis 3. Manchmal bezeichnen wir auch die 1-Achse als x-Achse,
die 2-Achse als y-Achse und die 3-Achse als z-Achse. Es sind 7 = (x1,x2,%3) = (x,y,2) £
(7x, 1y, 1r) gebrauchliche Bezeichnungen.

Schreibt man Vektoren mit der Hand, ist es sehr bequem, einen Halbpfeil iiber den Buch-

staben zu setzen, z.B. 7, a, E usw.

Die Menge {11, 72,75, 74,...} aller Vektoren als Reprisentanten aller Punktverschie-
bungen nennen wir ,,Vektorraum®. Bildlich gesprochen ist er ein Haufen von Stecknadeln
verschiedenster Linge und Richtung. Wahlt man ein festes Koordinatensystem, so sind al-
le moglichen Punktverschiebungen offenbar erreicht, wenn man speziell von 0 zu jedem
Punkt P eine Verschiebung denkt. In diesem Sinne ist der Vektorraum isomorph' zu dem

3-dimensionalen Raum (allgemeiner: dem R"). Die Punktverschiebungen OP heifien auch

« =

»Ortsvektoren® 7.

Aufgabe
Man zeichne die Vektoren 7 = (2,1,4),E = (1,-1,0), d = (0,7;1,2; -0,6).

! Isomorph bedeutet struktur-gleich. Raume nennt man dann isomorph, wenn ihre Elemente ein-
eindeutig aufeinander abzubilden sind, wobei auch die Rechenregeln zwischen den Bildelementen
gleich denen zwischen den Urelementen sein sollen.
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Abb. 2.5 Drehung oder Verzerrung eines festen
Korpers unter dem Einfluss dufSerer Krifte

2.1.3 Tensoren

Wir haben Skalare und Vektoren betrachtet. In der Physik treten aber noch weitere Gréfien
auf, die etwas komplexerer Art sind. Wiederum machen wir uns das an einem physikali-
schen Beispiel klar.

Wir betrachten einen festen Korper. Auf ihn mogen von auflen Krifte einwirken. Was
bewirken sie?

1. Im einfachsten Fall verschieben sie den Korper. Wir kennen solche Verschiebungen
schon und wissen, dass man sie durch einen Verschiebungsvektor g zu beschreiben hat.
Jeder Punkt im Korper wird um d verschoben.

Wir lernen somit nichts Neues, wenn wir reine Verschiebungen betrachten. Daher
denken wir sie uns dadurch verhindert, dass wir den Korper an einer Stelle einfach fest-
machen. Diese Stelle heifle Py. Was bewirken duflere Krifte nun?

2. Falls die Krifte im Vergleich zur inneren Festigkeit des Korpers klein sind, beobachten
wir hochstens eine Drehung des Korpers. Die Achse der Drehung muss offensichtlich
durch den festgehaltenen Punkt Py gehen. Alle Punkte P, die nicht auf der Achse liegen,
verdndern ihre Lage je nach Abstand von ihr, z. B. P nach P’ gemaf3 Abb. 2.5.

Um die Wirkung der dufleren Krifte zu beschreiben, bedienen wir uns des soeben
gelernten Hilfsmittels: Wir kennzeichnen jeden Punkt P vor der Drehung durch den
Vektor, der von Py zu P fiihrt, genannt 7. Durch die Drehung gehe P in P’ iiber, darge-
stellt durch den Verschiebungsvektor .

Natiirlich hangen Ausmafl und Richtung der Verschiebung £ von der Stelle P, d.h.
von 7 ab. Wir schreiben & (7). Eine Eigenschaft dieser Abhingigkeit erkennen wir ohne
weiteres: Je weiter P von P, weg ist, desto grofer ist (i. Allg.) die Verschiebung. Dar-
aus schlieflen wir: Falls 7 das Zahlentripel (x1, x2, x3) hat, das um E mit Zahlentripel
(&1, &2, &) verschoben wird, so werden die &; proportional zu jedem x; grofier werden,
und zwar sowohl, falls alle drei x;, x7, x3 einzeln wachsen, als auch falls dies gemeinsam
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geschieht. Daher gilt
Ei=anxi+apxy+apxy; i=1,2,3. (2.2)

Drehbewegungen sind also durch ein 3 x 3-Gebilde von Zahlen a;; zu beschreiben, auch
Matrix (a;;) genannt. Wir lernen spiter, dass sie sogar die zusitzliche Eigenschaft a;; =
—aj; hat, genannt ,, Antisymmetrie”. (Weiteres iber Drehbewegungen siehe 2.4.)

. Falls man die Drehung des Korpers unter dem Einfluss duflerer Krafte kiinstlich ver-

hindert, werden die Krifte statt dessen den Korper verformen. Wieder aber kommt es
dadurch zu Verschiebungen aller Punkte P (aufer Py). Man kann Abb. 2.5 einfach um-
interpretieren: Jede Stelle 7 wird um E(7) ,verzerrt“. Die einfache Grundregel, dass die
Verzerrung umso grofier ist, je weiter P von Py weg ist, d. h. je grofler 7, wird mindestens
im einfachsten Fall eines homogenen Korpers mit kleinen Verzerrungen augenschein-
lich wieder gelten. Sonst verteilen sich die inneren Spannungen nicht gleichméafig auf
den Korper. Folglich gilt wiederum (2.2) fiir die Komponenten der Verzerrungen. Wir
lernen, dass Drehbewegungen und Verzerrungen durch Matrizen (a;;) zu beschreiben
sind, also 2-Indizes-Grofien. Im Allgemeinen werden die Krifte sowohl drehen als auch
verzerren. Da

1 1
aij = E(a,‘j - aj,») + 5(61,*]' + 61]‘,‘)

geschrieben werden kann und der erste Teil offenbar antisymmetrisch ist, w;; = (a;; -
aji)/2, folglich Drehbewegungen beschreibt, ordnen wir dem zweiten Teil, €;; = (a;; +
aji)/2, die reinen Verzerrungen zu. Es ist €;; = €;; ,symmetrisch®.

Wie verhalten sich nun die Matrizen w;; fiir Drehbewegungen, ¢;; fiir Verzerrungen
oder a;; fiir Verschiebungen allgemein, wenn man das Koordinatensystem K wechselt,
mit dessen Hilfe man den Verzerrungszustand darstellt?

Da 7 und &(7) Verschiebungsvektoren sind, bleiben ihre Zahlentripel zwar invari-
ant gegegeniiber Koordinatentranslation. Bei Koordinatenrotation jedoch verdndern
sich (x1, x2, x3) und (&, &, &) gemdfd der Transformationsgleichung (2.1). Wie man
aus (2.2) ablesen kann, miissen sich folglich die a;; auch éndern, und zwar sowohl
beziiglich des Vektorkomponenten-Index i als auch beziiglich j, das ja ebenfalls Vek-
torkomponenten indiziert. Symbolisch konnen wir so schreiben: (&) = D(&;) =
D(aij)(x;) = D(aij)D7'(x}). Spiter werden wir lernen, dass D™ 2 D. Deshalb lau-
tet die Verdnderung des Zahlenschemas (a;;) symbolisch

Wihrend Skalare beim Wechsel von Koordinatensystemen sich gar nicht dndern und

Vektoren geméf3 (2.1) mit D beziiglich eines Index zu transformieren sind, benennen wir
physikalische Gréfen wie die a;; mit dem Transformationsverhalten nach (2.3) mit einem
neuen Namen, namlich ,,Tensoren®.



2.2 Addition von Vektoren und Multiplikation mit Zahlen 43

» Definition Ein Tensor ist ein 3 x 3-Gebilde, allgemein ein n x n-Gebilde, (a;;), das sich
bei Koordinatentransformationen sowohl beziiglich i als auch beziiglich j wie ein Vektor
(d. h. wie eine Punktverschiebung) transformiert.

Zum Beispiel werden Verzerrungen von Kérpern also durch Tensoren beschrieben. Ahn-
lich muss man die sie erzeugenden Krifte durch einen Spannungstensor kennzeichnen.
Oder: Magnetische Momente P; werden durch dufiere Felder B; erzeugt; der Zusammen-
hang wird durch den Tensor der Suszeptibilitit (y;;) dargestellt. Viele weitere Beispiele
treten in der Physik auf.

Offenbar kann man unsere bisherigen Uberlegungen erweitern durch folgende

» Definition Eine physikalische Grofie A;;...,, mit insgesamt k Indizes, die unabhangig ist
von Koordinatentranslationen und sich bei Koordinatendrehungen beziiglich aller k Indi-
zes zugleich wie ein Vektor transformiert, heifSt Tensor k. Stufe.

Die Transformation (2.3) ist offenbar vom Typ einer ,,Multiplikation®. Tatsdchlich verhal-
ten sich Tensoren k. Stufe wie k-fache Produkte von Vektoren, d.h. A;; , = xixj...xp.
Man erkennt dies aus dem obigen physikalischen Beispiel der Verzerrungen. Aus (2.2) folgt
(0/0x;)&; = ajj; spiter lernen wir ndmlich, dass (9/0x;) die Transformationseigenschaften
eines Vektors hat.

Nun ist die Systematik bei den Begriftsbildungen in (2.1) wohl klar. Offenbar sind Ten-
soren (im engeren Sinn) als Tensoren 2. Stufe anzusehen; Vektoren sind speziell Tensoren
1. Stufe; die Skalare schlieSlich verdandern sich bei Drehungen tiberhaupt nicht, sind also
Tensoren 0. Stufe.

Damit haben wir eine Klassifikation physikalischer Gréfien unter dem Gesichtspunkt
ihres Transformationsverhaltens bei Koordinatentranslationen bzw. -rotationen vorgenom-
men. Im Folgenden beschiftigen wir uns vor allem mit den Tensoren 1. Stufe, d.h. den
Vektoren, sowie ein wenig mit Tensoren 2. Stufe, den ,,Matrizen® (a;;).

2.2 Addition von Vektoren und Multiplikation mit Zahlen

In diesem Abschnitt stellen wir die Rechenregeln mit Vektoren auf, indem wir von den
Eigenschaften von Punktverschiebungen ausgehen. Dies wird in ein analytisches Axiomen-
system einmiinden, das den Vektorraum als K-Modul erscheinen lisst. Bei den Uberle-
gungen sollen wichtige Begriffe wie Einheitsvektor, Projektion usw. eingefithrt sowie der
quantitative Zusammenhang zwischen den beiden Darstellungen eines Vektors als Pfeil
bzw. als Zahlentripel angegeben werden.
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Abb. 2.6 Addition von Vektoren. a zeigt die gegebenen Vektoren, b zeigt Aufeinanderlegen von C
und B sowie die Summe

2.2.1 Addieren und Subtrahieren

Verschiebungen eines Punktes kann man hintereinander mehrmals ausfiihren, insbeson-
dere zweimal: A nach B und dann B nach C. Im Endergebnis hat man den Punkt somit von
A nach C gebracht, was soviel ist wie eine einzige Verschiebung A nach C. Zwei Verschie-
bungen werden also durch Hintereinanderausfithren zu einer anderen Verschiebung. Das
legt nahe, Hintereinanderausfithren als Addieren von Verschiebungen zu definieren.

Auf Vektoren als Reprasentanten von Verschiebungen iibertragen wir das durch die in
Abb. 2.6 erlauterte Definition.

» Definition Gegeben zwei Vektoren, 4 2 ABund b = CD. Unter der Summe i + b ver-
stehen wir den Vektor ¢, der durch Hintereinanderausfithren der beiden Verschiebungen
entsteht: erst Verschiebung AB, dann mittels Translation von b den Punkt C auf B legen,
schlieSlich Verschiebung CD. Dann ist ¢ = AD.

Fir die Vektorsumme gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetz d + b=b+a, (2.4)
Assoziativgesetz (d+b)+c=d+(b+c)=d+b+c. (2.5)

Um (2.4) zu beweisen, stelle man sich beide Seiten der Gleichung als Verschiebungen dar
und erkennt, dass die Summe die Diagonale eines Parallelogramms ist, d und b dessen eine
sowie b und d dessen gegeniiberliegende Begrenzung. Entscheidend ist die Moglichkeit der
freien Parallelverschiebbarkeit der Vektoren.

Analog zeige man (2.5) als Ubung.

Nun definieren wir —a als diejenige Verschiebung, die die Verschiebung 4 2 AB wieder
riickgingig macht, d. h. BA. Also ist insbesondere

i+ (-d)=0, (2.6)

wobei 0 die ,Verschiebung sei, die einen Punkt da lisst, wo er sich sowieso befindet, seine
Lage also nicht verindert. 0 heisst auch neutrales Element, denn d+0 = d fiir alle Vektoren d.
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Abb. 2.7 Subtraktion von Vektoren
Ferner definieren wir die allgemeine Subtraktion von Vektoren:
a-b=da+(-b). (2.7)

Die Durchfithrung einer Vektorsubtraktion ist in Abb. 2.7 als Bildfolge dargestellt.

Unter Benutzung des Kommutativ- und des Assoziativgesetzes folgert man aus (2.7)
folgende dquivalente Definition der Subtraktion:

d — b ist derjenige Vektor, dessen Summe mit @ gerade b ist.

(i-b)y+b=a. (2.8)

Dies ist in Abb. 2.7c graphisch zu erkennen.

Um die Nicht-Trivialitit des Kommutativgesetzes einzusehen, ist es niitzlich, die Frage
zu beantworten:

Ist die Subtraktion von Vektoren kommutativ?

Man beweise die aus dem Umgang mit Zahlen vertraute Gleichung

—(i-b)=b-a. (2.9)

Fassen wir die bisherigen Resultate zusammen, so erkennen wir folgende Strukturele-
mente im Raume R der Vektoren:
Gl Zu je 2 Vektoren existiert eine Verkniipfung, die den beiden Vektoren einen anderen
Vektor zuordnet. Die Verkniipfung ist kommutativ und wird ,, Addition“ genannt.

ieR und beR = d+beR
G2 Die Verkniipfung ist assoziativ,
a+(b+&)=(a+b)+c=d+b+¢.
G3 Es gibt ein ,neutrales Element, genannt 0 € R, mit der Eigenschaft

d+0=ad, fiuralle GeR.
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Abb. 2.8 Vier beliebig gegebene Vektoren \\+

G4 Zujedem Element d € R gibt es in R ein sog. ,,Inverses®, eindeutig definiert als Losung
der Gleichung d + ¥ = 0. Wir bezeichnen das 16sende Element X € R mit —a.
Die aufgezeichneten Eigenschaften definieren aber gerade eine ,,Gruppe®, die wegen der
Giiltigkeit des Kommutativgesetzes auch kommutative Gruppe, Abelsche Gruppe oder Mo-
dul heif3t. Der Vektorraum ist also ein Modul.

2.2.2 Ubungen zum Selbsttest: Vektoraddition

1. Welche der folgenden Grofien sind Skalare und welches sind Vektoren? Volumen, Zen-
trifugalkraft, Dichte, Frequenz, Geschwindigkeit, spezifische Warme, Abstand?
2. Man beweise (durch Konstruktion beider Seiten) (2.9)

—(d-b)=b-a.

3. Gegeben seien die Vektoren d, . . ., d, z. B. wie in Abb. 2.8.
Man bestimme: /iy =d—-b-(¢-d),r,=c-(a+d-b),r3=b-(a—d) +¢.

Merke Zur Kontrolle fiir die richtige Berechnung einer Vektorsumme durchlaufe man
den geschlossenen Polygonzug einmal rund herum. Jeder Teilvektor muss dann genau
einmal positiv und einmal negativ auftreten.

4. Auf einen Korper an der Stelle P mogen eine Reihe von Kriften wirken, z.B. wie in
Abb. 2.9.
Welche weitere Kraft ist notig, um den Korper an einer eventuellen Bewegung zu hin-
dern?

2.2.3 Multiplikation von Vektoren mit Zahlen

Addiert man d+ d, so erhilt man offenbar eine Verschiebung in gleicher Richtung, aber von
doppelter Lange, da man ja zweimal dieselbe Verschiebung hintereinander ausfiihrt. Es ist
naheliegend, die gesamte Verschiebung als 2d zu definieren. Analog erhielte man

d+d+ d = 3d, allgemein bei n Summanden also nd Hieraus lesen wir ab die Zweckma-
Bigkeit folgender allgemeiner Definition ab.
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Abb.2.9 Ein Kérper P unter dem
Einfluss einiger Krifte

Kall

K,

» Definition Gegeben sei ein beliebiger Vektor 4 als Repréisentant einer Punktverschiebung
OP sowie eine beliebige positive reelle Zahl a. Der Vektor ad sei dann die Verschiebung in
gleicher Richtung, jedoch von a-facher Linge.

» Korollar Speziell ist dann offenbar 1d = 4. Zwecks Ausdehnung auf negative reelle Zahlen
definieren wir ferner
(-)d=-a. (2.10)

Aus der Definition leitet man leicht folgende Gesetze ab, denen die Multiplikation von Vek-
toren mit — positiven sowie negativen - reellen Zahlen geniigt.

a, f3,...seien reelle Zahlen, 4, b,. .. seien Vektoren. Dann gilt

(a+p)a=ad+fa, (2.11)
a(d+b)=ad+ab, (2.12)
a(Ba) =(af)d=:afa. (2.13)

Es gelten also zwei distributive Gesetze sowie ein Assoziativgesetz. Bequemerweise de-
finieren wir noch
ad = da .

Der Beweis dieser Gesetze ist leicht zu fithren, wenn man sich der Definition der Mul-
tiplikation von Vektoren mit Zahlen bedient. Da dabei die Richtung der Vektoren erhalten
bleiben soll, sind das distributive Gesetz (2.11) und das assoziative Gesetz (2.13) nichts an-
deres als die aus dem Korper der reellen Zahlen bekannten Beziehungen, nur dargestellt in
der durch d definierten Richtung. Das distributive Gesetz (2.12) besagt, dass bei Dehnung
eines Parallelogramms um einen Faktor « auch die Diagonale um eben diesen Faktor langer
wird (vgl. Abb. 2.6b).
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Den soeben untersuchten Sachverhalt kénnen wir formal so zusammenfassen:

Der Raum der Vektoren ist ein linearer Raum beziiglich eines Korpers K - hier speziell
des Korpers der reellen Zahlen -, auch genannt K-Modul.

Das soll heiflen: Der Vektorraum R ist Abelsche Gruppe beziiglich der Addition (G1 bis
G4 aus Abschn. 2.2.1), und es gilt ferner:

K1 InRR ist die Multiplikation mit Zahlen aus K erklért.
aeK; deR, adeR.
K2 Distributivgesetze:

a(d+b)=adi+ab,

(a+pB)a=aa+pa.

K3 Assoziativgesetz:
«(Bd) = (af)d = api .
K4 Das Element 1 € K erfillt 14 = 4 fiir alle 4.

Jede Realisierung einer Menge von Elementen, die die Strukturen G1 bis G4 sowie K1 bis
K4 hat, ist ein linearer Raum. Speziell die Verschiebungen, d. h. Vektoren, sind eine solche
Realisierung.

Als einfache Ubung beweise man aus der Definition folgende Aussagen:

Aus

folgt entweder « = 0 oder a = 0.
Hier sei gezeigt, wie dies allein unter Verwendung der Strukturelemente G und K zu
schlie3en ist:

1. Wir dberlegen, dass 0d das neutrale Element in der Gruppe sein muss. ei b beliebig;
w1rzerlegenb—a+x Dannistb +0d = G + X + 0d = (1+0)a+2:5i+9?:b.
2. Sei b beliebig, dargestellt durch a( . b). Dann ist a0 + (L . b) = a(0+ +1b) = a(1b) = b,

d.h. a0 ist neutrales Element.
3. Entweder ist & = 0 oder nicht; falls nicht, teilen wir durch « und erhalten ﬁ() = i((xﬁ),
dh.0=d,qed
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2.2.4 Komponentendarstellung der Vektoren

Nunmehr im Besitz der Regeln fiir Addition von Vektoren und Multiplikation mit Zahlen
kénnen wir den Zusammenhang herstellen zwischen der Darstellung von Vektoren durch
Pfeile und der als Zahlentripel. Ferner wollen wir die allgemeinen Strukturen mit anwend-
barem Inhalt fiillen.

2.2.4.1 Einheitsvektoren

Als Liinge eines Vektors d, bezeichnet mit |d|, definieren wir die Lange der zu d gehorigen
Punktverschiebung, gemessen in der gewéhlten Einheit. |d| heifSe auch ,,Betrag von a“. Ge-
briuchliche Bezeichnung ist auch a an Stelle von |d].

Offenbar ist die Lange |d| eines Vektors ein Skalar, denn sie ist invariant unter Drehun-
gen.

Wir bezeichnen als ,,Einheitsvektor” jeden Vektor €, der die Lange 1 hat, d.h. |é| = L.

Offenbar ist fiir beliebiges |d| der Vektor 1d ein Einheitsvektor und zwar in Richtung
von |d|. Wir bezeichnen ihn mit ° = L 4. Es ist |a°| = 1.

Einheitsvektoren eignen sich besonders gut zur Kennzeichnung von Richtungen. Denn
da ihre Linge per Definition auf 1 festgelegt ist, enthalten Einheitsvektoren nur nichttrivia-
le Information tiber Verschiebungsrichtungen. Graphisch kann man sich Einheitsvektoren
vorstellen als Pfeile vom Koordinaten-Anfangspunkt 0 zur Oberfliche der Einheitskugel
(d.i. einer Kugel mit Radius 1 um 0).

Die Darstellung d@ = aa® trennt die Quantititsangabe a einer Verschiebung von ihrer
Richtungsangabe a°.

Beachte
Summe bzw. Differenz von Einheitsvektoren sind i. Allg. nicht wieder Einheitsvektoren.

Bequem lassen sich Koordinatensysteme K mittels Einheitsvektoren darstellen. Ausgehend
von einem willkiirlich ausgewéhlten Punkt machen wir drei Verschiebungen um die Lange
1 in drei zueinander senkrechten Richtungen, namlich gerade in positiver Richtung entlang
den Bezugsgeraden von K. Diese drei Verschiebungen mogen €1, €,, €3 heiflen. Esist |é;| = 1.
Das ,,Dreibein® ey, €,, €3 reprasentiert das gewéhlte Koordinatensystem.

2.2.4.2 Komponenten
Wir betrachten nochmals Abb. 2.3 und interpretieren sie an Hand von Abb. 2.10 um.

Um das Zahlentripel (x1, x5, x3) einer Verschiebung 4 zu finden, waren wir nacheinan-
der parallel zu den drei Bezugsgeraden i gelaufen, und zwar jeweils um das Stiick |¥;|. Nun
wird aber eine Verschiebung parallel zur i-Achse gerade durch den Einheitsvektor darge-
stellt. Da die Linge der Verschiebung |X;| ist, kennzeichnet z. B. |x;|é; die Verschiebung auf
der 1-Achse in Abb. 2.10. Sollte es notig sein, um die Linge x; in negativer 1-Richtung zu
verschieben, so eignet sich als Richtungsvektor offenbar —é,;. Dann ist die Teilverschiebung
entlang der negativen 1-Richtung |x;|(-¢€;), d. h. (=|x1]|)é;.
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Abb.2.10 Darstellung eines Koordi- P
natensystems durch ein Dreibein von 3 :
Einheitsvektoren éi, €, €3 sowie Kompo- :
nentenzerlegung eines Vektors d :

a x
2
. :
e . !
} 82 p_——,:—éz
_________ T

0 ¢ b 1

Wegen unserer Definition, x; = £|x;| zu setzen, je nachdem ob man in positiver oder
negativer 1-Richtung fortzuschreiten hat, um auf dem Parallelenweg von O nach P zu ge-
langen, ist folglich das Teilstiick auf der 1-Achse durch den Vektor x;¢€; darzustellen.

Vollig analog erkennt man: Das Teilstiick parallel zur 2-Achse wird durch Verschie-
bungsrichtung +é, und Verschiebungsbetrag |x,| charakterisiert, d.h. durch den Vektor
X,€;. — Das letzte Teilstiick ergibt sich zu x3é€;.

Um von O nach P zu gelangen, musste man die drei achsenparallelen Verschiebungen
nacheinander ausfithren. Nacheinanderausfithren von Verschiebungen heif3t aber, die Vek-
toren zu addieren. Also gilt:

— R R =
OP=a= X161+ X267 + X3€3 . (214)

Die Kommutativitdt der Vektorsumme spiegelt die uns schon vertraute Vertauschbarkeit
in der Reihenfolge wider, in der man nacheinander parallel zu den Achsen verschieben
kann, siehe Abschn. 2.1.2.3.

Gleichung (2.14) heif3t ,,Komponentendarstellung“ eines Vektors d beziiglich des Drei-
beins €y, €,, €3; die X1, X3, x3 nennt man seine Komponenten. Konventionellerweise bezeich-
nen wir die Komponenten eines Vektors mit denselben Buchstaben wie den Vektor selbst,
sodass man hitte:

d=aé +aé, + ases .

2.2.4.3 Umrechnung zwischen Komponenten- und Pfeildarstellung
Aus Abb. 2.10 konnen wir leicht ablesen, wie man aus der Komponentendarstellung eines
Vektors d, d.h. also bei bekannten Komponenten (a, a3, as), seine Verschiebungseigen-
schaften ausrechnen kann.

Um die Lange der Verschiebung 0P, also |d| = a zu finden, wenden wir nacheinander
zweimal den Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck an (siche Abb. 2.10):

2, 2_ 2 : 2, .2 _OpPR
X; +x;=p° sowie p°+x;5=|0P".
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Abb. 2.11 Zusammenhang zwischen Richtungswinkel und
Komponenten

Somit gilt:

a=1/a}+a3+a3j, Betragdes Vektors (ay,a,,a3) . (2.15)

Um die Richtung zu finden, betrachten wir als Beispiel den Richtungswinkel ¢, des Vektors
a relativ zur positiven 3-Achse, siche Abb. 2.11.

Der Richtungswinkel @3 zwischen d und €5 (letzteres ist ja gerade der Vektor in positiver
3-Richtung) taucht bei P wieder auf, da die Strecke x3 parallel zur 3-Richtung ist. Das aus
a, x3, p gebildete Dreieck ist nach Konstruktion rechtwinklig, sodass

X3
— =COS Q3 .
a

Da man von P ausgehend statt auf die 1,2-Ebene zuerst auch auf jede andere Ebene hitte
projizieren kénnen und unabhingig von der Reihenfolge immer dasselbe Tripel (x1, X2, x3)
findet (s. 0.), gilt fiir i = 1,2 die analoge Formel wie soeben fiir i = 3. Folglich erhélt man
die Richtung des Vektors d aus Kenntnis seiner Komponenten mittels

cosp; = % e 1,2,3, Richtung des Vektors (aj, az, a3) . (2.16)
a

Die Quotienten a;/a heiflen die ,Richtungs-cos“ des Vektors. Scheinbar bedarf zufolge
(2.16) ein Vektor zu seiner Kennzeichnung dreier Winkel, ndmlich ¢, ¢2, ¢3. Tatséchlich
geniigen jedoch zwei, wie wir es uns schon frither klargemacht haben. Dies sehen wir ana-
lytisch so ein:

: 2 2 2 2 2 2 2 2 2
Es ist ay=aj+a;+a;=a" cos” g;+a-cos” ¢, +a" cos” @3,

d.h. cos? Q1+ cos? @2+ cos’ p3=1. (2.17)

Kennt man also 2 Richtungswinkel, so ist der 3. schon festgelegt, abgesehen von der
Zweideutigkeit des Vorzeichens, + cos ¢;.

Offenbar ist cos ¢; zwischen -1 und +1, da —a < a; < +a. Folglich wire ¢; durch cos ¢,
eindeutig zwischen 0 und 1 bestimmt. Definitionsgemif soll ¢; immer in diesem Bereich
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Abb.2.12 Projektion eines Vektors auf eine Richtung

liegen, da mit Richtungswinkel immer der kleinere der beiden Winkel zwischen 4 und der
positiven i-Richtung gemeint sein soll. ¢; ist definitionsgemif} positiv. Wenn sign x3 > 0,
ist p; € (0,7/2) usw.

Sei umgekehrt ein Vektor durch seine Linge a und seine Richtungen ¢; bestimmt. Letz-
tere sind natiirlich nur im Rahmen von (2.17) moglich. Dann findet man die Komponenten
des Vektors d mittels

a;j=acosg;; i=1,2,3, Komponenten des Vektors (|d|, ¢;) . (2.18)

Hieran ankniipfend formulieren wir noch einen oft niitzlichen Tatbestand, der in Abb. 2.12
dargestellt ist (die aus Abb. 2.11 leicht erkennbar hervorgeht).

Fillt man vom Endpunkt P eines Vektors das Lot auf die 3-Achse, so ist offenbar OP’
die Parallelverschiebung der Strecke |x3|. Folglich ist x3 = a cos « (4, é;) die Projektion des
Vektors auf die 3-Richtung.

Diesen Sachverhalt kennzeichnen wir jetzt allgemein durch die folgende Definition.

» Definition Gegeben ein Vektor 4 sowie eine Richtung, beschrieben durch einen Einheits-
vektor €. Dann heif3t die Grofie a cos « (4, €) =: a; die Projektion von d auf die Richtung é.
Eine andere Bezeichnung dafiir ist (d);.

Offenbar sind die Komponenten eines Vektors seine Projektionen auf die Koordinatenrich-
tungen (Zeichnung oder (2.18)).

2.2.5 Rechenregeln in Komponentendarstellung

Fir das Rechnen mit Vektoren wird man nicht immer zur graphischen Reprisentation
durch Verschiebungen greifen wollen. Mit Hilfe der Komponentendarstellung kann man
die Grundrechenregeln auch analytisch angeben. Dabei muss man sich zwar eines (willkiir-
lich auszuwihlenden) Koordinatensystems K bedienen — und daher beim Wechsel von K
alle Gleichungen gemif3 (2.1) transformieren — aber die Ubersichtlichkeit von Vektorbezie-
hungen kann man aufrechterhalten.
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2.2.5.1 Addition und Subtraktion

Es sollen zwei Vektoren d und b addiert werden. Wir wihlen ein Koordinatensystem ein-
schlieSlich des Dreibeins wechselseitig senkrechter Einheitsvektoren ey, €,, €3 und stellen
die Vektoren durch ihre Komponentensumme dar

ﬁ:alél+a2€2+a3é3, b:blgl+b252+b3é3 .

Indem wir die distributive und kommutative Eigenschaft der Vektorsumme ausnutzen, fin-
den wir
c=da+b=(ar+b)er+(ar+by)es+ (as+bs3)é; .

Der Summenvektor ¢ mit der Bezeichnung c€; + c;€; + c3€3 fiir seine Komponentendar-
stellung hat folglich die Komponenten

c;i=a;+b;, i=1,2,3, Vektorsumme . (2.19)

Dabei wurde die Eindeutigkeit der Komponenten ausgenutzt. Stellen wir die Vektoren je-
weils durch ihre Zahlentripel dar, so ist also:

(al, a, a3) + (bl, bz, b3) = (a1 + b], a) + bz, as + b3) . (220)
Fiir die Differenz zweier Vektoren ergibt sich
(ab a, 613) - (bh b,, bs) = (al —bi,a,—by,a3 - bs) . (2.21)

In Summen oder Differenzen aus 3 oder mehr Summanden sind dann analog jeweils die
Komponenten einzeln zu addieren oder subtrahieren:

(ai):t(bi):l:(Ci):(aizl:b,':l:C,') . (222)

Fiir spater ist es niitzlich, sich diese Regeln in verdnderter Formulierung klar zu machen.
Wie wir schon wissen, sind die Komponenten eines Vektors auch anzusehen als die Projek-
tionen des Vektors in Richtung der ¢€;. Falls nun auf eine beliebige Richtung € projiziert
werden soll, so kann man wegen der Willkiir in der Lage des Koordinatensystems dieses
immer gleich so legen, dass eine der Bezugsgeraden in Richtung € weist, d. h. dass € mit
einem der €;, zusammenfillt. Somit gilt fiir die Projektion in beliebiger Richtung folgende
Eigenschaft, die wir aus (2.19) und den folgenden ablesen:

Die Projektion einer Vektorsumme (oder -differenz) auf eine Richtung ¢ ist gleich der
Summe (oder Differenz) der Projektionen der einzelnen Summanden.

(G+b+..)s=(d)s+(b)s+...

az+bz+... (2.23)

Komponentenbildung bzw. Projektion sind also ,,additive“ Operationen. Man mache sich
eine Zeichnung dieser Aussage.
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2.2,5.2 Multiplikation mit Zahlen
Ebenso einfach ist es, die Multiplikation von Vektoren mit Zahlen «, f3, ... analytisch zu
handhaben. Mittels der Rechenregeln aus Absatz 2.2.3 erhalten wir

ad = a(alél + azéz + a3E3) = (ocal)él + ((Xaz)éz + ((Xﬂ_@,)ég, .
Kurz gefasst ist
a(ay, az, a3) = (aar, aay, aaz) bzw. a(a;) = (aa;) . (2.24)

Die Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist auszufiihren, indem man jede Kom-
ponente einzeln mit der Zahl multipliziert.
Speziell haben wir —a 2 (-a;).

2.2.5.3 Beispiele zur iibenden Erlduterung
Um die gelernten Regeln zu trainieren, seien einige Aufgaben und Anwendungen genannt,
die mit ihrer Hilfe zu behandeln sind:

1. Man bestimme die Ortsvektoren 7,7, vom Nullpunkt zu den Punkten P, = (2,1,3)
und P, = (1,-2,-1). Summe 7, + 7, und Differenz 7| — 7, sollen dann zeichnerisch und
rechnerisch bestimmt werden.

Rechnung:

71 = 261 + 162 + 353 = (2, 1,3) sowie ?2 = El - 252 - E}, = (1, -2, —1) .
(2,1,3) + (1,-2,-1) = (3,-1,2) ,
(2,1,3) = (1,-2,-1) = (1,3,4) .

2. Gegeben sind die drei Vektoren 7, = (3,-2,1),7, = (2,-4,-3),73 = (-1,2,2).
Wie grof ist der absolute Betrag von 73, d. h. [f3| = r; =2
Man bestimme 7| + 7, + 73 sowie 27; — 37, — 573.
Als Antwort berechnen wir r3 =, \/(=1)2 + (2)2 + (2)? =, /9 = 3.

L+ +73=(3,-2,1)+(2,-4,-3) + (-1,2,2)
=(3+2-1,-2-4+2,1-3+2) = (4,-4,0) .
27| — 37, — 573 = (6,-4,2) — (6,-12,-9) — (-5,10,10) = (5,-2,1) .

3. Wie heifit der Einheitsvektor in Richtung der Summe von # = (2,4,-5) und #,
(1,2,3)?
Zunichst rechnen wir die Summe aus und finden 7 = 7, + 7, = (2,4,-5) + (1,2,3)
(3,6,-2). Der Einheitsvektor in Richtung 7 wird gegeben durch 7° f Wir brauchen
daher r und finden r = /3% + 62 + (-2)2 = \/49 = 7. Somit ist 7 = (2, £,-2).

Slw
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Abb. 2.13 Vektor der Verschiebung eines Punktes P nach Q, 3
—
PQ Q

4. Welche Komponenten hat der Vektor der Verschiebung des Punktes P nach Q, wenn
im Koordinatensystem K diese Punkte durch die Koordinaten P = (x;, x2, x3) sowie
Q = (71, ¥2, y3) gekennzeichnet werden? Wie lang ist dieser Vektor? (Siehe Abb. 2.13).
Offenbar bedeuten die Punkte-Koordinaten x; bzw. y; zugleich die Komponenten der
Verschiebungsvektoren OP bzw. OQ. Die gesuchte Verschiebung PQ erfiillt nun die

— — —— —_— = —> —>
Gleichung OP+PQ = 0Q. Alsoist PQ = OQ-0P,d.h. PQ = (y1—x1, y2— X2, ¥3—X3).
Die Linge der Verschiebung ist daher

PQI =V -x)2 + (72— %)% + (33— %3)2 .

5. Welche Richtungswinkel hat der Vektor 7 = (1, -1,1/2) mit den Koordinatenachsen?
Wir bestimmen die Richtungs-cos aus Gleichung (2.16). Dazu brauchen wir |#|; man

findet r = \/12 + (-1)2 + 2 -2, Folglich ist cos ¢, = 1/2,cos ¢ = —1/2 und cos ¢3 =
\/2/2. Die zugehorigen Winkel - die man auswendig kennt - sind 60°, 120° und 45°.
Wir priifen auch noch die Beziehung (2.17) fiir die Summe der Richtungs-cos (1/2)* +

(-1/2)2 + (vV2/2)* =1

2.2.6 Ubungen zum Selbsttest: Vektoralgebra
1. Gegeben sind 4 Vektoren 74, . . ., 74. Man zeichne sie und konstruiere
2 1 1
27 — 37, — (473 — T4) —11— =(F3=274) — =75 .
1 =37, — (473 — 74) 312(3 ) 2
2. Man tiberlege, in welcher Groflenbeziehung zueinander stehen:

a) |?1 + ?2| mit |?1| + |?2| , b) |?1 - ?2| mit |?1| - |?2| .
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3. d und b seien nicht parallele Vektoren. (Welches wire die Bedingung fiir Parallelitit?)
Bestimmen Sie zwei Zahlen x, y so, dass fiir die Vektoren gilt:

fri=(x+4y)a+(2x+y+1)b,
fr=(y-2x+2)a+(2x-3y-1)b,

37 = 27,.

4. Die Orte A, B seien durch die Koordinatentripel A = (2,3,-1) und B = (4,-3,2)
—
gekennzeichnet. Man bestimme 7 = AB; wie grofd ist || Welche Richtungen hat die

N
Verschiebung AB relativ zu den Bezugsachsen i = 1,2, 3? Kontrollieren Sie die Bedin-
gung, dass die Summe der cos® ¢; genau 1 ist.

5. Gegeben seien die Vektoren

?1 :351—62—453, ?2 :—251+4éz—3é3, 73 = El+252—g3 .
Man berechne:
|?1+?2+?3| , 4?1—2?2+5?3 5 |6?1 —5?2—4?3| 5
und den Einheitsvektor in Richtung 67 — 57, — 473.

6. Man tiberlege, dass aus drei nicht in einer Linie oder Ebene liegenden Vektoren 4, >, d3
sich jeder weitere Vektor im R? als Linearkombination aufbauen lisst.

2.3 Das Innere Produkt von Vektoren

Wir kénnen jetzt Vektoren addieren, subtrahieren und sie mit Zahlen multiplizieren. Es
erhebt sich deshalb die Frage, ob man Vektoren auch miteinander multiplizieren kann?

Angesichts der Zahlentripel, die jeden Faktor eines solchen Produktes reprisentieren,
ist a priori unklar, wie ,,multipliziert” werden soll. Hier besteht offenbar die Notwendigkeit,
aber auch der Spielraum fiir eine sinnvolle Definition. Wir werden uns dhnlich wie bei der
Definition der Addition von physikalischen Beispielen leiten lassen, wie man zweckmifiig
so etwas wie ein Produkt aus Vektoren definieren konnte. Es wird sich dabei nicht nur eine
einzige Moglichkeit aufdréngen, sondern sogar deren zwei. Wir unterscheiden diese beiden
durch die Namensgebung ,, Inneres Produkt“ und ,, AufSeres Produkt*.

In der physikalischen Literatur verwendet man dafiir haufig die (heute eher veralteten)
Bezeichnungen ,,Skalarprodukt® bzw. ,Vektorprodukt®. In diesem Abschnitt werde zuerst
das Innere Produkt eingefiihrt; in Abschn. 2.7 folgt das Auflere Produkt.
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Abb. 2.14 Bewegung eines Kor-
pers P unter dem Einfluss einer
Kraft. Im dargestellten Fall ,,zieht“
die Kraft den Korper

Kraft K auf den Korper

zuriickgelegter Weg 7 des Kérpers,
etwa auf einer Schiene

2.3.1 Definition

Als physikalisch motivierender Leitfaden zur Definition einer Moglichkeit, Vektoren mit-
einander zu multiplizieren, diene die mechanische Arbeit, die ein Kérper bei Bewegung
gegen eine Kraft oder unter der Wirkung einer Kraft verrichten muss. Im einfachsten Fall
einer kleinen Verschiebung ist der zuriickgelegte Weg ein Stiickchen auf einer Geraden,
dargestellt durch den Verschiebungsvektor 7. Die wirkende Kraft, bei der betrachteten klei-
nen Verschiebung als konstant anzusehen, muss ebenfalls durch einen Vektor dargestellt
werden, sieche Abb. 2.14.

Aus experimenteller Beobachtung erkennt man, dass die Begriffsbildung ,,mechanische
Arbeit“ folgende Fakten berticksichtigen sollte: Sie ist proportional zur Stirke der Kraft, sie
ist proportional zur Lange des zuriickgelegten Weges, und sie ist schliefflich positiv oder
negativ, je nachdem ob ¢ kleiner oder grofSer ist als 90° ist, sie wird sogar Null bei ¢ = 90°.
Es zeigt sich, dass es auf cos ¢ ankommt. K cos ¢ ist der Teil der Kraftwirkung in Richtung
der Verschiebung, also die Projektion der Kraft.

Wenn die Arbeit ~ K und ~ r ist, erfillt sie wichtige Eigenschaften dessen, was gewhn-
liche Zahlenprodukte tun. Der Vektorcharakter kommt zusitzlich ins Spiel durch den cos
des eingeschlossenen Winkels. Wir lernen, dass es — in Verallgemeinerung dieses Beispiels
- sinnvoll ist, folgendes ,,Produkt® von Vektoren einzufiihren.

» Definition Das Innere Produkt zweier Vektoren d und b sei die Zahl ab cos( « @, b). Wir
bezeichnen diese Zahl mit a - b und sprechen ,,a in b*.

a-b:=abcos(«a,b). (2.25)

2.3.2 Eigenschaften des Inneren Produktes

Die Definition des Inneren Produktes liefert zu je zwei Vektoren eine Zahl, die wegen des
Faktors cos ¢ positiv oder negativ sein kann. Wichtig ist die Feststellung, dass sich die Zahl
offenbar nicht andert, wenn man das Koordinatensystem wechselt. Denn die Langen der
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Vektoren sind ja invariant gegentiber Koordinatentransformationen und ebenfalls der Aus-
druck
4 db = Winkel zwischen Vektor 4 und Vektor b .

Folglich verindert sich - b bei Koordinatentransformationen nicht, gehért also zur Klasse
der Skalare. Oft bezeichnet man daher das Innere Produkt auch als ,,Skalarprodukt®.
Das Innere Produkt ist — wie man aus der Definition leicht folgern kann - kommutativ:

i-b=b-a. (2.26)
Ebenso direkt liefert uns die Definition die Eigenschaft
(ad)-b=a(d-b)=d-(ab). (2.27)

Die Lange a eines Vektors d kann man mittels des Inneren Produktes so berechnen:

a*=d-a.

Es istja cos( « d, d) = 1. Speziell alle Einheitsvektoren erfiillen
e€-ée=1.

Man beachte, dass es offenbar keinen Sinn hat, Innere Produkte aus mehr als zwei Faktoren
zu bilden. Denn das Skalarprodukt aus zwei Vektoren ergibt ja einen Skalar, der also als
Partner eines weiteren Vektors nicht im Sinne von (2.25), sondern nur im Sinne gewo6hnli-
cher Zahlenmultiplikation dienen kann (s. Abschn. 2.2.3).

Es ist also nicht méglich, mittels Innerem Produkt allgemeine Potenzen zu bilden, ab-
gesehen von a” := G- d = a* darauf miissen wir verzichten.

Das Innere Produkt ist distributiv:

i-(b+d)=d-b+a-c. (2.28)

Begriindung

Laut Definition ist die linke Seite auch zu lesen als a mal Projektion des Vektors b+ ¢ auf die Richtung
d°. Denn |(b + €)| cos « (b + ¢, d@") ist gemiR Abschn. 2.2.4.3 gerade eine solche Projektion auf @’
Damals haben wir aber auch schon bewiesen, dass Projektionen additive Operationen sind, siehe
(2.23). Folglich gilt:

@’ (b+¢)=(b+0)z=(b)ago+(E)go=a"-b+a’-¢c.

Multipliziert man diese Gleichung noch mit a, findet man das behauptete distributive Gesetz (2.28).
Wir merken uns noch die soeben aufgetauchten Beziehungen:

G-b=ad" - b=abd’ b° aO'EOZCOSA(a,I;). (2.29)

Wie man an der definierenden Gleichung ablesen kann, ist das Innere Produkt ebenso wie das ge-
wohnliche Produkt offenbar dann 0, wenn einer der Faktoren 0 ist (d. h. entweder d = 0 = a = 0 oder
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b=0=b=0.Eskann gber auchd-b verschwinden, wenn beide Faktoren ungleich 0 sind; namlich
auch dann, wenn 4 mit b einen rechten Winkel bildet. Dies gibt Anlass zur folgenden Definition.

» Definition Zwei Vektoren @ und b heiffen zueinander orthogonal, @ 1 b, wenn d- b = 0.
Insbesondere der Nullvektor ist natiirlich zu jedem anderen Vektor orthogonal, aber wegen
dieses trivialen Falles brauchte man natiirlich die Definition nicht.

Die drei Einheitsvektoren €y, €, €3, die in die positiven Bezugsrichtungen eines Rechts-
Koordinatensystems weisen, stehen wechselseitig aufeinander orthogonal: ¢; - €; = 0 fiir
i # j. Dasie Einheitsvektoren sind, ist é;-€; = €,-€, = €3-€3 = 1. Diese beiden Eigenschaften
bedeuten, dass Vektoren ,,orthonormiert“ sind. Wir fassen sie zusammen durch

¢-¢=0;j i,j=12,3. (2.30)

Dabei wurde das ,,Kroneckersymbol“ verwendet:

1 i=j,

8ij = 2.31

Y { 0 i#j. (231)

Sehr wichtig ist es, sich die Berechnung des Inneren Produktes in der Komponen-

tendarstellung der Faktoren klar zu machen. Unter Ausnutzung der Distributivitit des
Skalarproduktes sowie der Eigenschaften (2.30) der Basisvektoren ¢; finden wir

a-b= (alél + azéz + a3E3) . (b]gl + bzéz + b3g3)
= aiby + a,by + azbs .

Kurz: (al, a, a3) . (bl, bz, b3) = a1b1 + azbz + a3b3 . (232)

Spitestens jetzt sollte dem Leser das Ausschreiben der langen Summen ebenso ldstig
geworden sein, wie den ,,erwachsenen® Physikern und Mathematikern. Deshalb treffen wir
eine im Umgang mit Vektoren duflerst bequeme Verabredung.

Summenkonvention
Immer wenn in einem Produkt zwei gleiche Vektorindizes aufireten, soll automatisch dar-
iiber von 1 bis 3 (allgemein bis n) summiert werden.

Dann ist d = a;e; sowie b= b;e;, und das Innere Produkt lautet

a-b= a,-bi . (233)

Es ist niitzlich zu beachten, dass man statt a;b; natiirlich auch schreiben kann a;b;. Denn
auch j tritt ja doppelt auf, befiehlt also: Summiere iiber j = 1, 2, 3. Offensichtlich ist die Wahl
der Bezeichnung des doppelt vorkommenden Index véllig beliebig; wann immer dasselbe
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Symbol doppelt auftritt, wird eben von 1 bis 3 summiert, d.h. es ist a;b; = a;jb; = a,b) =
a,b,=...

Oft ist es unumginglich, das doppelt vorkommende Symbol zu wechseln. Wenn man
etwa die Zahl a;b; mit der Zahl x; y; multiplizieren will, so meint man doch (a1b; + ayb, +
asb3) (x1y1+x2y2+x3y3). Das erhdlt man genau durch a;b;x;y;,nichtaber durch a;b;x;y;.
Letzteres ist gar nicht erklért, da gleich 4-mal derselbe Index auftritt.

Das Innere Produkt erfiillt eine fiir eine Fiille von Anwendungen niitzliche Ungleichung,
nach Hermann Amandus SCcHwWARzZ (1843-1921) die

Schwarzsche Ungleichung: |- b| < || - |b| (2.34)

genannt. Sie ist aus unserer Definition (2.25) sofort abzulesen, da ja | cos ¢| < 1. Siehe hierzu
auch das Beispiel 6 in Abschn. 2.3.3.

Wie schon bei der Untersuchung der Addition von Vektoren und ihrer Multiplikation
mit Zahlen wollen wir auch hier wieder eine Zusammenfassung der formalen Eigenschaften
des Inneren Produktes als Kronung des Abschnitts formulieren.

Das ,Innere Produkt® ist eine Vorschrift, die je zwei Vektoren d, b des Vektorraumes
eine reelle Zahl zuordnet, genannt a - b, und die den folgenden Regeln geniigt:

Il. a-b=0b-a, kommutativ,

12. d-(ab)=ad-b=(ad)-b, assoziativbzw. homogen,
13. G-(b+&)=d-b+a-¢ distributiv bzw. additiv,

I4. d-d>0 sowie d-da=0<«d=0.

Hieraus folgt natiirlich rickwirts (2.33) und damit auch unsere frithere, anschaulich
gewonnene Definition.

2.3.3 Beispiele zur iibenden Erldauterung

Um gut mit dem Inneren Produkt umgehen zu lernen, seien einige Aufgaben und Zusitze
behandelt:

1. Welchen Winkel bilden die Vektoren 7; = 2¢; — 4¢é, — é; und 7, = —¢; + 2¢€, — €3 mitein-
ander?
Zur Beantwortung dieser Frage wird man am bequemsten auf die definierende Glei-
chung (2.25) zuriickgreifen sowie auf (2.33). Ndamlich einerseits ist 7, - 7, = x;y; =

2(-1) + (-4)(+2) + (-1)(-1) = -9, andererseits ist r, = \/x;x; = /21 und r,
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Abb.2.15 Zerlegung eines Vektors d in einen Paral-
lelteil ﬁ” und einen Orthogonalteil d, relativ zu einer
beliebig gewahlten Richtung é

oy

a
I

VIiyi = V6, somit also cos ¢ = (Fi72)/(nr2) = —9/V/21-6 = -9/3/126 = —0,803.
Also ¢ =143,5°, die Vektoren bilden einen stumpfen Winkel.

2. Man bestimme x so, dass die Vektoren @ = 5¢; + xé, + 3¢;3 und b = e — 26, —7¢;3
aufeinander orthogonal stehen.
Es muss dazu gelten d-b = 0. Esistnun a-b = a;b; = 5-1+x(~2)+3(=7) = 5-2x 21 =
—2x — 16. Dies verschwindet offenbar fiir x = -8.

3. Man zeige:

(+b)-(a-b)=a*-b>.

4. Mittels des Inneren Produktes konnen wir den Begriff der Projektion eines Vektors d in
eine Richtung € (siehe Abschn. 2.2.4.3) sehr bequem formulieren. Es ist

d - € = Projektion von 4 in Richtung € = a; = (d); . (2.35)

Oft ist es niitzlich, einen Vektor a zu zerlegen in einen Summanden, der in eine vorge-
schriebene Richtung weist und einen dazu senkrechten Vektor, siche Abb. 2.15.
Diese Aufgabe tritt z. B. im Zusammenhang mit Wellenausbreitung auf. Wenn etwa die
Wellenamplitude senkrecht zur Ausbreitungsrichtung schwingt (wie beim Licht), spre-
chen wir von Transversalschwingungen, tut sie das parallel zur Ausbreitungsrichtung
(wie beim Schall), sprechen wir von Longitudinalwellen. Die gewdhlte Richtung ist in
diesen Fillen die Ausbreitungsrichtung der Wellen.
Die gewiinschte Zerlegung ldsst sich so ermitteln: Offensichtlich muss @ parallel zu ¢
sein, d.h. @ = aé mit noch zu bestimmendem Zahlenfaktor «. Da d + €, = d sein soll
sowie d, 1€, also d, - € = 0, muss gelten d| - €+ 0 =d-¢. Somitista = d - é.
Resultat:

dund € gegeben, dj:=é(e-ad), dy:=d-é(é-a). (2.36)

In Komponenten dargestellt lautet die Zerlegung
(ﬁ”), = e,»ejaj, (ﬁj_)i =a;— e,»ejaj = ((S,‘j - eiej)aj .

5. Man zerlege den Vektor d = 2¢; — 3¢, +4¢€5 in den Orthogonalteil d, und den Parallelteil
d| relativ zum Vektor 7 = —¢) — €, — €.
Die interessierende Richtung € ist durch die Richtung von 7 gegeben, d. h. € = #/r. Also

ist a) = ; (; . ﬁ). Wir benotigen daher 7 - d und r*. Esist * = 1+1+1 = 3 sowie
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d=-2+3-4=-3 Folglichist d| = -7 = €, + €, + €5. Daraus folgt
Eil:ﬁ—fi“ :(251—3éz+4é3)—(61+52+g3):él—452+363 .

Wir priifen noch, dass tatsichlich 4| -d, =1-4+3=0ist,d.h. g La,.

6. Man beweise die Schwarzsche Ungleichung aus den formalen Eigenschaften des Inneren
Produktes, d. h. aus den Axiomen I 1 bisI 4 in Abschn. 2.3.2, ohne von (2.25) unmittelbar
Gebrauch zu machen.

Um zu zeigen, dass |d - b| < ab ist, betrachten wir vorweg die speziellen Fille, dass d = 0
oder b = 0 ist. Evidenterweise gilt dann die Ungleichung. Seien also @ und b ungleich

Null. Wir zerlegen d in Richtung von b und einen zu b senkrechten Teil: d = b(f:z“) +d;

und d, 1b. Rechnen wir nun a? aus, so fillt das gemischte Glied ~ b - 4, wegen der
Orthogonalitit weg.

2 207 . 2\2

) +adr > b(b-a)y (b-d)

b4

L, (b(b-d)

2 _

e ("
Dies ist (nach Wurzelziehen) schon die Schwarzsche Ungleichung. Genau wenn 4 und
b parallel oder antiparallel sind, gilt in der Ungleichung sogar das Gleichheitszeichen.
Dann ist ndmlich 4, = 0.

7. Kann man durch Vektoren dividieren?

2.3.4 Algebraische Definition des Vektorraumes

Wir haben die Grundregeln im Umgang mit Vektoren gelernt. Wir kénnen sie addieren, mit
Zahlen multiplizieren sowie im Sinne des Inneren Produktes miteinander multiplizieren.
Blicken wir zusammenfassend noch einmal zuriick, so stellen wir fest:

Die ,\Vektoren® genannten Objekte bilden eine Menge, die bestimmte Strukturen hat.
Namlich es gibt eine Verkniipfung, die der Menge alle Charakteristika einer Abelschen
Gruppe verleiht, genannt Addition (G1 bis G4). Die Multiplikation mit Zahlen, d.h. Ele-
menten eines Korpers K, ist definiert und geniigt den Axiomen K1 bis K4. Die Menge der
Vektoren wird damit zum K-Modul. SchlieSlich haben wir noch eine weitere Verkniipfung
tiber der Vektormenge eingefiihrt, die je zwei Vektoren eine Zahl aus K zuordnet und den
Regeln I 1 bis 14 gehorcht.?

Eine Menge mit diesen Strukturen heifle ,unitirer Raum®. Die Vektoren sind also
Elemente eines K-Moduls mit Innerem Produkt, d.h. eines unitdren Raumes. Figt man
noch ein Axiom tiber die ,Dimension” des unitiren Raumes hinzu, so erhilt man eine er-
schopfende Kennzeichnung der Objekte ,Vektoren®, die nicht mehr auf Naturerkenntnisse
zuriickgreift, sondern eine axiomatische Definition des Vektorbegrifts darstellt. Es ldsst sich

Sofern K der Korper der reellen Zahlen ist. Benutzt man komplexe Zahlen, so ersetzt man I 1 durch
=(b-d)*. Anstelle von 12 steht d - (ab) = a(d-b) = (a*a
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ndmlich zeigen, dass (bis auf Isomorphie, siche die Fufinote in Abschn. 1) nur eine Reali-
sierung des vierteiligen Axiomensystems G, K, L und D (siehe sogleich) moglich ist.

Das Dimensionsaxiom formulieren wir so: Wir nennen Elemente ¢€; des Raumes, die
normiert und wechselseitig orthogonal sind, €; - €; = §;j, ein Orthonormalsystem {¢}.
Die grofitmogliche Zahl von Mitgliedern, aus denen solche Orthonormalsysteme bestehen
koénnen, nennen wir Dimension des Raumes.

» Axiom D Die Dimension des Raumes der Vektoren, der den Punktverschiebungen iso-
morphist, ist 3 (allgemein 7), d. h. Orthonormalsysteme bestehen aus hochstens 3 Vektoren
€1, €3, €3 (allgemein €y, ..., €,).

Man kann jeden Vektor als Linearkombination der €; darstellen: d = a;¢€;. Letztere Aussage
kann man aus D beweisen! Wihlen wir nimlich die Zahlen a; := 4 - €;, so kann man den
Vektor ¥ definieren durch die Gleichung d = (d - €))é; + (d - €;)é; + (d - €3)és3 + X. Das
geht offenbar immer zu machen. Es ist aber, wie man durch Multiplikation mit ¢é; leicht
ausrechnet, €;-x = 0. Folglich steht X senkrecht auf allen €;. Normiert man x zu x, und tut es
zu den {¢€; } dazu, so hitte man ein Orthonormalsystem mit mehr als der nach D erlaubten
Zahl. Folglich kann x nicht normierbar sein, d.h. x = 0. Die Komponentendarstellung ist
damit bewiesen.

Bemerkung

Man kann die Dimension endlicher Vektorrdume auch so einfithren, dass man linear unabhéngige
Teilmengen betrachtet. Das Axiom D hiefle dann: Hochstens 3 (allgemein #) Vektoren konnen linear
unabhingig sein. Der unitire, n-dimensionale K-Modul der Vektoren wird konventionell mit R”
bezeichnet.

2.3.5 Ubungen zum Selbsttest: Inneres Produkt

1. Man berechne

53 . (él + éz) (Blld'),

(25] + 353) . (éz - 453), (55] - 353 + éz) . (—é3 + 251 - 462)

2. Gegeben seien die Vektoren 7| = 4€; — 3¢, + 2€5 und 7, = 3€; + 4€,. Zu bestimmen sei
[71], |72, 71 - Fa, |27 = 37|, (71 = 7o) - (F1 + 72).

3. Welche Winkel bildet der Vektor 7 = 4¢; — 3¢, mit den Koordinatenachsen? Und welche
mit d = —4&, + 3é; und b = & + &, + /2657

4. Wie lang ist die Projektion des Vektors d = (4,3, —1) in Richtung von b = (~2,1,5)?

5. Aus den drei Vektoren €;, 3¢, + 4¢,, €; — 4€; — 6¢€3 bilde man durch Orthogonalisierung
und Normierung ein Rechtskoordinatensystem (nicht eindeutig).
Was erhilt man, wenn man von den drei Vektoren ausgeht: d; = (1,1,0), d, = (1,0,1),
as=1(0,1,1)?
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2.4 Koordinatentransformationen

Wir wollen die Frage nach dem Einfluss von Koordinatentransformationen auf die Kom-
ponentendarstellung von Vektoren erneut aufgreifen. Dieser ist ja so fundamental, dass
das Verhalten unter Koordinatentransformationen sogar zur Klassifizierung physikalischer
Groflen in Skalare, Vektoren, Tensoren, ...verwendet wurde. Inzwischen haben wir ge-
nug iiber das Rechnen mit Vektoren gelernt, sodass wir die Transformationsformeln genau
untersuchen konnen. Dies lohnt sich aber nicht nur wegen der physikalischen Relevanz,
sondern wir lernen bei dieser Gelegenheit einige Grundregeln iiber Matrizen und Deter-
minanten - oft benutzte Hilfsmittel.

2.4.1 Die Transformationsmatrix

2.4.1.1 Beschreibung einer Koordinatendrehung

Betrachten wir ein Bezugssystem K und @ndern dann seine Lage. Da Verschiebungen im
Raum ohne Einfluss auf Vektoren sind, moge das verdnderte Bezugssystem K’ denselben
0-Punkt haben wie K selbst. Beide Systeme konnen aber gegeneinander verdreht sein.

Das Ausgangs-Koordinatensystem K maoge durch das Dreibein €, €,, €3 repréisentiert
werden. Erinnern wir uns, dass die €; wechselseitig orthogonal sind sowie normiert auf die
Lange 1. Bei der Drehung von K nach K’ bleiben die Bezugsgeraden natiirlich orthogo-
nal, konnen also ebenfalls durch ein orthonormiertes Dreibein charakterisiert werden. Wir
nennen es ¢€;, €5, €5 siche Abb. 2.16.

Sei nun ein Vektor 7 betrachtet. Sein Komponententripel (¥}, X5, X3) im System K un-
terscheidet sich von demjenigen (%], X5,x3), das sich auf K’ bezieht. Es interessiert uns,
wie?

Per Definition der Komponentendarstellung gilt ja 7 = x;€; in bezug auf das Dreibein
{€é;} des Bezugssystems K. Analog gilt aber auch 7 = x/¢/ beziiglich des Dreibeins {¢é’} von
K'. Der Vektor 7 selbst ist unabhingig vom Koordinatensystem, wie wir uns erinnern. Also
gilt x;¢; = x; é;-, ausfiihrlich

X161 + X2€) + X3€3 = X, €] + X5 €y + X3€5 . (2.37)

Dabei denken wir uns etwa die x; in K bekannt, dagegen die x! in K’ noch unbekannt und
gesucht. Es diirfte klar sein, dass die x! von der neuen Lage K’ abhidngen. Man muss also
die neue Lage K’ quantitativ erfassen. Der Trick ist, dass diese quantitative Kennzeichnung
des gedrehten Bezugssystems K’ z. B. so erfolgen kann, dass man die Lage der neuen Ba-
sisvektoren €] im alten System K angibt! Offenbar fixiert die Angabe der 3 Basisvektoren €
eindeutig das neue System K'.

Sei also etwa

E; = aﬂél + aizéz + aig,é}, 5 i=1,2,3, (238)
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Abb.2.16 Drehung eines Koordinatensystems K K
nach K’ -~

die Komponentendarstellung der neuen Einheitsvektoren €} im alten System K, d.h. aus-
gedriickt durch die ;. Die 3 mal 3 Zahlen a;;, wiederum ,,Matrix“ genannt, kennzeichnen
offenbar K’ quantitativ. Jede Lage von K’ induziert via (2.38) eine solche Matrix (a;; ). Somit
bilden diese Matrizen eine Moglichkeit, Koordinatendrehungen zahlenmiflig zu beschrei-
ben. i ist der Zeilenindex, j der Spaltenindex.

Die Bedeutung der Matrixelemente a;; erkennt man, wenn man (2.38) mit ¢; multipli-
ziert

In Worten: a;; ist das Innere Produkt zwischen dem Einheitsvektor in neuer i-Richtung und
dem in alter j-Richtung. - Da sowohl |¢]| = 1 als auch |é;| = 1, ist das Innere Produkt der
cos des Winkels ¢;; zwischen neuer i-Richtung und alter j-Richtung, ndmlich nach (2.25)

ajj =cos@jj . (2.40)

Tatséchlich also beschreibt die Matrix (a;;) alle Winkel ¢;; des neuen Systems K’ relativ
zum alten System K.

Aus der Darstellung (2.40) erkennt man schon, dass nicht jede Matrix (a;;) bei Dre-
hungen auftreten kann. So ist z. B. offensichtlich |a;j| < 1. Aber niitzlicher sind folgende
Eigenschaften: Da die ¢/ normiert sind, muss gelten

€ -¢ =1=al +a},+a}, analogfir i=2,3. (2.41)

Die ¢] sind aber auch wechselseitig orthogonal, sodass

E;'E;:Ozailajl+aizaj2+ai3aj3 i#j. (2.42)
Zusammenfassung
Koordinatendrehungen lassen sich durch Matrizen (a;;) kennzeichnen, die den Bedingun-

gen (2.41), (2.42) geniigen:
airajk = 0ij - (2.43)
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Abb. 2.177 Riumliches Parallelepiped, aufgespannt
durch drei nicht in einer Ebene liegende Vektoren

2.4.1.2 Zuordnung von Drehungen und Matrizen

Wir fragen uns nun, wieweit umgekehrt eine beliebig ausgedachte Matrix (a;;) als Drehung
interpretiert werden kann. Wenn man mittels der Formeln (2.38) aus den €, €5, €3 und einer
zunichst willkiirlichen Zahlenmatrix (a;;) sich drei neue Vektoren zusammenbastelt, so
sind diese offenbar genau dann wechselseitig senkrecht sowie Einheitsvektoren, wenn die
a;; gerade den genannten einschrinkenden Bedingungen (2.41) und (2.42) geniigen. Man
kann sich also ein neues Dreibein vorschreiben, wenn man die a;; unter diesen Bedingungen
wihlt.

Leider ist noch eine Kleinigkeit ibersehen worden. Namlich: Ist das durch willkiirliche
Vorgabe der a;; soeben gewonnene Dreigespann €, €3, €5 auch ein Rechtskoordinatensys-
tem?

Nehmen wir an, das wire so. Dann wechseln wir mal bei den ay, a1, a13 das Vorzeichen,
lassen es aber bei allen anderen a;; unverindert. Dann gilt offenbar (2.41) unverindert
(nur Quadrate gehen ein); ebenso bleibt (2.42) erhalten (+0 = —0). Jetzt aber erhalten wir
—é,, €3, é; was im Gegensatz zu €], €, €; folglich ein Links-System sein muss.

Die Bedingungen (2.41) und (2.42) verméogen also noch nicht zwischen der Transforma-
tion auf ein Rechts-System oder ein Links-System zu unterscheiden. Aber abgesehen von
diesem - gleich zu behebenden - Mangel erkennen wir die Zuordnung:

Jede Drehung induziert eine ,,Drehmatrix“ (a;;) mit Eigenschaften (2.41) und (2.42)
oder zusammengefasst (2.43) und umgekehrt, jede Matrix mit diesen Eigenschaften plus
der noch zusitzlich zu findenden definiert eine Drehung, d. h. Transformation des Koordi-
natensystems.

2.4.1.3 Die Determinante der Drehmatrix
Um die noch fehlende Bedingung zu formulieren, bedienen wir uns des Begriffs der Deter-
minante’ einer Matrix (a;;).

Wir werden spiter, im Abschn. 2.7.2, folgenden Sachverhalt untersuchen: Betrachtet
man zwei Vektoren d und b, so spannen sie ja ein Parallelogramm auf, wenn sie nicht gerade
parallel oder antiparallel sind. Kommt ein weiterer Vektor ¢ hinzu, der nicht in der Ebene
von d, b liege, so spannen alle drei Vektoren zusammen ein raumliches Parallelepiped auf,
siehe Abb. 2.17.

? Der mit Determinanten noch nicht vertraute Leser mdge sich jetzt erst Abschn. 2.6 ansehen.
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Das Parallelepiped hat ein gewisses Volumen V. Dies muss bei Kenntnis der Vektoren
b, ¢ eindeutig berechenbar sein. Denkt man sich die Vektoren jeweils durch ihre Kompo-
nententripel reprisentiert, so muss also V aus den 9 Zahlen a;, b;, ¢;, (i = 1,2, 3) eindeutig
bestimmbar sein. Tatsdchlich gilt (siehe Absatz 2.7.2) die Determinantenformel

ay d; as
V(a,b,&)=| b by bs|. (2.44)
C1 (o) C3

Im Text zur Formel (2.78) wird erklirt, wie man diese Determinante ausrechnen soll.
Wenden wir diesen Sachverhalt speziell auf das vom Dreibein ¢, é,, €5 des Koordina-
tensystems K aufgespannte Volumen an. Es ist sogar ein Wiirfel mit Kantenldnge 1, hat also
das Volumen 1%, d. h. 1. Das ist auch ohne Determinantendarstellung klar.
Doch kann man auch die Formel (2.44) anwenden. Es ist & = (1,0,0),é, = (0,1,0),
¢; =(0,0,1), sodass

V(&1 61, 65) = -1.

S O =
S = O
-_ O O

Wesentlich ist nun die Erkenntnis, dass fiir ein Linkssystem, also etwa €3, €, —€3 die
Formel offenbar gerade -1 ergibt. Die Determinantenformel liefert also das Volumen ein-
schliefSlich eines Vorzeichens.

Betrachtet man nun das durch Drehung von K nach K’ entstehende neue Dreibein
€, €5, €5, so spannt es natiirlich wieder einen Einheitswiirfel auf. Die Komponenten der
¢} sind (a1, aip, ai3), sodass

an  dr a3
Al !
V(e €y6) =| an an axy |. (2.45)

as  asy asz

Da nun der Einheitswiirfel in K infolge der Drehung nach K’ das Volumen beibe-
hilt, muss V (€], €, €5) = 1 bleiben! Es kann insbesondere durch stetige Drehung aus dem
Rechtssystem auch kein Linkssystem werden, dessen Determinantenvolumen ja —1 wire.

Somit haben wir als weitere notwendige Bedingung fiir die Matrix (a;;) einer Drehung
die Beziehung fiir ihre Determinante

Det(aij) =1. (2.46)

Diese Bedingung vermag aber durch das Vorzeichen +1 (und eben nicht —1) ein Rechts-
system von einem Linkssystem zu unterscheiden, sodass sie auch die letzte, noch fehlende
notwendige und hinreichende Bedingung ist, unter der eine Matrix (a;;) als Drehung in-
terpretiert werden kann.

Da offenbar V unter Drehungen invariant bleibt, ist die Funktion der drei Vektoren
V(d, b, ¢) ein Skalar.
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Zusammenfassend stellen wir folgenden Sachverhalt fest:

Die Drehung eines Koordinatensystems K in ein anderes Rechts-Koordinatensystem K’
lasst sich durch eine Matrix (a;;) kennzeichnen, deren Elemente a;; die Richtungs-cos des
neuen Dreibeins, also der €] relativ zu den alten €, sind. Die Eigenschaften dieser Matrix
sind

Orthonormalitit der Zeilen aixajx = 8ij, (2.47a)
Invarianz des Rechtsvolumens Det(a;;) = 1. (2.47b)

Umgekehrt lasst sich jede reelle Matrix (a;;), die die Eigenschaften (2.47) besitzt, als
eine Drehung eines Koordinatensystems deuten, indem man mittels

€ =ajjéj, i=1,2,3, (2.47¢)

aus dem urspriinglichen Dreibein in K das gedrehte Dreibein in K’ bestimmt.

2.4.2 Die Transformationsformeln fiir Vektoren

Nachdem wir eine zahlenméf3ige Darstellung von Koordinatentransformationen in Gestalt
von Drehmatrizen (a;;) haben, kénnen wir leicht die Komponententripel von Vektoren
transformieren. Wir kehren zu der Vektorgleichung (2.37) zuriick, die denselben Vektor 7
sowohl beziiglich der €; als auch beziiglich der €] darstellt.
Um z. B. x{ auszurechnen, bilden wir das Innere Produkt mit ¢]. Da | - &} = €| - €5 = 0,
finden wir
X| = X1€] - €1+ X2€] - €y + X3€, - €3 = X141 + X2412 + X3413 -

Man mache sich die analogen Formeln Klar fiir x) bzw. x5. Man findet als Transforma-
tionsformeln eines Koordinatentripels x; unter einer Koordinatendrehung (a;;) in kurzer
Form zusammengefasst:

Xl{ = a,‘ij . (2.48)

Aber auch die Drehung von K’ nach K, also zuriick, kann man leicht beschreiben. Um
etwa x;, durch das Tripel x! auszudriicken, multiplizieren wir (2.37) mit €.

I o o= o=
X1 = X €1 €t Xe1-€, +Xz€1 - €5

Da das Innere Produkt kommutativ ist, gilt ¢ - é; = é; - €1 = aj;. Also lautet die Riicktrans-
formation:

X| = agXy, . (2.49)

Man muss jetzt tiber den ersten Index summieren.
Es ist etwas unbequem, sich merken zu miissen, iiber welchen Index man nun sum-
mieren soll. Deshalb bezeichnen wir die Transformationsmatrix kurz mit D, ihre Elemente
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hinfort als D;; - folglich D;; = €; - €; - sowie die umgekehrte Transformation von K’ nach
K als die inverse Matrix D™' mit Elementen (D™");;, kurz D,-_jl. Dann ist in Kurzform

x'=Dx bzw. xj=Djjx;, (2.50a)
x=D"x" bzw. x;=Djlx}, (2.50b)
mit Dj =Dy =é- ¢ . (2.50¢)

Merke: Man erhilt die Matrixelemente der zu einer Drehmatrix D inversen Matrix D!
einfach durch Vertauschung der Indizes, d. h. durch Vertauschung von Zeilen und Spalten!
Wenn man in (2.48) die x’ aus den x ausrechnet und sich mittels (2.49) wieder die x aus

den x’ verschafft,
x; = aijxj = a;j(agxy) = aijagx;, (2.51)

so taucht der uns aus der Drehmatrixbedingung (2.47a) bekannte Ausdruck a;jax; = §ix
auf. Es ist also 8;xx; = x{. Das muss offenbar so sein, denn (2.51) besagt doch Folgendes:

Man verschaffe sich aus den x’ mittels D' die y und daraus durch D wieder die x, also
x’' = DD'x’. Dann muss eben wieder das alte Zahlentripel entstehen.

Wenn man seine Phantasie ein wenig spielen lisst, wird man fragen, warum man eigent-
lich von K’ ausgehend nach K und wieder zuriick nach K’ rechnet (K" - K — K’) und
nicht ebenso gut von K ausgeht, dann nach K’ und wieder zuriick nach K, also K - K’ — K.
Evidenterweise muss dann eben das Tripel x iiber x” nach x zuriicktransformiert werden,
x =D'Dx.

Tun wir das mittels (2.48), (2.49), so finden wir

xp = apXy = ag(akixi) = Ag dgixi. (2.52)

Da nun ebenso, wie vorher x| — x/, in diesem Falle x; — x;, muss also analog zur Formel
(2.47a) auch die Summe iiber den vorderen Index das Ergebnis §;; ergeben: §;;x; = x;, wie
gewiinscht.

Eine Drehmatrix erfiillt also auch die Bedingung

Orthonormalitdt der Spalten, —ay;ax; = d;; . (2.53)

Selbstverstidndlich hitte man diese Bedingung ebenso wie die Orthonormalitit der Zei-
len, (2.47a), unmittelbar aus der Definition a;; = €; - €; folgern konnen. Genauso, wie die
a;; die Komponenten des Vektors ¢; im alten System K sind - also a;ja; = €; - €, bedeutet
- kann man sie auch ansehen als die Komponenten des Vektors €; im neuen System K'.
Dann ist a;ja;; = €; - €;; wegen der Orthonormalitét der €; also in der Tat & ;.

Die Orthonormalitit der Zeilen von (a;;) driickt also diejenige des Dreibeins {€}} aus
und die Orthonormalitat der Spalten von (a;;) diejenige von {€;}; ein unsere dsthetischen
Bediirfnisse befriedigendes ,,symmetrisches® Ergebnis.

Es sei abschlieflend noch einmal erinnert an die symbolische Transformationsformel
(2.1) fir Vektoren. Sie diente ja als definierendes Charakteristikum fiir die Vektoreigen-
schaft iberhaupt. Wir kdnnen sie jetzt genau verstehen. Das Symbol Dk i ist aufzufassen als
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Abb.2.18 Drehung eines Koodinatensystems K mit e

(51, é2, 53) nach K’ mit (51’ = e3, Eé = e, ég = *El)

die Drehmatrix D;j, und die ,, Anwendung® auf das Komponententripel x; ist zu verstehen
als ,, Multiplikation mit D;; und Summation iiber j“. Die Formel (2.48) ist die wohldefinierte
Version der symbolischen Transformation (2.1):

l l
X :D,‘ij; Xj:D,‘in.

2.4.3 Beispiele zur iibenden Erlauterung

Einige auch fiir sich niitzliche Beispiele mogen helfen, sich den Umgang mit Koordinaten-
transformationen einzupragen:

1.

Man bestdtige durch Rechnung, dass die Linge von Vektoren bei Drehungen des Koor-
dinatensystems in der Tat unveridndert bleibt.

Sei ein Vektor d gegeben und dargestellt durch sein Komponententripel (ay, a,, as).
Bei Drehung des Koordinatensystems, reprasentiert durch eine Drehmatrix D = (D;;),
transformiert es sich in a] = D;;ja;. Die Linge, ausgedriickt durch die Komponenten, ist
W. Wir rechnen aja} = (Djja;)(Dixax) = DijD;rajar. Wegen der Orthonormali-
tit der Spalten einer Drehmatrix ist D;;Djxa;ax = 0jxajar = aray. Folglich bleibt die

Lange invariant, \/a}a’ = \/acay.

. Durch analoge Rechnung beweise man, dass das Innere Produkt zweier Vektoren ein

Skalar ist, also invariant gegeniiber Drehungen. Wir kennen dieses Faktum schon durch
Diskussion der Definitionsgleichung des Inneren Produktes und bestitigen es jetzt mit-
tels Komponentendarstellung.

ﬁ'~ E’ = a:b: = (D,-jaj)(D,-kbk) = D,-jD,-kajbk = 6jkajbk = akbk = é?)

. Das Koordinatensystem K, reprasentiert durch das orthonormale Dreibein €y, €, €3,

werde so gedreht, dass das neue Dreibein wie in Abb. 2.18 dargestellt liegt. Wie lau-
tet die Transformationsmatrix? Man bestitige ihre allgemeinen Eigenschaften (2.47a)
explizit. Wie grof3 sind die Drehwinkel ¢;;?
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Die Elemente der Drehmatrix D;; ergeben sich aus ¢; - €;. Wir finden

0 0 1
D= 0 10
-1 0 0
Die Zeilennormierung ebenso wie die Spaltennormierung ist erkennbar aus 0% + 0% +
12 = 1 usw. Die Orthogonalitit je zweier Zeilen (bzw. je zweier Spalten) ergibt sich aus
0-0+0-1+1-0=0 usw. Die Determinante ist 0 + 0 + 0 — (-1 + 0 + 0) = 1. Die inverse
Drehmatrix ist
0 -1
1 0
0 0

D=

—_ O O

SchlieSlich bestimmt man die Drehwinkel zu ¢1; = 90°, ¢12 = 90°, @13 = 0° fiir die neue
1-Achse; @21 = 90°, 022 = 0°, 923 = 90° fiir die neue 2-Achse; @3 = 180°, @3, = 90°,
¢33 = 90° fiir die neue 3-Achse.

4. Wir konnen spiter (s. Abschn. 2.7.4, Beispiel 5) mit Hilfe des Aufleren Produktes leicht
folgende Relationen beweisen, die eine Drehmatrix erfiillt und die deshalb hier genannt
werden sollen:

Dy = Dy D33 — D23 D3y,
Diy = Dy3D3 — Dy D33, kurz: Dij = Aij >
D13 = Dy D3y — Dy D3y (2.54)

wobei A;; = (-1)""/ mal Unterdeterminante zu D;; bedeutet.

2.4.4 Die Transformationsformeln fiir Tensoren

Wir kénnen uns jetzt klarmachen, was die symbolische Formel (2.3) fiir Tensoren be-
deutet. Dazu gehen wir aus von dem Beispiel (2.2) eines Tensors, der Verzerrungen oder
Drehbewegungen eines festen Korpers darstellte. Wir bezeichnen ihn im Einklang mit der
allgemeinen Tensorbezeichnung mit A;;.

Der Verschiebungsvektor &; und der Ortsvektor x; stehen nach (2.2) in der Beziehung
&i = Aijx;. Im gedrehten System sind nun & sowie x]'- die zugehorigen Vektortripel. Da-
mit der physikalische Zusammenhang zwischen Verzerrungen und Kriften erhalten bleibt,
muss man auch A;; nach A’ j transformieren, sodass im neuen System die analoge Formel
gilt: & = A};x]. So soll es aus physikalischen Griinden sein!

Da man nun weif3, wie sich die Vektoren transformieren, und man die Invarianz des
Gesamtausdrucks physikalisch vorschreibt, kann man den Zusammenhang zwischen A’ J
und A;; ausrechnen. Das liefert uns an diesem Beispiel das Transformationsverhalten des
Tensors A;; der Verzerrungen.
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Wir rechnen &; = D;;&; = D;j(Aj;x;). Driickt man zwecks leichteren Vergleichs mit der
A’-Formel noch die x; durch die gedrehten Koordinaten aus, x; = Dj;x; (Achtung: gemif3
(2.49) iiber den vorderen Index summieren), so erhilt man

& = Dij(Ajj(Duxy)) = (DijAjiDyp)x), .
Folglich muss die Klammer gerade A’ sein. Es gilt daher die
Tensor-Transformation: Ay = D;jDAj; . (2.55)

Es ist also zugleich beziiglich beider Indizes des Tensors mittels der Drehmatrix zu trans-
formieren, d. h. zu multiplizieren und zu summieren. Gleichung (2.55) ist der exakte Inhalt
der symbolischen Gleichung (2.3).

Allgemeine Tensoren k. Stufe transformieren sich demzufolge so:

A/

jijpii = D Aiiyip- (2.56)

k ik

i ilez i e .Dj

Es ist iiber k Indizes jeweils von i = 1,...,3 bzw. n zu summieren. Das ergibt ausgeschrie-
ben eine Summe aus n* Summanden, z.B. 3> = 9 beim Verzerrungstensor 2. Stufe im
3-dimensionalen Raum. Wer jetzt noch nicht den enormen Vorteil der Summenkonven-
tion erkennt, ...!

Aufgabe
Warum ist das aus den Komponenten zweier Vektoren erstellte # x n-Gebilde (x;y;) ein
Tensor?

Weil es sich wie ein solcher bei Drehungen transformiert, nimlich

!

xi)/; = D,»lekxlyk .

2.4.5 Ubungen zum Selbsttest: Koordinatentransformationen

1 0 0
1. Reprdsentiert die Matrix [ 0 0 1 [ eine Drehung? Falls ja, welche?
0 -1 0

2. Wie lautet die Drehmatrix fiir eine Drehung um die 3-Achse um 45°?
3. Wie heiflen die Vektoren (1,1,0) und (0,1, 1) nach einer Koordinatendrehung, die durch
die Transformationsmatrix D definiert ist?

V2 2
220
0 0 1
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4. Transformieren Sie mit der Matrix D der vorigen Aufgabe den Tensor

%(a+b) %(a—b) 0
A= E(a—b) 3(a+b) 0
0 0 ¢

5. Welches Volumen V spannen die Vektoren €; — €,, €; + €, sowie €; + €, + €3 auf? Be-
rechnen Sie V mit der Determinantenformel und priifen Sie das Ergebnis auf herkomm-
liche, geometrische Art.

2.5 Matrizen

Wir hatten schon einige Male mit dem Begrift der Matrix zu tun. Seine Niitzlichkeit ist also
schon belegt. Deshalb wird es zweckmiflig sein, einmal die Definition von Matrizen und
die Regeln fir den Umgang mit ihnen zusammenzustellen. Dabei werden wir uns so wie
stets bei der Einfiihrung neuer Begriffe von Anwendungsgesichtspunkten leiten lassen.

2.5.1 Definitionen

Esistzweckmiflig, gegeniiber den bisher betrachteten 3x3- bzw. nxn-Schemata von Zahlen
a;j, gleich etwas Allgemeineres zu besprechen.

» Definition Unter einer Matrix A verstehen wir ein Schema

an a4z o A

Asape| @

Ami Am2 = Amn
von m x n Zahlen a;;, bestehend aus m Zeilen und n Spalten. Der erste Index i = 1,...,m
kennzeichnet die Zeilen, der zweite j = 1,. . ., n die Spalten. Die Matrix heif3t vom Typ mx n.

Beispiele solcher Matrizen sind etwa die Drehungs-Schemata in Abschn. 2.4, Verzer-
rungstensoren wie in Abschn. 2.1.3, die Koefhizienten linearer Gleichungssysteme, etc.
Denkt man z.B. an die Drehungs-Matrizen, so werden folgende weitere Regelungen fiir
den Umgang mit Matrizen klar.

Definitionen
1. Zwei Matrizen A und B heiflen gleich,

A=B, wenn ajj=b;, firalle i,j. (2.57)
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Offenbar miissen gleiche Matrizen A und B vom selben Typ m x n sein; (2.57) repri-
sentiert m x n Gleichungen auf einmal. Unter eben diesen Voraussetzungen kann man
ferner definieren:

2. Die Summe zweier Matrizen A und B desselben Types m x n sei
C=A+B, wobei c;j=aj+b furalle 4,;. (2.58a)
Sind zwei Matrizen nicht vom selben Typ, hat das Additionssymbol + keinen Sinn.
Die Addition ist kommutativ: A+ B=B+A. (2.58b)
3. Die Nullmatrix 0 besteht aus lauter Nullen; es ist A+ 0 = A. Bei quadratischen Matrizen,
d. h. solchen vom Typ n x n, tritt oft die Einheits-Matrix 1 auf.
1 0 0 0
00 0 - 0 0 1 0 0
0=1 : , 1=1 0 0 1 0
0 0 0 0 :
00 0 - 1
So wirkt z. B. die oben besprochene Transformation von K nach K’ und wieder zuriick
nach K wie die 1-Matrix. Die Elemente der 1-Matrix sind die Kronecker-Zahlen
1 firi=j
0ij = , 1=(6ij) .
Y {0 firi+j (i)
4. Sei « eine beliebige Zahl, so verstehen wir unter « A die Matrix
xan [24751) Ad1y
aA=| GO G GG g A = (aay) (2.59)
Adpm1 Xdpy - Qdmp
Es soll also jedes Element a;; der Matrix mit & multipliziert werden.
5. Genau bei den quadratischen Matrizen A (also vom Typ #n x n) kann man die Deter-

minante? des Schemas (a; j) bestimmen. Wir bezeichnen sie mit |A| bzw. Det (a;;). Es
ist

|aA] = a”|A], (2.60)
wie spéter bei den Rechenregeln fiir Determinanten klar werden wird.

Es sei angemerkt, dass man auch Vektoren als Matrizen ansehen kam, nidmlich vom
Typ (1 x 3), sofern wir unsere bisherige Bezeichnung verwenden, d = (a3, az, a3). Der

4 Siehe die Fufinote auf S. 66
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Zeilenindex fehlt, da es nur eine Zeile gibt. Manchmal wird die Bezeichnung | a4,
as

bevorzugt; dann ist der Vektor eine Matrix vom Typ (3 x1); der Vektorindex i beschreibt
die Zeilen; ein Spaltenindex wird nicht angegeben, da es nur eine Spalte gibt.
Man erkennt leicht, dass die soeben hingeschriebenen Rechenregeln fiir Matrizen in
Ubereinstimmung mit den vorher speziell fiir Vektoren erklirten stehen. Nicht zuletzt
deshalb trifft man eben genau solche Definitionen!

6. Eine Matrix A’ heif3t die zu A transponierte Matrix, wenn sie aus A durch Vertauschung
von Zeilen und Spalten hervorgegangen ist.

Falls A = (a;;), dann A’ = (a};) = (a;;), d.h. wenn

an o aml
an  diz o A a a
. . . 12 2
A = : : : 5 dann A, = . " . . (261)
Am1 Am2 Amn ' '
An *° Amn

Aus einer m x n-Matrix A wird die n x m-Matrix A’. So lautet z.B. beim Vektor
a

(a1, ay, as) der transponierte Vektor (aj, az,a3) =| a
as

2.5.2 Multiplikation von Matrizen

Wir waren gerade gewahr geworden, dass Vektoren spezielle Matrizen sind. Da wir von
Vektoren wissen, dass und wie man sie addieren und mit Zahlen multiplizieren, aber auch
im Sinne des Inneren Produktes miteinander multiplizieren kann, liegt die Frage nahe: Las-
sen sich auch allgemeine Matrizen miteinander multiplizieren? Falls das sinnvoll erklart
werden kann - was sogleich gezeigt werden wird -, ist das Innere Produkt von Vektoren
wieder ein Spezialfall der allgemeinen Regel?

Vielleicht versucht der Leser sich einmal daran, das Innere Produkt so zu verallge-
meinern, dass eine Regel fiir Matrix-Multiplikation entsteht. — Wir wollen als Leitfaden
die Koordinatentransformationen betrachten, die ja durch Matrizen realisiert werden: Wie
kénnen wir den Fall behandeln, dass man nach der Drehung des Koordinatensystems K in
die neue Lage K’ - dargestellt etwa durch die Drehmatrix D - noch einmal drehen mochte,
etwa nach K''?

Natiirlich muss auch die neue Drehung wieder zu einer Drehmatrix fithren. Ihre Ele-
mente sind die Richtungs-cos der Bezugsrichtungen von K" relativ zu denen von K'; diese
Matrix soll E heiflen. Andererseits kann man aber auch K" direkt auf K beziehen. Das fiihrt
zu einer Drehmatrix F.
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[ ]
*
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|
— — — > - m >

Abb. 2.19 Veranschaulichung und Merkhilfe fiir die Matrixmultiplikation

Es gilt also symbolisch: DK = K', EK’ = K" sowie FK = K”. Nun liefern die hinterein-
ander ausgefiithrten Drehungen K — K’ — K"’ gerade die Transformation E(DK) = K",
sodass man F mit ED gleichzusetzen hitte.

Mit den Transfomationsformeln (2.48) kann man diese symbolischen Gleichungen mit
konkretem Inhalt fiillen. DK = K’ heifit x; = D;;x;; EK’ = K" heifit x}/ = E;x;; nachein-
ander drehen wir so: x;’ = Ej;(D;jx;). Also wird mittels Ey; D;; das Komponententripel
(x;) tibergefiihrt in (x}). Hierbei ist {iber i zu summieren. Es entsteht zu jeder Wahl von
k, j eine Zahl, sodass Ey; D;; ein 3 x 3-Zahlenschema ist, d. h. eine Matrix. Sie muss offenbar
ihrer Konstruktion nach wieder eine Drehmatrix sein, denn sie fiihrt ja das Tripel (x;) tiber
in das Tripel (x}’), das eine andere Darstellung derselben Verschiebung 7 ist. Folglich gilt
Fyj = Eg;Dij.

Hintereinanderausfithren von Koordinatendrehungen fiihrt also auf eine Art von Pro-
dukt von Matrizen! Zu summieren ist itber den Spalten index des 1. Faktors und den Zeilen
index des 2. Faktors. Dies konnen wir nun leicht verallgemeinern.

» Definition Seien A = (a;j) eine my x ny-Matrix und B = (bjy) eine mp x ng-Matrix.
Falls (!) die Spaltenzahl n4 von A sowie die Zeilenzahl mp von B gleich sind, sei unter dem
Produkt von A mit B verstanden die Matrix C = A B mit den Matrix-Elementen

Cik = a,-jbjk . (2.62)

C ist vom Typ my x np d.h. hat die Zeilenzahl der Matrix A und die Spaltenzahl der Ma-
trix B.

Wir veranschaulichen uns die praktische Ausfithrung der Matrix-Multiplikation mit Hilfe
von Abb. 2.19 und prigen uns folgenden Merksatz ein:

Man findet das Matrixelement c;; der Produktmatrix, indem man die Elemente der i.
Zeile des ersten Faktors mit den Elementen der k. Spalte des zweiten Faktors paarweise
multipliziert und dann addiert, wie bei einem Inneren Produkt aus dem ,Vektor der i.
Zeile mit dem ,,Vektor“ der k. Spalte.

Achtung: Die Matrix-Multiplikation ist i. Allg. nicht kommutativ! Schon die Vorausset-
zung gleicher Spaltenzahl des 1. Faktors und Zeilenzahl des 2. Faktors wird i. Allg. nicht
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auch in umgekehrter Reihenfolge erfiillt sein. Es sei z.B. A = [ 31) i ] und B = [ Z ]

Dann ist my x ng = 2 x 2 sowie mp x ng = 2 x 1. Es gilt zwar n4 = mp, und man kann die
my x ng = 2 x 1-Matrix C = A B bilden,

c v 2] vsrze] [V
|3 4f[e6] | 35+46 | | 3
nicht aber das Produkt B A. (Man versuche sich, falls man’s nicht glaubt.)
Doch auch der Verdacht, die Matrix-Multiplikation sei vielleicht wenigstens dann kom-

mutativ, wenn aufler n4 = mp auch noch my = np sei, bestétigt sich nicht. Zwar ist dann
sowohl A B als auch B A tatsichlich bildbar, doch sind diese Produkte i. Allg. nicht gleich.

2
Dies erldutere wieder ein Beispiel: A = [1 2] sei 1 x 2-Matrix und B = [ 3 ] sei 2 x 1-Matrix.

4
6

Wer immer noch die Schuld dafiir, dass die Matrixmultiplikation i. Allg. nicht kommu-
tativ ist, bei der Verschiedenheit von Zeilen- und Spaltenzahlen sucht - die natiirlich sehr
bedeutsam ist — wird Kommutativitét vielleicht bei den quadratischen Matrizen my4 = ny =
mp = npg = n erhoffen. Bei solchen ist mit A B stets auch B A bildbar und beide Produkte
sind wieder n x n-Matrizen. Trotzdem aber sind sie i. Allg. nicht gleich!

Dann ist A B die 1 x 1-Matrix [8], jedoch B A die 2 x 2-Matrix B =

Wieder zeige uns das ein Beispiel. Falls A = [ 31) i ] und B = [ i 2 ], erhélt man

AB:[ 10 3]sowieBA:[ 116

22 29 19 28
Ubung nachzurechnen; vielleicht habe ich mich verrechnet?

Wegen der Besonderheit lohnt es sich, die folgende Bezeichnung zu definieren: Zwei
Matrizen heifSen vertauschbar, wenn A B = B A ist.

Die Multiplikation mehrerer Matrizen A, B, C ist moglich, falls n4 = mp und ng = mc
ist. Man bekommt

], also AB # B A. Dem Leser sei nahegelegt, zur

A(BC) 2 ajj(bjicik) = (aijbji)cix 2 (AB) C. (2.63)

Also gilt das assoziative Gesetz bei mehrfachen Produkten. Das Ergebnis ist eine m4 x n.-
Matrix.

Potenzen A?%,..., A", ... gibt es nur bei quadratischen Matrizen. Es ist A* = (a;;a;x),
usw.

Leicht erkennt man die Richtigkeit der Aussage: Die Matrixmultiplikation ist distributiv:

A(B+C)=AB+AC. (2.64)
Anmerkung

Quadratische Matrizen gleichen Typs n x n bilden eine Menge 2 von Matrizen, {A}, die folgen-
de Strukturelemente hat. Summe und Produkt sind erklart und geben wieder eine Matrix gleichen
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Typs. Die Addition ist kommutativ und assoziativ, neutrales und negative d.h. inverse Elemente
existieren (Moduleigenschaften). Die Multiplikation ist assoziativ und distributiv (wenn auch nicht
kommutativ). Eine Menge 2, deren Elementen diese Eigenschaften zukommen, heifSt ,,Ring®. Die
quadratischen Matrizen n x n bilden also einen solchen Ring von Matrizen.

AbschliefSend sei das Innere Produkt fiir Vektoren, die ja spezielle Matrizen sind, in die all-
gemeine Matrix-Multiplikation eingebettet: Falls A die einzeilige Matrix des Komponententripels
d = (a1, a2, a3) istund B = (by, b2, b3) entsprechend den Vektor b reprisentiert, so gilt

G-b=ab;=AB, (2.65)

wobei B’ die zu B transponierte Matrix ist. Da eine 1 x 3- mit einer 3 x 1-Matrix multipliziert wird,
entsteht als Inneres Produkt eine 1 x 1-Matrix, d. h. einfach eine Zahl.

2.5.3 Inverse Matrizen

Erinnern wir uns nochmals an die Koordinatentransfomationen. Speziell konnten wir
nacheinander von K nach K’ mittels einer Drehung D transformieren und anschlieflend
wieder zuriick. Diese Riicktransformation wird man sinnvollerweise als ,,inverse® Trans-
formation bezeichnen und zum Anlass fiir folgende allgemeine Definition nehmen.

» Definition Eine Matrix heif3t zu einer gegebenen quadratischen Matrix A invers, hinfort
mit A™! bezeichnet, falls sie die Eigenschaft hat

AtA=1. (2.66a)

Diese Bedingung erlaubt es, die inverse Matrix aus der Matrix A = (a;;) eindeutig zu
berechnen, sofern es A™! iiberhaupt gibt. Bezeichnen wir namlich die noch unbekannten
Matrixelemente von A™' mit xy;, so ist die (2.66a) eigentlich eine Zusammenfassung von
n* Gleichungen fiir die n* Unbekannten x;;:

Xikari = 0ijy  5,j=1,2,...,n. (2.66b)

Wie man bei der Untersuchung von Systemen linearer Gleichungen lernen kann, sind die
Unbekannten aus (2.66b) genau dann eindeutig zu berechnen, wenn die Systemdetermi-
nante’, d. h. |A| = Det(a;;), nicht Null ist. Man findet, sofern |A| # 0, folgendes Resultat:

(-1)"7Aji

2.67
] (2.67)

Al= (X,*j) mit Xij =

Dabei ist A;; die Unterdeterminante von A, die man durch Streichen der i. Zeile und j.
Spalte aus der Matrix (a;;) bildet. Man beachte die Vertauschung der Indizes in (2.67)!

> Siehe Fufinote in Abschn. 3
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Es gilt zugleich mit (2.66a) auch die Beziehung
AAT =1, (2.68)

Formal ausgedriickt: Rechtsinverses und Linksinverses sind gleich. Verstindlich gemacht
an Hand der Drehungen: Es ist egal, ob man - wie vorher - von K - K’ — K transformiert
oder - wie jetzt - von K — K — K. Jedesmal ist das Resultat der Hin- und Riick-Drehung
dasselbe und zwar 1, d. h. tiberhaupt keine Gesamtverdnderung.

Schliefllich mathematisch bewiesen: Sei A~! aus (2.66a) bestimmt. Was ist dann A A~'?

Wir bilden A™'(AA™) = (AT A)A™! = 147" = A™!. Da nun auch zu A™! ein Inverses
existieren muss (denn |A™!| # 0, siehe sogleich), welches wir mit (A™")™" bezeichnen wol-
len, kénnen wir hiermit von links multiplizieren und bekommen (A™')'(A™'(AA™)) =
(AH A also ((A™)TA™T)(AA™Y) = 1, somit AA™! = 1, wie behauptet.

Wir lesen aus (2.68) ferner ab, dass A ein Inverses von A~ ist, da es beziiglich A™" die
Bedingung (2.66a) erfiillt. Daher ist

(AHT=4. (2.69)

Warum aber gilt |A™'| # 0? Aus der definierenden (2.66a) folgern wir |[A™' A = |1, also
|A7||A] = 1, folglich |A™"| = 1/|A] # 0, denn die Determinante eines Matrizenproduktes ist
gleich dem Produkt der Einzeldeterminanten, s. Abschn. 2.6

Die Matrizen A mit |A| = 0 heiflen singuldre Matrizen. Eine inverse Matrix zu einer

Matrix A gibt es also dann und nur dann, wenn A nicht singulér ist. A™" ist dann eindeutig
und erfullt (2.66a), (2.68), (2.69).

Die Eindeutigkeit der Inversen ist in den Beweis von (2.68) noch gar nicht eingegangen und
kann leicht so gezeigt werden - sofern man nicht die explizite Berechnung (2.67) glauben will,
auch bevor man sie verifiziert hat —:

Falls es zwei Inverse zu A gibe, genannt etwa B; und B, so ist ja BiA = B, A, also (B; —
B3)A = 0. Multipliziert man mit einem Rechtsinversen, so folgt B; — B, = 0.

3 4 3 4
1-4-2-3=-2ist und die Unterdeterminante von 1 gerade 4, von 2 gerade 3. usw., finden

1 4 -2 -2 1
Al — , also A7'= .
—2[—3 1] o [ 3 L]

-2

1 2 1 2
Als Beispiel bestimmen wir aus (2.67) die Inverse von A = [ ] Da |A| = [ ] =

wir

Man priife, dass tatsichlich A™A = AA™ =1 erfiillt ist.
Fiir die Inverse eines Produktes gilt

(AB)'=B"'A"", (2.70)

sofern |A| # 0 und |B| # 0. Beweis: Aus X(AB) = 1 erhalten wir durch Multiplikation mit
B! von rechts und anschliefend A ebenfalls von rechts gerade X = B! A™!, was zu zeigen
war.
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Analog gilt tibrigens fiir die Transponierte
(AB)' =B'A". (2.71)

Ferner gilt (A™')" = (A”)™". (Beweis?)

Die charakteristische Bedingung (2.53) fiir solche Matrizen, die Drehungen eines Koor-
dinatensystems beschreiben, vergleichen wir einmal mit der (2.66b), die die Elemente der
inversen Matrix bestimmt. Offenbar ist x;; = ay; eine Losung; da es nur genau eine Losung
gibt, ist also die zu einer Dehnung D = (D;;) inverse Matrix gerade D™' = (D;).

Bei Drehmatrizen gilt daher speziell

D'=D". (2.72)

Umgekehrt ist fiir solche Matrizen A, die (2.72) erfiillen, die Orthogonalitit der Spalten
zu erschlieflen; aus AA™ = 1 auch diejenige der Zeilen und damit (2.47a). Da (s. Ab-
schn. 2.6) |A’| = |A| ist, lernen wir aus |A™' A| = 1 unter der speziellen Voraussetzung (2.72):
1=|D’||D| = |D|, also | D| = +1. Genau im Falle +1 wird also auch (2.47b) erfiillt.

Folgerung

Unter den nicht singuldren Matrizen vom Typ n x n sind genau solche zur Beschreibung von Dre-
hungen zu verwenden, fiir die |D| = 1und D' = D’ ist. Man nennt solche Matrizen ,,orthogonale®
Matrizen.

Kehren wir noch einmal kurz zuriick zur eingangs geschilderten Multiplikation zweier Drehma-
trizen E D. Ist es auch formal zu erkennen, dass dieses Produkt wiederum eine Drehmatrix darstellt,
frither F genannt?

Zwecks Priifung bilden wir (E D)™" und erhalten D™'E™" = D'E’ = (ED)’. Gleichung (2.72)
wird vom Produkt also erfiillt. Ferner ist [ED| = |E||D| = 1-1 = 1. Tatsédchlich also ist E D eine
Drehmatrix.

Hinweis

Fiir nicht quadratische Matrizen A gibt es i. Allg. keine Matrix A™', die sowohl A™'A = 1 als auch
AA™! = 1 erfiillt. Fordert man nur A™'A = 1, so gilt: Fiir eine m 4 - ny-Matrix A ist A eine ny - my-
Matrix; A~ ist unterbestimmt, falls m, > ny4, jedoch iberbestimmt, falls m4 < #n4. Genau eine
Losung fiir A~ gibt es nur bei my = na, |A| 0.

2.5.4 Matrizen - Tensoren - Transformationen

Wir haben drei wichtige Begrifte ausfiihrlich untersucht: Matrizen, Tensoren und Transfor-
mationen. Zwar wurden sie alle klar definiert, doch wegen ihrer duflerlichen Ahnlichkeit
verschwimmt manchmal fiir den Lernenden die saubere begriffliche Trennung. Daher ver-
gleichen wir die drei Begriffe noch einmal zusammenfassend.

Eine Matrix ist ein Zahlenschema, bestehend aus n - m Zahlen a;;, angeordnet in m
Zeilen (indiziert durch i) und n Spalten (indiziert durch j).



2.5 Matrizen 81

Ein Tensor ist ein physikalisches Objekt, das durch bestimmtes Verhalten bei Koordina-
tendrehungen definiert ist. Insbesondere Tensoren 2. Stufe werden in einem jeden einmal
gewihlten Koordinatensystem durch eine n x n-Matrix reprasentiert, also ein Zahlensche-
ma.

Eine Transformation ist eine Verdnderung des Koordinatensystems. Das Dreibein
(€1, €2, €3) eines Systems K wird iibergefithrt in (€], €5, €;), welches ein neues System
K’ definiert. Man kann eine solche Transformation durch die Angabe der Richtungs-cos
des neuen relativ zum alten Dreibein quantitativ erfassen. Die 3 x 3-Zahlen D;; = ¢€; - ¢;

bilden als Zahlenschema eine Matrix.

2.5.5 Beispiele zur iibenden Erlduterung

1. Addition von Matrizen und Multiplikation mit Zahlen.

1 0 4 -5 2 -4 -4 2 0
7 -3 0 |+] -5 3 4 | = 2 0 4
0 2 1 1 -1 0 1 1 1
6 -2 8
Fur die Differenz findet man| 12 -6 -4
-1 3 1
1 0 4 -5 2 -4
31 7 - 0 |-2| -5 3 4
0 2 1 1 -1 0
3 0 12 10 -4 8 13 -4 20
=21 -9 0 |+|] 10 -6 -8 |-= 31 -15 -8
0 6 3 -2 +2 0 -2 8 3
_ X 5
2 0 %
2. Ist die Matrix D = 0 -1 0 [eine orthogonale Matrix?
_\V3 1
| 772 0 2
Dazu miissen wir z. B. D’ mit D! vergleichen sowie |D| = 1 pritfen. - Die transponierte
S 3
; 0 %
Matrix lautet D’ = 0 -1 0 [. Um die inverse Matrix zu finden, benéotigen wir
VAR 1

) 2 |
sowieso die Determinante. Sie lautet (bei Entwicklung nach der Sarrusschen Regel):, vgl.
auch Abschn. 2.6.

|D|:%(—1)(%)+0+0—(-?)(_1)(£)_0_0:_

L

2

|
NN
Il
|
—
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Um D! vollends zu bestimmen, benétigen wir noch die Unterdeterminanten von D.
Sie lauten:

1 0 0 0 0 -1 V3
D11=‘ 0 1 =-1/2, D12=‘ 5 1 |70 D13=‘ A ‘——7,
2 2 2 P
V3 1 4 1
0 5| - 2 T3 |2 - 2 -
Doy = 0o 1 =0, Dxn= NG y |=L Dus=| A =0,
2 7 2 2
0 +83 +/3 1 4 1 1
Dsi = 2 |=2Y2 Dyp=| 2 2 |=0, Dy=]| 2 =——.
31 ‘7 0 2 32 2 0 0 33 0 -1 3

1 V3 1 V3

2 0T 2 0 -7
D‘lz—l 0 1 0 |= 0 -1 0
- V3 1 /3 1
-7 0 7 0 3

Folglich gilt zwar D! = D', jedoch |D| = —1. Also ist D keine Drehung eines Rechtssys-
tems in ein Rechtssystem. Wohl aber sind die Spalten unter sich sowie die Zeilen unter
sich orthonormiert.

Um eine Deutung der obigen Matrix D zu gewinnen, definieren wir D;jé; =: ;. Die
{a)} sind wegen der Orthonormalitit von D drei zueinander senkrechte Einheitsvekto-
ren. Die Matrixelemente D;; sind offenbar die cos der Winkel zwischen {4} } und {¢;}.
Die Matrix dieser Winkel ¢;; lautet daher

60°  90° 30°
(pij)=| 90° 180° 90°
150°  90° 60°

Wir lesen hieraus folgende anschauliche Deutung einer Transformation mit D ab: d;
liegt in der 1-3-Ebene, jedoch gegeniiber ¢; um 60° gedreht. Auch aj ist in dieser Ebene,
ebenfalls um 60° gegeniiber €3 gedreht, d; jedoch ist gerade die Spiegelung von €, am
0-Punkt.
Eine Drehmatrix wiirde man z. B. erhalten, wenn man €5 = €, gelassen hitte. Dann ist
@22 = 0° anstelle von 180°, und in der Mitte von D steht +1 statt —1.

3. Die 6 Matrizen

10 0 P | -1 4 -5
A=l 0 1 0|, A=l 2 -1 2|, As=| 0 1 0|,
[0 0 1 [ 1 -1 0 | | 0 0 1
[ 2 7 -1 (1 2 -7 [ -1 6 12
Ag=| -2 7 12|, As=|2 -1 2|, Ag=| 2 7 -12
| -1 3 -5 [ 1 -1 o0 | | -1 3 -5
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haben die Eigenschaft, dass das Produkt von je zweien wieder eine der 6 Matrizen ist.
Man verifiziert z. B. nach (2.62), dass A;A; = A, ist. Ferner A3 A, = As. Folglich ist die
Multiplikation nicht kommutativ. Fiir A3 erhilt man A;. Offenbar ist fiir alle i AjA; =
A;A; = A;, d.h. A; wirkt beziiglich der Multiplikation wie ein neutrales Element. Aus
A§ = A; = 1schlieffen wir, dass zu A ein Inverses existiert und A3' = A5 ist.
In der Menge {A;, Az, ..., Aq} dieser Matrizen existiert also eine Verkniipfung, defi-
niert durch Matrix-Multiplikation, die je 2 Elementen wieder ein Element der Menge
zuordnet; die Verkniipfung ist assoziativ (da Matrix-Multiplikation das ist); es existiert
ein neutrales Element, ndmlich A;, und schlieSlich kann man zu jedem A; ein geeigne-
tes A; finden, so dass A;A j = Ay, d.h. jedes A; hat ein Inverses. (Man findet entweder
durch direkte Konstruktion oder durch Ausprobieren, welche A; jeweils geeignet sind.)
Die Menge dieser 6 Matrizen bildet also eine Gruppe von Matrizen. Sie ist endlich und
nicht kommutativ.

4. Eine wichtige Zahl, die man jeder quadratischen Matrix zuordnen kann, ist ihre ,,Spur®.
Sie ist definiert als Summe der Diagonalelemente: SpA := a;;. Man zeige

Sp(AB) =Sp(BA), (2.73a)

Sp(DAD™) = SpA . (2.73b)

Zu 2.73a: Es ist Sp(A B) = Sp(aijbjx) = axjbji sowie Sp(BA) = Sp(bijajx) = byjajx.
Durch Umtaufen der Summationsindizes erkennt man die Behauptung.

Zu 2.73b: Mittels 2.73a erhalten wir Sp(DAD™) = Sp(D™'DA) = SpA. - Allgemein darf
man die Reihenfolge der Matrizen unter einer Spur zyklisch vertauschen. Dies gilt auch
dann, wenn das Matrizenprodukt ansonsten nicht vertauschbar ist. In unserem Beispiel
3 ist etwa nachzurechnen, dass Sp(A,A3) = SpA4 = 0 sowie Sp(A3A,) = SpAs = 0 ist.

2.5.6 Ubungen zum Selbsttest: Matrizen

1. Wie lautet die Formel, mit deren Hilfe man bei einer Koordinatentransformation mit
Matrix D das alte Dreibein €, €,, €3 durch das neue éj, €3, €5 ausdriicken kann? (Man
erweitere Formel (2.47¢).)

2. Man bestimme a(A + B), A +0,0- A fiir Matrizen A, B, .. ., die Nullmatrix und Zahlen
a,...

Wie lautet die Summe der Matrizen

5 -2 1 0 0 8§ 4 2
A+B+C= 1 3 0|+ 0 1 0 |- 4 -8 16 [=2
-4 2 0 0 0 1 -1 4 12

Gilt das Assoziativgesetz? Berechnen Sie die Determinanten dieser Matrizen.
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3. Die Menge der n x m-Matrizen mit Elementen a;; € K bilden einen K-Modul.

4. Berechnen Sie verschiedene Produkte der obigen Matrizen, etwa A B, AC, C A, BA, A?,
B",ABC, CBA.

5. Ein Produkt aus zwei Matrizen kann 0 sein, obwohl beide Faktoren es nicht sind. Un-

tersuchen Sie A Bund B A, fallsA:[ (; g ]undB:[ 3 8 )

6. Man beweise (A7) = (A")7L.

7. Man zeige (A’)' = Aund (AB)’ = B'A’.

8. Seien D und E zwei Drehungsmatrizen. Man berechne die Matrixelemente des Produk-
tes und zeige, dass diese sowohl zeilenweise als auch spaltenweise orthonormal sind.

2.6 Determinanten

Ein niitzliches Hilfsmittel, um Formeln elegant schreiben (aber auch memorieren) zu
kénnen, sind Determinanten. Wir sind ihnen schon mehrfach begegnet. Thre besondere
Brauchbarkeit erfahrt man spétestens bei der Losung linearer Gleichungssysteme (wie z. B.
bei der Berechnung der inversen Matrix in (Abschn. 2.5.3). Jetzt soll ohne weitere Moti-
vation definiert werden, was man unter der Determinante einer Matrix (a;;) versteht und
welche Eigenschaften Determinanten haben.

2.6.1 Definition

» Vorléufige Definition Unter der Determinante der nx n-Matrix A = (a;;), gekennzeich-
net durch das Symbol |A|, Det(a;;) oder |a;j|, verstehen wir die durch folgende Vorschrift
zu berechnende Zahl:®

an 4 a1z o din
dz1 Az dzz 0 Ao

|Al=| as a3 ass - azy |=anAu - anApn +aA - +..aAL . (2.74)
Anl  Ap2  Au3z " Qap

Dabei sei Ay, genannt Unterdeterminante, die aus |a;;| dadurch hervorgehende Determi-
nante, dass man die Zeile k und die Spalte [ streicht. Falls n = 1 ist, sei die Determinante
das Matrixelement selbst.

Die Definition ist also rekursiv. Sie fithrt eine Determinante n. Grades auf eine Summe iiber
Determinanten (7—1). Grades zuriick. Bevor wir einige allgemeine Regeln fiir Determinan-

® Man verwechsle die | |-Zeichen von Determinanten nicht mit dem Symbol fiir den absoluten Betrag
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ten zusammenstellen, machen wir uns an einigen, uns spéter besonders interessierenden
Beispielen klar, was die Definitionsformel (2.74) aussagt.

Am einfachsten wire eine 1 x 1-Matrix (ay; ). Ihre Determinante ist definitionsgemif3
an. Der Begriff wire fiir n = 1 offenbar unniitz. Fiir n = 2 bekommen wir

an  an
= andy — apdy - (2.75)

az az

Spitestens bei n = 3 erkennt man den zweckmifligen, tibersichtlichen, zusammenfassenden
Charakter der Determinante einer Matrix (a;;). Sie lautet:

an  diz a3

azy azs az dzs az a4z

dz1 Az a3 an —an +a

asy adsz asy  asz asy  asp

asy das  ass
6111(61226133 - 0236132) - 6112(61216133 - 61236131) + 6113(61216132 - 61226131)

anarassz — anazsasz — djpdzasz + dpdrs3as;

+ aj3azas; — 13422031, (2.76)

Hieraus erkennen wir 1. die allgemeine Struktur der Summanden, aus denen Determi-
nanten bestehen und 2. die besonders einfache Struktur der Determinante 3. Grades, die
ein vereinfachtes Rechenschema ergeben wird.

Zul.

Offenbar besteht jeder Summand aus 3 Faktoren. Allgemein sind es n Faktoren, namlich:
Schliefle mittels der vorldufigen Definition (2.74) von # auf n + 1. — Jeder Summand enthilt
aus jeder Zeile i genau einen Faktor, lautet also a;.a,.a;5.. Auch dies gilt allgemeiner bis
... ay,., wie die gleiche Schlussweise lehrt. — Endlich kann jeder Summand auch nur einen
Faktor aus jeder Spalte j haben, wie obiger Fall n = 3 explizit zeigt und die Induktion von
n auf n + 1 verallgemeinert. Jedoch kommen die Spaltenindizes j = 1,2, 3 in verschiedener
Reihenfolge vor. Offenbar treten alle méglichen ,,Permutationen® auf, insgesamt 3! Stiick,
also1-2-3 = 6 Anordnungen.

Wieder kann man auf n verallgemeinern: Es kommen dann n! =1-2-3-...-n An-
ordnungen der n Ziffern 1 bis n vor. Eine Determinante n. Grades besteht daher aus #!
Summanden - schon ab # > 4 eine Sisyphusarbeit, sie alle hinschreiben zu miissen. Es ist
1'=1,2!=2,3! =6, 4! =24, 5! = 120, 6! = 720, usw.

SchlieSlich haben wir noch ordnendes Verstdndnis in die Vorzeichen zu bringen. Ein
»+“-Zeichen steht offenbar stets vor dem Glied ajjazass...a,,. Es kennzeichnet im
Determinantenschema die sog. ,,Hauptdiagonale®. Ist ein benachbartes Zahlenpaar beim
Spaltenindex j vertauscht, so wechselt das Vorzeichen. Bei n = 3 ist das der Wechsel von
der ,natiirlichen Reihenfolge j = 1,2, 3 der Spalten zu 1, 3,2 oder 2,1, 3 (unterstrichen ist
die jeweils nicht vertauschte Spalte). Wechselt man in einer dieser neuen Anordnungen
erneut ein benachbartes Spaltenindex-Paar aus, so gibt diese ,,Iransposition® — sofern sie
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tiberhaupt etwas Neues liefert — wieder einen Vorzeichenwechsel, insgesamt also wieder +,
wie bei der natiirlichen Reihenfolge. Im Beispiel n = 3 wire das aus 1, 3, 2 gerade 3,1, 2 so-
wie aus 2, 1, 3 gerade 2, 3,1, ansonsten nichts Neues. Durch nochmalige Transposition findet
man nur noch eine neue Anordnung, 3,2, 1; sie triagt (-1)* = -1 als Vorzeichen, da 3-mal
umgestellt wurde.

Das Vorzeichen eines Gliedes findet man also so: Man zerlege eine Anordnung, genannt
eine Permutation der n Spalten-Indizes 1,2, ..., n in sukzessive Transpositionen, d.h. Ver-
tauschungen genau eines benachbarten Indexpaares. Geht dieses mittels einer ungeraden
Anzahl von Schritten, ordne man -1 als Vorzeichen zu; bei einer geraden Zahl dagegen +1.
Wir kiirzen das ab durch das Symbol (-1)? fiir jede Permutation P. Zur Beruhigung iiber-
lege man sich die Richtigkeit des Satzes: Erreicht man eine Permutation P auf eine Weise
durch eine (un-)gerade Zahl von Transpositionen, so ist jede Weise, zu P zu gelangen,
(un-)gerade. - Deshalb ist (-1) eindeutig.

Fassen wir unsere Uberlegungen zusammen, so kdnnen wir eine Determinante als Sum-
me iiber permutierte Anordnungen (symbolisiert durch P) der Spaltenindizes schreiben.
Da diese Darstellung sich besser zur Begriindung allgemeiner Determinanteneigenschaf-
ten eignen wird, als die etwas speziell wirkende vorldufige Definition, wihlen wir diese von
LeiBN1z stammende Form als endgiiltige Charakterisierung.

» Definition Die ,,Determinante” |a;j| einer nx n-Matrix (a;;) ist die Zahl |A| = Det(a;;) =
|aij, erklart durch

|A| = Z(—l)P aljl,azjz,...anjn, (277)
P
die durch Summation {iber alle n! Permutationen ji, 2, ..., j, der Spaltenindizes aus der

»hatiirlichen® Reihenfolge 1,2, . .., n entsteht.

Zu2,

Aufler dieser schoneren, symmetrischeren Darstellung der Determinante gewinnen wir
aber durch Betrachten des speziellen Beispiels n = 3 in (2.76) noch ein bequemes, oft be-
nutztes Schema zur Berechnung einer Determinante 3. Grades.

» Sarrussche Regel fiir Determinanten 3. Grades:

an an ai an an a3
N N N N v v v Vd
|ai]-| = as an az - azi az azs . (278)
N N N N 2 7 7 7
asi asz ass asi asz ass

Man erhilt die 3 Summanden, vor denen ein Pluszeichen steht, durch Produktbildung par-
allel zur Hauptdiagonalen (linkes Schema) und diejenigen, vor die ein Minuszeichen zu
setzen ist, durch Produktbildung parallel zur Nebendiagonalen (rechtes Schema).
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Bemerkung

Dieses spezielle Verfahren klappt nur bei Determinanten 3. Grades. Fiir n # 3 (also auch bei n = 2)
stimmt weder die Zahl der Glieder des Sarrusschen Schemas, ndmlich 2 - # statt n!, noch i. Allg. das
Vorzeichen.

2.6.2 Eigenschaften von Determinanten

Mittels der definierenden Darstellung (2.77) einer Determinante verstehen wir leicht fol-
gende Eigenschaften von Determinanten:

1. Eine Determinante |a;;| ist homogen im Bezug auf die Elemente einer Zeile oder einer
Spalte. Das heif3t: Multipliziert man eine Reihe mit einer Zahl A, so hat man die Deter-
minante mit A zu multiplizieren.

an (VI ain an  anp o Qi
)La21 Aazz )Laz,, = A any ajy Arn (279)

Denn: Da jeder Summand der Determinante (2.77) genau ein Element aus jeder Spal-
te bzw. Zeile enthilt, kann man A aus der Summe ausklammern. - Kommt A vor den
Elementen in mehreren Reihen vor, tritt es entsprechend oft als Faktor vor |a;;| auf. Ins-
besondere ist

|(Aaij)| = A"|aij| . (2.80)

2. Eine Determinante ist (mit derselben Begriindung) additiv in Bezug auf die Elemente
einer Zeile oder Spalte.

antan apptdip 0 diptdig
azi azy An | =
an  di o dig an  di o din
dz1 Az - dyn |t A A2t Qp (2.81)

3. Eine Determinante wechselt das Vorzeichen, wenn man zwei benachbarte Spalten
miteinander vertauscht. Als Beispiel seien die beiden ersten Spalten vertauscht, doch
diirften es auch zwei beliebige andere, jedoch benachbarte Spalten sein.

an adn ap  an
ax 4z | _ | 422 4 (2.82)
as asy - asy as; -
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Denn die spaltenvertauschte Determinante ergibt gemif3 (2.77) eine Summe, in der ge-
geniiber der urspriinglichen - nicht vertauschten - Form jeder Summand genau eine
zusitzliche Transposition erfahren hat. Folglich kann man sie durch diese Transposi-
tion in die alte Form bringen, was jedem Summanden einen Faktor -1 gibt, den man
ausklammern kann.

Es sei bemerkt, dass (nach WEIERSTRASS) die Eigenschaften 1. bis 3. fiir eine ganze ratio-
nale Funktion f(a;;) von n® Variablen a;; diese bis auf einen Faktor eindeutig festlegen.
Man kann daher Determinanten auch durch die Forderungen 1. bis 3. definieren, wenn
man den offenen Faktor noch durch die Bedingung |8;;| = 1 festlegt.

Eine beliebige Reihenfolge der Spalten kann man durch sukzessive paarweise Spal-
tenvertauschung gewinnen. Jede solche Nachbarn-Transposition der Spalten gibt einen
Faktor (-1).
4. Die Determinante der transponierten Matrix A’ = (a;;) stimmt iiberein mit der Deter-
minante von A = (a;;) selbst
|A"] = 4] . (2.83)

Anders ausgedriickt: Eine Determinante verdndert nicht ihren Wert, wenn man die Zei-
len mit den Spalten vertauscht.

Denn: Sortiert man in der definierenden Gleichung (2.77) in jedem einzelnen Sum-
manden die Faktoren gerade so um, dass die Spaltenindizes j, ... j, in die natiirliche

Reihenfolge 1,...,n kommen, so muss man dadurch zwangsldufig die Zeilenindizes
i=1,2,...,naus dieser natiirlichen Reihenfolge in eine entsprechend permutierte, etwa
i1, iy, ..., i, bringen: ayj, asj,,...anj, = ai1, Aiy2s - .- ai,,. Dadurch dndert sich nicht

der Faktor (-1)”, denn die Anzahl der Transpositionen der Zeilenindizes ist natiirlich
dieselbe wie die der Spaltenindizes vorher. Somit kann man statt (2.77) auch schreiben

laijl =Y (-1) i aia. .. ain - (2.84)
P

Gerade diesen Ausdruck aber erhilt man, wenn man |A’| entsprechend der Definitions-
gleichung (2.77) direkt hinschreibt.

5. Man kann zur Berechnung einer Determinante nicht nur nach der ersten Zeile ,,entwi-
ckeln®, wie es in der vorldufigen Definition (2.74) hingeschrieben worden ist. Ebensogut
kann man nach jeder beliebigen anderen Zeile k entwickeln! Dazu fithre man in Ge-
danken zunichst einige Transpositionen durch, bis die k. Zeile als 1. Zeile erscheint
(wodurch ein Faktor (~1)*! entsteht). Dann wird wie vorher entwickelt. Somit’

Al = (<) (anAu - andi + = ...+ i) -
Es ist bequem, dieses als Summe so zu schreiben:

Al =2 (-1 agAy; - (2.85)

J

7 .
Summenkonvention aufSer Kraft!
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k kann jede beliebige der n Zeilen sein, Ay; ist die zu ay; gehérige Unterdeterminante,
die aus |a;j| durch Herausstreichen der k-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.
Oft ist es viel bequemer, nach einer anderen als der ersten Zeile zu entwickeln (s. Ab-
schn. 2.6.3, Beispiel 1), sodass diese Regel 5. von einiger praktischer Bedeutung ist.

6. Eine Determinante kann nicht nur nach jeder beliebigen Zeile, sondern auch nach jeder
beliebigen Spalte entwickelt werden

Al = 3 (D) auAi . (2.86)

Dies folgt aus 4. und 5. k ist fest,® beliebig, d.h. k = 1 oder 2 oder ...n. Zeilen und
Spalten einer Determinante sind folglich vollig gleichberechtigt. Wir kénnen je nach
ZweckmafSigkeit nach einer Zeile oder einer Spalte entwickeln.

7. Sind die Elemente einer Reihe denen einer parallelen anderen Reihe proportional (,,Rei-
he“ kann Zeile oder auch Spalte heiflen), so ist die Determinante Null.
Denn: Sei etwa ay; = Aaag, a2 = Adas, ... d. h. seien die beiden ersten Zeilen einander
proportional. Dann kann man A aus der Determinante herausziehen (gemif} (2.79)) und
behilt eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen. Folglich andert sich nichts bei Ver-
tauschung dieser gleichen Zeilen, obwohl andererseits nach 3. das Vorzeichen wechseln
muss: |A| = —|A|. Folglich muss |A| = 0 sein.

8. Als oft verwendete praktische Nutzanwendung leite man aus dem Gelernten folgende
Aussage her:

» Satz Eine Determinante andert sich nicht, wenn man die mit A multiplizierten Glie-
der einer Reihe zu denen einer parallelen Reihe addiert, z. B.:

an  di o A an+Aay ap+>Aan - a+Aaz,
dzr Az 0 dop | azl az azn (2.87)
anl an e Ann anl an e Aun

9. Als letzte der oft benutzten Eigenschaften von Determinanten muss folgende aufgezahlt
werden.

» Multiplikationstheorem Sei eine Matrix C das Produkt zweier Matrizen A und
B, d.h. ¢ij = ajkbyj. Dann ist die Determinante von C das Produkt der Faktor-
Determinanten

ICl=[AB| = |A|[B] . (2.88)

8 Summenkonvention aufler Kraft!
¥ Man beachte wieder die Summenkonvention.
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Ein Beweis kann etwa entlang folgender Argumentenkette gefithrt werden: Es hat |C| die
Eigenschaften 1, 2 und 3 als Funktion der c;j, aber auch als Funktion der a;, bei festgehal-
tenen Werten by ;. Homogenitit und Additivitit — zusammen kurz ,,Linearitit“ genannt
- bzgl. der a;; sieht man aus ¢;; = a;xby; sofort; vertauscht man zwei Zeilen i und i,
in (a;x), so vertauschen offenbar auch die entsprechenden Zeilen in (c¢;;), wodurch |C|
einen Vorzeichenwechsel erleidet. |C| ist deshalb als Funktion der n*-Variablen a;; bis
auf einen Faktor gleich der Determinante aus den a;, wie es der oben genannte Satz von
WEIERSTRASS (s. Abschn. 3) sagt: |C| = const |A|. Wihlt man nun speziell fiir A die Ein-
heitsmatrix, so ist |A| = 1 sowie C = 1B = B, d.h. const = |B|.

2.6.3 Beispiele zur iibenden Erlauterung

Es seien einige spezielle Determinanten, verkniipft mit niitzlichen allgemeinen Aussagen
zum Trainieren der Determinantenregeln besprochen:

2
Al=| -2 1
1

Man findet durch Entwickeln nach der 1. Zeile

1 4 -2 4 -2 1

10 00 01
=1(0-4)-2(0-0)+3(-2+0) = —4—-0—6 = —10.

’_2.’

Viel bequemer wire es gewesen, nach der 3. Zeile zu entwickeln, weil dort einige Nullen
stehen:
1 3

4 |to=-(are)=-10.

|A|:0—1-‘

Nach der (bei Determinanten 3. Grades i. Allg. bevorzugten) Regel von Sarrus erhalten
wir die 6 Summanden
|A|=1-1-0+2-4-0+3-(-2)-1-0-1-3-1-4-1-0-(-2)-2= -6 —4 = —10.

2. Um die Vereinfachung von Determinanten hoheren Grades mittels der Eigenschaft 8 zu
proben, bestimmen wir

A =

—_— N R
—

B - O W
—_
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mit einer vollig willkiirlich ausgedachten Matrix A. Zunéchst subtrahieren wir z. B. das
Doppelte der 2. Zeile von der 1. Zeile

-7 0 3 2
4 1 0 1
A =
| | 2 1 -2
1 -1 4 3
Nun z. B. die 2. Zeile zur 4. Zeile addieren
-7 0 3 2
4 1 0 1
Al = ~
2 3 1 2
5 0 4 4
Jetzt die dreifache 2. Zeile von der 3. Zeile abziehen
-7 0 3 2
4 1 0 1
Al=1] _ -
10 0 1 5
5 0 4 4

Natiirlich wird man diese 3 Schritte bei einiger Ubung auch gleich auf einmal machen.
- Jetzt wird man nach der 2. Spalte entwickeln und bekommt nur einen Summanden

-7 3 2
|Al=+1-| -10 1 -5
5 4 4

Man ziehe nun z. B. die 2. Spalte von der 3. Spalte ab

-7 3 -1
Al=| -10 1 -6
5 4 0

Nach Abziehen des 6-fachen der 1. Zeile von der 2. Zeile entsteht

-7 3 -l
|A|=| 32 -17 0
5 4 0

Entwickeln nach der 3. Spalte ergibt

|A] = +(-1) - ‘ 3? _IZ ‘ =—(32-4-5(-17)) = (128 + 85) = 213 .
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Das Prinzip ist es, eine Determinante hohen Grades durch geeignetes Addieren von Viel-
fachen von Spalten oder Zeilen so umzuformen, dass in einer Reihe nur gerade noch ein
Element von Null verschieden ist. Genau nach dieser Reihe entwickelt man dann. Da-
durch erniedrigt sich der Grad sofort um 1, usw.

. Wir hatten gelernt, dass man nach beliebigen Zeilen oder Spalten entwickeln kann. For-

mel (2.85) z. B. kann man wie ein Inneres Produkt aus dem Vektor der k-ten Zeile mit
dem aus den zugehorigen Unterdeterminanten gebildeten Vektor (~1)%~7A; j verstehen.
j spielt die Rolle des Vektorkomponenten-Index. Analog kann man aber auch mit an-
deren solchen Adjunktenvektoren multiplizieren. Man erhalt:

S (D)7 aj;Ax; = dulA|  (Zeilen), (2.89a)
j
S (-1)"Fa; Ay = 8ilA|  (Spalten). (2.89b)

Dies erkennt man so: Falls | = k, stehen die uns vertrauten Darstellungen einer Determi-
nante da. Falls dagegen [ # k, kann man die Summe deuten als diejenige Determinante,
in der die k. Zeile durch die I. Zeile ersetzt worden ist. Da dann aber zwei gleiche Zeilen
vorkommen, muss die Determinante Null sein.

. Um auch den Multiplikationssatz zu iiben, zeige man: Die aus den Unterdeterminanten

einer Determinante #. Grades gebildete Matrix A := ((~1)7/A;;) hat die Determinante
|A|n—1'
Denn es ist offenbar mittels (2.89a) und (2.89b) A A’ = (|A|9; j)> also = |A|L Folglich ist
|AA| = |A]" - 1. Die linke Seite ist aber nach (2.88) zu faktorisieren nach |A A| = |AJ|A].
Somit
|A] = |(-1)" Ay = A" (2.90)

Man beachte, dass [A1] = A" ist, da aus jeder Zeile der Faktor A herauszuziehen ist, sie-
he (2.80).

2.6.4 Ubungen zum Selbsttest: Determinanten

a b 0 0 a b 0 0
a 0 b O . a 0 b O s
a 0 0 b v 0 a 0 b ’
0 a 0 b 0 0 a b

1 2 3

32 11]=¢?

2 1 3
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3. Man zeige, dass

a b c d
O G
-d -c b a

Man multipliziere dazu mit der transponierten Matrix.

4. Gegeben sei eine antisymmetrische Matrix A = (a; j) (d.h. a;; = —aj;) vom Grade n.
Man beweise, dass |A| = 0 ist, falls n ungerade. (Beispiel: Matrix einer Drehbewegung
eines Korpers im dreidimensionalen Raum.)

Anleitung: Vergleiche mit transponierter Matrix.

5.
1 » 0 0 0
-1 1 22 0 -0
0 -1 1 3 - . .0 .
0 !
0 0 0 0 -1 1 (n-1)>?
0 0 0 0 0 -1 1
6. Man bestimme
all_/l ap a3
an axn - A azs
asy asy as — A

und diskutiere die Koeflizienten des Polynoms 3. Ordnung in A.
7. Welches sind die Nullstellen der Determinante der Matrix

1-2 0 0 4
1 0 0 1-1
0 2-1 5 0
0 3 4-2 0

(Man bestitige die Losungen -1, -1, 3, 7 sowohl durch Rechnung als auch durch Probe.)
8. Man zeige, dass die Determinante der ,,reduziblen® Matrix

an  diz a3
az a4z azs
asy  asy ass

tn €z 0 Cin
€21

Cin <t Can
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wobei alle leeren Stellen als Nullen zu lesen sind, gegeben ist durch |D| = |A||B||C|. Hin-
weis: Man diskutiere die Darstellung (2.77) der Determinante von D.

2.7 Das AuBBere Produkt von Vektoren

Wir haben in (2.3) als eine sinnvolle Méglichkeit fiir die Multiplikation zweier Vektoren
das Innere Produkt betrachtet. Es ordnet zwei Vektoren eine Zahl zu, die ein Skalar ist. Wir
waren zu jener ganz bestimmten Definition angeregt worden durch Betrachtung der Arbeit,
die eine Kraft bei Verschiebung eines Korpers verrichtet.

In sehr vielen physikalischen Anwendungen taucht das an diesem Beispiel motivierte
Innere Produkt auf. Es gibt aber auch eine Reihe anderer physikalischer Fragestellungen,
bei denen einheitlich eine andere Art der Produktbildung zweckméf3ig ist. Das untersuchen
wir jetzt.

2.7.1 Definition

Diesmal wihlen wir als physikalisch motivierenden Leitfaden die Wirkung einer Kraft auf
einen um einen Punkt drehbaren, ausgedehnten Korper, siehe Abb. 2.20.

Die an einem um 7 vom Befestigungspunkt entfernten Punkt angreifende Kraft bewirkt
ein Drehmoment. Dieses hat eine Grofie ~ K, ~ r sowie + sin ¢. Es kommt - anders als bei
der Arbeit, die die Kraft bei einer Verschiebung verrichtet — auf die Komponente der Kraft
an, die senkrecht zur Verbindungslinie OP steht; die aber ist K sin ¢ (als Gegenkathete in
einem rechtwinkligen Dreieck mit der Hypotenuse K).

Im Gegensatz zum fritheren Beispiel (der Arbeit) hat in dem jetzt betrachteten Fall das
Drehmoment nicht nur eine Grofle, sondern auch noch eine Richtung. Am bequemsten
kennzeichnet man diese durch den Effekt, den das Drehmoment bewirkt: Es erfolgt eine
Drehung des Korpers. Diese hat eine Achse. Durch sie sowie die Drehrichtung der Bewe-
gung als Rechtsschraube wird eine Richtung im Raum definiert. Diese ordnet man dem
Drehmoment als Vektor-Richtung zu. Sie steht senkrecht zu 7, senkrecht zu K, und man
erhilt gerade dann eine Rechtsschraube, wenn man 7 in die Richtung von K dreht. Folglich
bilden (7, K Drehrichtung) ein Rechtssystem.

Dieses Beispiel als Stellvertreter fiir eine ganze Klasse von dhnlichen legt folgende wei-
tere Definitionsmdglichkeit fiir ein ,,Produkt® aus zwei Vektoren nahe.
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Abb. 2.20 Drehmoment einer Kraft K die an der Stelle P an ei-
nem um 0 drehbaren Koérper angreift

» Definition Das ,Aufere Produkt aus zwei Vektoren d und b, genannt d x b — sprich ,,a
aus b“ oder ,,a Kreuz b*“ -, ist derjenige Vektor ¢ := a x b, der folgende Eigenschaften hat:

Sein Betrag ist absin « d, b, (2.91a)
seine Richtung ist senkrecht auf d und auf b, (2.91b)
d, b, ¢ bilden ein Rechtssystem. (2.91¢)

Da d x b nach Definition wieder ein Vektor ist, heifit das Auflere Produkt auch ,,Vek-
torprodukt®. Wir haben Vektoren durch ihre Transformationseigenschaften unter Koor-
dinatentransformationen erklirt. Hat d x b gemif seiner Definition (2.91) das richtige
Transformationsverhalten?

Da der Betrag nach (2.91a) unter Drehungen invariant und die Richtung mittels Vektor-
eigenschaften festgelegt ist, ist @ x b vom gewahlten Koordinatensystem unabhingig.

Die explizite Transformation seiner Komponenten untersuchen wir in Abschn. 2.7.3
nach Herleitung der Komponentendarstellung des dufleren Produktes.

2.7.2 Eigenschaften des AuBeren Produktes

Aus der Definition erkennen wir zunéchst eine Eigentiimlichkeit des Auf8eren Produktes,
auf die man beim Rechnen gut aufzupassen hat:

1. Das Aulere Produkt ist nicht kommutativ. Vielmehr gilt
ixb=-bxa. (2.92)

Begriindung: Zwar hat b x @ dieselbe Grofle wie @ x b. Bilden aber d, b mit @ x b ein
Rechtssystem, so ist b, d mit dxb ein Linkssystem. Erst durch Umkehrung der Richtung,
also —d x b, wird daraus das in der Definition verlangte Rechtssystem.

2.dxd=0.
Dies folgt aus (2.92); auch die Definition zeigt es unmittelbar wegen sin 0 = 0.

3. Das Auflere Produkt ist homogen.

(ad) xb=dx (ab)=a(dxb) (2.93)
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Abb.2.21 Geometrische F = ab sing
Interpretation des Betrags des
Aufleren Produktes zweier
Vektoren a, b

fiir reelle Zahlen «. Fiir positive « folgt das leicht aus der Definition, da |ad| = «|d]|. Fiir
negative o hat man die Eigenschaft der Rechtsschraubung mit zu beachten: Die Rechts-
schraube von —d und b ist gerade umgekehrt zu der von +d und b gerichtet.

4. Falls d x b = 0, ist entweder @ oder b der Nullvektor oder sin ¢ = 0, d. h. beide Vektoren
sind zueinander parallel oder antiparallel.

5. Der Betrag des Aufieren Produktes, |d x b, gibt den Flicheninhalt des von d und b
aufgespannten Parallelogramms an. F = Grundlinie x Hoéhe, letztere ist b sin ¢, siehe
Abb. 2.21.

6. Zwar ist das Auflere Produkt nicht kommutativ, jedoch ist eine andere wichtige Eigen-
schaft erfiillt:

Das Auflere Produkt ist distributiv.

ax (b+&)=dxb+axc (2.94)

Diese Aussage ist nicht trivial und - von der physikalisch-anschaulich motivierten De-
finition herkommend - nicht ganz kurz zu beweisen. Daher werde der Beweis in zwei
Schritte zerlegt.

(a) Ausgehend vom Vektor 4 zerlegen wir uns b (ebenso ¢) in seinen Anteil | bzw. L zu

dem offenbar ausgezeichneten Vektor 4. Dann stellen wir an Hand von Abb. 2.22 fest,
dass ins Auflere Produkt nur die Orthogonalkomponente b, eingeht: dx b =dxb,.
Denn es ist abzulesen: |a x I;l| = ab, sin90° = ab,; nun ist aber b, = bsin ¢, so-
dass die obige Gleichung dem Betrag nach gilt. Offenbar wird ferner von b, dieselbe
Richtung gemiR (2.91b,c) erzeugt wie von b.
Analog ist natiirlich d@ x ¢ = d@ x ¢, . Schlielich betrachten wir noch b + ¢. Natiirlich
ist wiederum richtig d x (b+¢) = dx (b+¢),. Dariiber hinaus ist aber die Bildung
des Orthogonalteils eine additive Operation — da 7, = 7 -7 fiir beliebiges 7 relativ zu
beliebigem € und Parallelkomponentenbildung (||) additiv sind, wie in Abschn. 2.2.3
gezeigt —, sodass sogar gilt: d@ x (b + ¢) = d x (b, + ¢, ). Die urspriinglich gestellte
Frage (2.94) reduziert sich also auf die einfachere:

- 7 ?

ax (by+¢)=dxb, +axc,.

(b) Nachdem wir gesehen haben, dass o.B.d. A. im distributiven Gesetz sowohl b als
auch ¢ und damit b + ¢ als orthogonal zu d angenommen werden diirfen — andere
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Abb.2.22 Ins Aufere Produkt gehen nur die jeweils or-_
thogonalen Komponenten der Faktoren ein: @ x b= d x b,

Abb. 2.23 Nachweis der Distri- A
butivitit des Auﬁgren Produktes
mittels Vektoren b und ¢, die senk-

recht zu d liegen a
b
,«'d‘\‘
P A ~
a7 [ N -
/ \ . S._axc
b+¢ / \ N
C ., . - =\
S axby S
’ . \ ™~.
s \ ~.
K \ ™
»

Komponenten gehen tiberhaupt nicht ein - vereinfacht sich der Nachweis der Dis-
tributivitdt (reduzierte Gleichung (2.94) oben) sehr. Man zeichne gemafd Abb. 2.23
einen Vektor d, sowie b und ¢ senkrecht dazu.

Bildet man d x b, d@ x ¢ und d x (Z) +€), so entsteht jeweils ein neuer Vektor, der (da L
zu @) in der von b und ¢ aufgespannten Ebene liegt, genau um den Faktor a langer ist,
sowie gegeniiber dem jeweiligen Ausgangsvektor um 90° gedreht ist. Durch Drehung
und Streckung geht aber das urspriingliche Parallelogramm b,éund b + ¢ in ein
neues, dhnliches tiber. Daher ist bei ihm wieder die Summe aus den Seitenvektoren
gleich dem Diagonalenvektor.
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Abb.2.24 Zyklische und antizyklische Anordnungen und Ver- 1 1
tauschungen / \ / \
3 2
N

3 2
) g

zyklisch antizyklisch

2.7.3 Komponentendarstellung des AuBBeren Produktes,
Transformationsverhalten

Wir haben schon beim Inneren Produkt erkennen kénnen, wie bequem der rechnerische
Umgang mit Vektoren ist, wenn man sie durch Zahlentripel darstellt. Ahnliches gilt fiir das
Auflere Produkt. Wir berechnen jetzt seine Komponentendarstellung.

Seien d = ajé; sowie b= biéy zwei Vektoren, beschrieben durch ihre Komponenten.
Um d x b zu bestimmen, verwenden wir das distributive Gesetz fiir das Auflere Produkt
sowie die Homogenitit, d. h. die Moglichkeit, Faktoren herauszuziehen. Es treten dann Aus-
driicke des Typs ~ €; x €; auf.

Wir wissen schon, dass fiir j = k (also etwa €; x €;) Null herauskommt. Falls j # k,
erhélt man einen Vektor, der die Lange 1-1- sin90°, also wiederum 1, hat. Ferner steht
er senkrecht sowohl auf é; als auch auf é;, muss also parallel zur dritten Bezugsgeraden
des Koordinatensystems sein. Es ist z. B. €; x €, = €3, da gerade in dieser Reihenfolge ein
Rechtssystem vorliegt. Analog ist auch €, x €3 = €; ein Rechtssystem, ebenso €3 x €; = ¢,.
Die umgekehrte Reihenfolge (z.B. é; x €;) findet man mittels (2.92), also etwa e, x & =
—e] X ey = —es.

» Definition Die Anordnungen 1, 2, 3 und 2, 3, 1 und 3, 1, 2 heiflen zueinander zyklische
Vertauschungen, siehe Abb. 2.24. Alle anderen (2, 1, 3 und 3, 2, 1 und 1, 3, 2) nennen wir
antizyklisch.

Es gilt folglich fiir AuBBere Produkte aus den Basisvektoren:
€1 x € =6, 1,2,3zyklisch. (2.95)

Die antizyklischen Anordnungen sowie diejenigen mit zwei oder drei gleichen Indizes
erfassen wir durch die Formeln:

1 i,j,k zyklisch zu 1,2, 3,
€ -(€jxex) =1 -1 1i,j,k antizyklisch zu 1,2,3, (2.96)
0 i, j,k sonstwie.

Als Abkiirzung bezeichnen wir diesen Ausdruck mit
eijk = é,‘ . (E] X ék) (297)

und nennen ;i den total antisymmetrischen Tensor 3. Stufe.
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Dieses Symbol ¢; ;. ist einerseits Tensor, andererseits zahlenméig unabhingig vom Ko-
ordinatensystem.

Denn berechnen wir einmal das Dreibein-Produkt (2.96) in einem gedrehten System
K'. Bilden wir rein formal ¢; - (€} x €} ), so muss natiirlich wiederum 1, -1 oder 0 heraus-
kommen, da die {€’} ja wiederum ein Rechtssystem von Einheitsvektoren sind, man also
alle Argumente von vorhin wiederholen kann.

Man kann aber auch analytisch wie folgt rechnen: Da €] = D;;¢; gemif3 Formel (2.38),
erhilt man ¢! - (E; x €.) = DiyDj,Dy,€, - (€, x €,) = DiyDj,Dy,€yy,. Vergleicht man
mit (2.56), so liest man direkt ab, dass sich ¢€,,, wie ein Tensor transformiert. Da ande-
rerseits €,,, = (—1)” ist, kann man die Summe iiber v, , p als Determinante schreiben:
ZP(_l)PDillelszb Falls i,j,k = 1,2,3 ist dies Det(D;;), also 1 nach (2.46). Zykli-
sche Vertauschung bedeutet eine gerade Zahl 2n von Transpositionen, man bekommt also
(-1)?" = 1 heraus; antizyklische Vertauschung bedeutet ungerade Zahl von Transpositio-
nen, man bekommt —1; sollen zwei der vorderen Indizes i, j, k gleich sein, erhdlt man 0, da
dann die Determinante zwei gleiche Zeilen hat.

Es gilt die Beziehung

€ijkEmnp = 6im6jn6kp + &,,Sjpékm + 6ip6jm8kn
- 6ip6jn6km - 6in6jm6kp - 6im6jP8k”

Wir bestimmen jetzt das Auflere Produkt durch die Komponenten der Faktoren:

(aIEI + azgz + a3E3) X (b]él + bzgz + b3é3)
= alblél X 51 + albzél X 52 + a1b351 X 53 + azbléz X 51 + ...
=0+ a1b253 + a1b3(—52) + azbl(—é},) +0+ a2b3él + a3b152 + a3b2(—EI)

= 51(a2b3 - a3b2) + 52(613191 - 611b3) + 53(a1b2 - azbl).
Der neue Vektor ¢ = ¢;€; hat also folgende Komponenten:
C=dxb< c1 = azbs —asb, usw. zyklisch. (2.98a)

Wir kénnen auch die geschlossen Formel verifizieren:

e e &3
axb=|a a a3 |. (2.98b)
by by b

Statt der obigen ausfiihrlichen Rechnung schreiben wir kurz und kompakt lieber auch
s0: ¢ =dxb=(ajéj) x (bxéx) = ajbré; x é. Hieraus finden wir eine Komponente, etwa
die i-te, durch Multiplikation mit €;. Also €; - ¢ = ¢; = ajbié; - (€j x €x).

i = €jka;bi . (2.98¢)
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Abschliefend betrachten wir noch das Transformationsverhalten der Komponenten des
Aufleren Produktes. Hat das durch die rechte Seite der Formeln (2.98) dargestellte, eigen-
timlich geformte Produkt aus den Zahlentripeln (a;) sowie (by) der Vektoren d und b
tatsdchlich das Transformationsverhalten eines Vektors?

Betrachten wir z. B. den Ausdruck a;b; — aszb,. Wir driicken ihn durch das transfor-

mierte Zahlentripel in K’ aus mittels a; = Di‘jla;- usw. und finden

a2b3 - 613b2 = (D;}D;;i - D;}D;,i)a;bf( .

Die Summanden j = k = 1,2 oder 3 ergeben Null; die Summanden j, k = 1,2 oder 2,3
oder 3,1 liefern mittels der Formeln (2.54) gerade D3, D;}! bzw. Dy} (wir beweisen sie in
Beispiel 5. sogleich); die antizyklische Reihenfolge 2, 1 usw. ergibt dasselbe mit ,,— “-Zeichen
zusitzlich. Folglich

asbs — azb, = D;'(ahby — aibh) + D;) (asb] — ajby) + Dy (ajby — ahb)) .

Dies ist aber offenbar genau die Transformationsformel fiir die 1 Komponente eines Vektors
mit Komponenten c¢| = a3 b} — a}b), usw. zyklisch.

2.7.4 Beispiele zur iibenden Erlduterung

1. Gegeben seien die Vektoren @ = (~1,2,~3) und b = (2,3,1). Man berechne @ x b, b x d
sowie (d +b) x (d - b).
axb=(-1,2,3)%x(2,3,1) = (2:1= (=3)-3, (-3)2= (-1)-1, (-1)-3-2-2) = (11, -5, 7).
bxd=(231)x(-1,2,-3) = (3(=3) =1-2,1- (-1) = 2(=3),2-2-3(-1)) = (-11,5,7).
(G+b)x (da-b)=(1,5-2)x (-3,-1,-4) = (3,1,4) x (1,5,-2) = (22,10, 14).

2. Was st (d— b) x (d+b) allgemein? Wir beachten (2.92)ff. und finden
Gxd+dxb-bxd-bxb=0+daxb+daxb-0

(G-b)x(d+b)=2dxb. (2.99)

Am Beispiel 1 konnen wir das auch zahlenmaf3ig verifizieren.

3. Man bestimme einen Einheitsvektor senkrecht zu der von 7, = €; — €, und
7, = —€; — €, aufgespannten Fliche.
Allgemein wire 7, x 7, senkrecht auf 7; und 7,, also auch auf der ganzen Fliche, die
diese beiden Vektoren aufspannen. Durch Normieren findet man einen Einheitsvektor:
€ = (71 x 72) /|1 x 7,|. Im konkreten Fall ist
fixty=(6—€)x(—€1—€)=0-¢—é;+0=-2¢;.
Also ist |[f; x 73| =2 und € = —é;.
In Komponenten: (1,-1,0) x (-1,-1,0) = (0,0,-1-1) = =2(0,0,1).

4. Kann man die Gleichung l6sen; d x X = b? Wir beachten, dass in das AufSere Produkt nur
jeweils der Orthogonalteil eingeht, also d@ x X = d x X, . Folglich ist der Betrag b = ax,,
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d.h. x, = b/a. Die Richtung des Vektors %, kann man auch angeben: Da d, %, , b ein
Rechtssystem bilden, miissen das auch b, 4, %, (zyklische Vertauschung!) tun. Folglich
zeigt X, in Richtung von (b x d)/|b x d. Insgesamt also ist X, = Z%.
Der Nenner ist noch umzuformen in |b x d| = ba; denn b muss ja senkrecht zu d sein,
da b = d x & dargestellt ist. Folglich ist ¥, eindeutig gegeben durch %, = (b x @)/a’® -
Da jedoch x| beliebig wihlbar ist, gibt es unendlich viele Losungen x = x| + x, obiger
Gleichung, X = ad + b x d/a?, « beliebig.
Man kann also auch in Umkehrung des Aufleren Produktes nicht durch Vektoren divi-
dieren!
5. Man beweise (2.54), die fiir jede Drehmatrix (orthogonale Matrix) D sowie ihre inverse
Matrix D" - die ja auch eine Drehmatrix ist - gelten.
Wir beachten, dass das durch Drehung mit D;; aus einem Dreibein {€;} hervorgehende
Dreibein {¢€]} wieder ein orthonormiertes Rechtssystem ist und daher (2.95) erfiillt. So
ist z. B. €) x €3 = €]. Mittels €] = D;;é; folgt Dy;€; = Dj€; x D3j€. Bilden wir das Innere
Produkt mit €;, so folgt
DU = D2jD3k€ijk . (2100)

Dies ist aber gerade die Zusammenfassung der zu beweisenden (2.54), indem man ¢; j
in der Summe durch 0, -1, +1 ersetzt.

6. Man diskutiere die vektorielle Darstellung der Drehbewegung eines physikalischen Kor-
pers.
Betrachten wir einen Korper in Drehbewegung. Sie erfolgt um eine Achse. Dadurch
wird eine Gerade im Raum ausgezeichnet. Diese erhilt sogar eine Richtung, wenn man
diejenige bevorzugt, in der die Drehbewegung eine Rechtsschraubung vollfithrt. Ordnet
man dieser Richtung noch als Quantitit die ,,Starke“ der Drehung zu - etwa die 2nt-fache
Zahl v der Umdrehungen pro Sekunde - so kann man die Drehung durch einen Vektor
o darstellen, dessen Betrag w = 2nv ist. Die Geschwindigkeit ¢ eines Punktes 7 lautet
dann ¥ = & x 7 wie man sich leicht klarmacht (der Koordinatenursprung liege auf der
Drehachse, indem man ihn einfach dorthin legt).
Andererseits haben wir schon in Abschn. 2.1.3 gefunden, dass man eine Drehbewegung
durch einen (antisymmetrischen) Tensor zu kennzeichnen hat. Wie hingt das zusam-
men?
Das Argument lautete: Die Geschwindigkeit ¥ eines Punktes mit Ortsvektor 7 ist eine
lineare Funktion von 7. In Komponenten: v; = w;;x;, wobei der Koordinatenursprung
auf der Drehachse liegen moge (stets so wéhlbar!).
Wir beweisen zuerst, dass der Tensor w;; wirklich antisymmetrisch ist, w;; = ~wj;.
Nach kurzer Zeit At hat der Punkt den Weg Atv; zuriickgelegt und befindet sich an der
Stelle x; + Atv;. Dieser Ort muss aber denselben Abstand von 0 haben wie x; selbst, da
eine reine Drehbewegung Abstinde nicht verindert. Somit ist (x; + Atv; ) (x; + Atv;) =
x;x;. Sofern At hinreichend klein ist, kann man Glieder ~ (At)? weglassen und erhalt
2Atx;v; = 0. Folglich x;w;jx; = 0, und zwar fiir beliebige Ortsvektoren (x;). Nehmen
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wir einmal speziell x; = x; = 0,x3 # 0, > w33 = 0; analog wy; = wy, = 0. Wahlen wir
x1 £ 0,x, # 0und x3 = 0, = w2 + Wy = 0; usw.
Die Drehbewegungsmatrix ist folglich antisymmetrisch, w;; = ~wj;, und hat die Gestalt

0 wp ws
(w,‘j) = —W12 0 w23 . (2.101)
—Wi3 —wW23 0

Zu ihrer Kennzeichnung geniigen folglich statt der 9 Zahlen einer allgemeinen 3 x 3-
Matrix schon 3 Zahlen, namlich wi;, w13, w3.

Deren physikalische Bedeutung erkennen wir, wenn wir den Tensor w;; einer Transfor-
mation D des Koordinatensystems unterwerfen. Gemif3 (2.55) ist die Tensortransfor-
mation

wi, = DyDyjwig
= (D11D22 - D12D21)w12 + (D11D23 - D13D21)w13 + (D12D31 - D13D22)w23,

wobei schon die spezielle Gestalt (2.54) berticksichtigt worden ist.
Die soeben hergeleiteten Formeln fiir Produkte von Transformationsmatrizen Djj,
(2.93), gestatten aber die Umschreibung

A
Wy, = Ds3wiz — D3wis + D3jwas .

Wir lesen ab (nach analoger Berechnung von w’;, wi;), dass sich die 3 Zahlen (w3,
—-wy3, wi2) gerade wie die Komponenten eines Vektors transformieren! Also ist durch
die Zuordnung (zusitzliches Minuszeichen aus Konvention und Zweckmifligkeit)

— W)= W3, —W2 = W3 (= —wls), —W3 = W2 (2.102)

ein Vektor definiert, der offenbar die Drehbewegung beschreiben kann. Man iiberlegt
so, dass er mit dem eingangs diskutierten Vektor identisch sein muss: Die Stirke der
Drehbewegung ist ja ~ w;;, und daher ~ wy; sofern die Drehbewegung innerhalb einer
gewissen Ebene erfolgt (die man o.B.d. A. etwa als 1-2-Ebene wihlen kann) so hat
aus (2.102) nur eine Komponente senkrecht zu dieser Ebene (im Beispiel nur w;, =
—ws # 0). Namlich: Bewegung in der 1-2-Ebene heifit ja, dass v3 = 0 fiir alle (x;).
- w3;Xx; =0 > WX + wysxy = 0. Damit dies fiir beliebige x; so ist, muss w3 = w3, =0
sein.

Zusammenfassung
Drehbewegungen werden beschrieben durch antisymmetrische Tensoren w;; = ~wj;
bzw. einen Vektor wj = —w;;, wobei i, j, k zyklisch. Die Geschwindigkeit eines Punktes

xjist v; = w;jx; bzw.
v = w3 — wsxy, 1,2,3zyklisch,  d.h.w; = €;r0jxp (2.103a)
V=w0x7. (2.103b)

o heifSt der Vektor, w;; der Tensor der Winkelgeschwindigkeit.
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2.7.5 Ubungen zum Selbsttest: AuBeres Produkt

1. Es seien ¢y, €;, €5 die drei ein Rechts-Koordinatensystem konstituierenden orthonor-
mierten Basisvektoren. Man berechne

(351 + 552) X 53, El X (—éz + 451))

(El—gz)x(gz—ég,), (551—62—263)><(251—E3).

2. Gegeben seien die zwei Vektoren 7 = (2,-2,1) und 7, = (4,1, 0). Man bestimme 7, x 75,
(271 — 37y) x (¥5 — 271) sowie (F) + 7o) x (1 — 72).

3. Man berechne den Flicheninhalt des durch #; und 7, aus der vorigen Aufgabe bestimm-
ten Parallelogramms und gebe den Normalenvektor des Parallelogramms an.

4. Man zeige (d x b)>+ (a-b)? = a*b?.

5. Ein Korper rotiere um eine Achse durch den Koordinatenursprung mit der Winkel-
geschwindigkeit & = (-1,2,1). Welche Geschwindigkeit hat ein Punkt des Korpers, der
gerade die Koordinaten (2, 0, 1) hat? Wie wiirde sich seine Geschwindigkeit dndern, falls
die Drehachse so parallel verschoben wird, dass der auf ihr liegende Nullpunkt nach
d=(1,1,1) kommt?

2.8 Mehrfache Vektorprodukte

Wir haben jetzt zwei verschiedene Moglichkeiten kennengelernt, zwei Vektoren miteinan-
der zu multiplizieren. Weitere sinnvolle Definitionen sind nicht gebriuchlich. Wir bespre-
chen nun das Innere sowie Auflere Produkt noch einmal gemeinsam.

2.8.1 Grundregeln

Zunichst pragen wir uns ein: Beiden Definitionen, zwei Vektoren zu einem Produkt zu
verkniipfen, ist gemeinsam, dass die Produktbildung sich nicht umkehren lésst. Es ist un-
definiert und daher unmdglich, durch einen Vektor zu dividieren! Da auch keine andere
sinnvolle Definition einer Vektordivision bekannt ist, kann und muss man sich so apodik-
tisch duflern.

Wie verhilt es sich mit Vektorprodukten aus mehr als zwei Faktoren? Hier erinnern wir
uns, dass das Innere Produkt aus den beiden Ausgangsvektoren einen Skalar macht, das
Auflere Produkt jedoch wieder einen Vektor. Letzteren kann man also ohne weiteres mit
einem dritten Vektor multiplizieren und zwar sowohl ,, Innen® als auch ,,Auflen®.
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Diese Tatsachen bedeuten also: Seien @, b und ¢ drei beliebige Vektoren:

1. Multipliziert man zwei von ihnen, etwa d und b, im Inneren Sinn, d - b, so kann man
diese Zahl mit ¢ nur als Zahlenmultiplikation verkniipfen:

(a-b)c.

Dies ist ein Vektor in Richtung ¢. Die Klammern bzw. der Punkt ist zu beachten, denn
d(b-¢) wire ein Vektor in Richtung d, also i. Allg. etwas ganz anderes. Folglich gilt nicht
das Assoziativgesetz.

2. Multipliziert man jedoch zwei von ihnen, etwa d und b, im AufReren Sinn, d@ x b, so kann
man diesen Vektor auf zwei mogliche Weisen mit ¢ verkniipfen:

(ixb)-¢ oder (dxb)xc.

Das erste Dreifachprodukt ist ein Skalar und damit aus der Klasse der Vektoren ausge-
schieden; man nennt es ,,Spatprodukt®. Das andere Dreifachprodukt ist wiederum ein
Vektor, kann also erneut mit Vektoren multipliziert werden:

((Gxb)x¢)-d oder ((axb)xc)xd.

Ersteres ist nunmehr Skalar, letzteres erneut ein Vektor, usw. Wiederum gilt nicht das
Assoziativgesetz, wie etwa das Beispiel zeige (€ x €;) x €, = 0 x é; = 0, jedoch & x
(él X éz) = —éz.

Die Grundregel lautet also: Beachtet man die durch Klammern angezeigte Reihenfol-
ge der Multiplikationen sowie den durch - oder x angezeigten skalaren oder vektoriellen
Charakter des Teilresultats, so lassen sich einige Typen von Mehrfachprodukten bilden.

Dabei zeigen eigentlich nur diejenigen aus drei Faktoren merkenswerte Ziige. Wir dis-
kutieren sie jetzt.

2.8.2 Spatprodukt dreier Vektoren

Das ,,Spatprodukt“ aus drei Vektoren d, b, ¢hat die geometrische Bedeutung des - allerdings
mit einem + Zeichen versehenen - Volumens V (d, b, ¢) desjenigen Parallelepipeds, das von
den drei Vektoren aufgespannt wird, s. Abb. 2.17

V(d,b,¢)=(axb)-c. (2.104)

Q1

Denn definitionsgemaf ist (d x b) - ¢ = | x bc cos ¢, wobei ¢ der Winkel ist zwischen
¢ und (a x ?)) Letzteres steht aber senkrecht auf dem Parallelogramm aus d und b, so-
dass c cos ¢ als Projektion von ¢ auf d@ x b bis auf ein eventuelles Vorzeichen die Hohe des
Parallelepipeds ist. Es ergibt daher Grundfliche |a x E| mal Hohe ¢ cos ¢ das Volumen.
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Wir kénnen das Volumen V (4, b, ¢) leicht durch die Komponenten (a;), (b;), (¢;) der
erzeugenden Vektoren bestimmen. Esist (dxb) = €x;;a;b; = €;;a;b;; das Innere Produkt
wird durch Multiplikation mit ¢, berechnet. Folglich ist

(dxb)-¢=eijpaibjcy . (2.105)

Wir wissen schon von Abschn. 2.7.3, dass ¢, = (-1)" ist und die Summe iiber i, j, k die
Determinante 3. Grades aus den a;, bj, ¢ ergibt:

a da; dads
(a X b) - C= b1 bz b3 . (2106)
C1 (o)) C3

Aus dieser Darstellung erkennen wir mit Hilfe der Determinantenregeln iiber Vorzeichen-
wechsel bei Zeilenvertauschung folgendes:

(axb)-c=(bxc)-a=(cxa)-b. (2.107)

Das heifdt: Das Spatprodukt zeigt sich als invariant gegeniiber zyklischer Vertauschung

in der Reihenfolge der Faktoren. (Die jeweils antizyklischen Anordnungen wie z. B. (bxd)-¢
ergeben —V.)

Da das Innere Produkt kommutativ ist, kann man im mittleren Ausdruck von (2.107)
auch a - (b x ¢) schreiben und bekommt

(Gxb)-c=a-(bxc). (2.108)

Das heifit: Im Spatprodukt darf man bei fester Reihenfolge der Vektoren x und - vertau-
schen.

2.8.3 Entwicklungssatz fiir 3-fache Vektorprodukte

Wir diskutieren jetzt das 3-fache Vektorprodukt a x (I; x C). Es ist offenbar im Gegensatz
zum Spatprodukt wiederum ein Vektor.

Da ein Vektorprodukt senkrecht auf seinen Faktoren steht, ist das 3-fache Produkt or-
thogonal zu d und auch zu b x ¢. Letzteres ist seinerseits senkrecht zu der von b und ¢
aufgespannten Ebene, sodass der 3-fache Produktvektor eben in dieser liegen muss. Er ist
daher aus b und ¢ durch Linearkombination zu gewinnen:

a x (B x €)= x1b + %3¢, x; noch unbekannt.
Aus der Orthogonalitit zu 4 folgt

0=x;(d-b)+x(d-c).



106 2 Vektoren

Man kann diese Formel so deuten, dass — abgesehen von eventuellen Spezialfillen - x; ~
(G-¢)und x; ~ (a-b) ist. Definiert man daher x; =: y1(d - ¢) und x; =: y,(d - b), so gilt

(@-b)(a-&)(y1+y2)=0.

Wiederum bis auf eventuelle Spezialfille muss also y; = —y, =: y sein. Zusammengefasst
gilt:
ax(bxc)=y(b(d-c)-é(a-b)).

Bis auf einen noch offenen Faktor y ist damit die Struktur des doppelten Vektorproduk-
tes klar. Wir bestimmen y, indem wir beide Seiten mittels geschickter Wahl eines im Prinzip
ja beliebig zu legenden Koordinatensystems K berechnen. Es liege so, dass seine 1-Achse in
Richtung von b weist; folglich ist b = (b,0,0). Seine 2-Achse legen wir in die von b und ¢
aufgespannte Ebene, d. h. ¢ = (ci, ¢2,0). Dann erhilt man d x (b x ¢) = (a2bcy, —arbey,0);
auf der rechten Seite obiger Gleichung findet man dasselbe bis auf den Faktor y zusitzlich.
Er muss folglich y =1 sein!

Kann man K immer so legen? Dazu darf b nicht 0 sowie ¢ nicht parallel zu b sein. Ist
b =0, gilt obige Gleichung mit y = 1 offensichtlich, da 0 = 0 ist. Sei andererseits ¢ =
const b, d. h. ¢ = ¢(1,0,0). Dann ist die linke Seite zwar 0; die rechte aber auch: (bcay, 0,0)—
(ca1b,0,0) = 0.

Es gilt somit fir das 3-fache Vektorprodukt der Entwicklungssatz:

ax(bx&)=b(a-¢)-éa-b). (2.109)

Hieran erkennt man auch leicht, dass das assoziative Gesetz nicht gilt. (dx b) x ¢ wére in
der von d und b aufgespannten Ebene und nicht, wie d x (bx ¢) gemaf (2.109) in derjenigen,
dievon b und ¢ gebildet wird. Der Entwicklungssatz (2.109) erweist sich als aulerordentlich
niitzlich und wird oft verwendet.

2.8.4 n-fache Produkte

Bildet man mittels der oben formulierten Grundregel Produkte aus mehr als drei Vektoren,
so kann man sie mit den schon bekannten Regeln fiir 3-fache Produkte (2.108) und (2.109)
leicht vereinfachen. Neues tritt nicht auf

(axb)-(cxd)=d-(bx(¢xd))=(a-¢)(b-d)—(a-d)(b-C), (2.110)

(axb)*=a’b*-(d-b)?, (2.111)
(ﬁx?))><(Exc?):E((axg)wi)—t;((ﬁxg)-f)

=b((¢xd)-d)—a((¢xd)-b). (2.112)
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2.8.5 Beispiele zur iibenden Erlduterung

Dieses sind die letzten ausfiihrlichen Ubungen in der Vektoralgebra. Wer sich noch nicht
sicher fiihlt, wende sich an seine Dozenten oder Tutoren wegen weiterer Aufgaben:

1. Man bestimme d-(d x B) - Dies ist 0, da der 2. Faktor auf d senkrecht steht. Anschaulich:
Das von nur 2 verschiedenen Vektoren aufgespannte Volumen ist 0.
2. Welches Volumen spannen die drei Vektoren

.. . - L L - .
r125(61_62)> ry =—e1+ ey —e3; 73:262—363

auf?
Rechnen wir direkt:

U L 1. .
Fixty==(é1— &) x(—e +é—&)==(e +¢é)
2 2

1 1
V:—(61+Ez)-(252—353):—~2:1,
2 2
Man kann auch die Determinantenformel verwenden:
1 1
2 2 0
V= -1 1 -1
0 2 -3
S (53 0+0-0-2-(-1)- 2 (3)(1)—1
2 2 2)

3. Welchen Wert hat die Summe

ax(bx&)+bx(éxa)+cx(axb)?
Die nach (2.109) entstehenden 6 Summanden heben sich paarweise auf, sodass 0 her-
auskommt.

4. Es sei zu bestimmen: (d - ¢) - ((d
Dies ist (4 — ) - (axb+c><b) 0
(Exb)-a+¢-(bxa)=2¢-(bxa

5. Gegeben seien die drei Vektoren 4
berechne und bestitige:

+¢)xb). B

+ad-(¢xb)—-c-(dxb)-0=
)-
= (1,-2,3),b = (-3,1,-5) und ¢ = (1,0,-2). Man

i (bxé)=(1,-2,3)(-2,-11,-1) =17,
(ixb)-¢=(7,-4,-5)-(1,0,-2) =17,
(G x b) x & =1(8,9,4)| = V161,
|d@ x (b x &) =(35,-5,-15)| = 5v/39,
(dxb) x (bx¢) = (-51,17,-85),
(axb)(b-¢)=7(7,-4,-5) = (49,28, -35) .
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2.8.6 Ubungen zum Selbsttest: Mehrfachprodukte

1. Bestimmen Sie auf verschiedene Weisen das Volumen, das von den drei Vektoren auf-
gespannt wird:

?1 = 451 - éz - 353, ?2 = —251 + éz, ?3 = él - 553 .

2. Welchen Wert hat die Summe

3. Beweisen Sie die Gleichung
(@xb)-((bx©)x (cxa))=(a-(bxc)).

4. Vereinfachen Sie (d +b) - (b +¢) x (¢ +d)).

5. Gegeben seien 3 nicht in einer Ebene liegende Vektoren dj, d,, d; mit dem Spatprodukt
dy - (dy x ds) =: v. Hieraus denke man sich die 3 ,,reziproken“ Vektoren ?)1, ?)2, 53 mittels
der Definition berechnet:

> Eiz><53

b = 1,2,3 zyklisch .

ﬁl . (512 X 53) ’
Man zeige:

(a) a,‘ . l;j = 6,‘]‘

(b) by - (by x bs) = 1/v.

(c) Die zu den b; reziproken Vektoren sind die 4;.

(d) Wie lautet das zu den 3 orthonormalen Basisvektoren é; eines rechtwinkligen Koor-

dinatensystems reziproke Vektortripel?

2.9 Eigenwerte, Eigenvektoren

Nachdem nun der Umgang mit Vektoren, Matrizen und Determinanten bekannt ist, soll ein
fur die Physik besonders wichtiger und sehr oft verwendeter Begriffsbereich besprochen
werden, namlich das sogenannte Eigenwertproblem.

2.9.1 Physikalische Motivation

2.9.1.1 Drehungen

Drehungen eines Korpers oder eines Koordinatensystems be- schreibt man gemafl Ab-
schn. 2.4.2 mittels einer Drehmatrix D, deren Matrixelemente D; ; seien. Aus einem Vektor
x;j wird der neue Vektor x; = D;;jx;, kurz als DX = x ' geschrieben.
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Man kann Drehungen auch durch die Angabe einer Drehachse und eines Drehwinkels
kennzeichnen. Ein Vektor 4, der in die Richtung der Drehachse zeigt, dndert sich unter
der Drehung offenbar nicht, wihrend sich andere Vektoren durch die Drehung sehr wohl
andern. Fir einen solchen Vektor 4 in Richtung Drehachse gilt somit Dd = 4, kompo-
nentenweise also D;ja; = a;. (Auf die Linge des Vektors kommt es dabei augenscheinlich
nicht an. Das spiegelt sich in der Linearitit der Gleichung wider, d. h. mit 4 bleibt auch « a
ungedndert. Bedeutsam ist allein die Richtung von 4.)

Das regt zu der Frage an, ob es auch bei anderen Matrizen A, die also nicht Drehungen
beschreiben, Vektoren gibt, die unter der Anwendung von A unverandert bleiben, AX = X?
(Natiirlich mit Ausnahme des Nullvektors 0; fiir ihn gilt ja vollig unabhiingig von A stets
A0=0.)

2.9.1.2 Der Tragheitstensor von Kérpern

Ein weiteres physikalisches Beispiel zeigt uns schnell, dass die Frage, ob sich ein Vektor un-
ter der Anwendung einer Matrix reproduziert oder nicht, etwas allgemeiner gestellt werden
sollte. Betrachten wir beispielsweise einen starren Korper, den wir uns in kleine Massen-
elemente m, aufgeteilt denken. Diese mogen sich jeweils an den Stellen 7, befinden. Die
gesamte Masse M des Korpers ist dann die Summe tiber alle Teile, X,m, = M. Der Korper
moge sich nun mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit w um eine Achse in Rich-
tung €, drehen; beide Angaben lassen sich im Vektor & = wé, zusammenfassen. Ein an
der Stelle 7, befindliches Massenelement m, bewegt sich dann mit der Geschwindigkeit
Vg = @ X Fy.

Man macht sich das am leichtesten so klar: Der Betrag dieses Vektors ist |7,| = v, =
wr,sing, mit ¢ als Winkel zwischen (@, 7,). Der Ausdruck r,sing = r,, ist der senkrech-
te Abstand des Massenelementes m, von der Drehachse é,. Die Grofle wr,,; beschreibt
deshalb gerade die Drehgeschwindigkeit des Massenelementes um die Achse. Der Einheits-
vektor (& x 7)o andererseits gibt die Richtung der Drehbewegung wieder, die ja senkrecht
auf @ und auf 7, stehen muss.

Die kinetische Energie Eyin rot des rotierenden Korpers betrigt Exin ot = 2. %ma 92. Um-

a

formung nach den Regeln mehrfacher Vektorprodukte: 12 = (0 x7,)* = (0x7,)-(0x7,) =

@ (Fax (@x70)) = @ (0(Fa-Ta) = FalFa- @) = @72 — (@ 7a)? = wiwixtVxl?) -

w,-xi(a)w jx](“) (Summenkonvention beachten). Somit gilt

Ekin,rot = %w,‘w]' zﬂ: Mg (6i‘jxlia)xlia) — xi(ﬂ)xﬁﬂ)) = %@,‘jwiw]' . (2.113)
Vergleichen wir diesen Ausdruck fiir die kinetische Energie der Drehbewegung mit
derjenigen der Translationsbewegung Eiin trans = %Mu,-ui, so erkennen wir die Analogie
zwischen der Translationsgeschwindigkeit # und der Winkelgeschwindigkeit @ einerseits
sowie der Masse M und ©;; andererseits, nur dass M ein Skalar und ©;; eine Matrix ist.
Beide beschreiben die Massentrigheit. Physikalisch transformiert sich die Matrix ®;; unter
Drehungen des Koordinatensystems sogar wie ein Tensor, weil ndmlich Eyi, ror €in Skalar
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ist. Deshalb heif$t
0 = z m, (6i)jxlia)xlia) _ xfa)x](a)) -9, (2.114)

der Trigheitstensor, abgekiirzt @. Der Trigheitstensor ist offensichtlich symmetrisch, ®;; =
@j; oder ® = @'. Und noch eine kleine Besonderheit gibt es (und deshalb diese ganze Be-
trachtung): Genau dann, wenn ©;;w; proportional zu w; wire, geschrieben als ®;;w; =
Aw; oder ®w = Aw, hitte die Drehenergie Exinrot = %Awiw ;i perfekt dieselbe Form wie
Exin,trans- Der Faktor A spielt dabei die Rolle der ,,Drehtragheit® an Stelle der Translations-
tragheit M.

Wir sollten also bei der Frage, ob ein Vektor X unter Anwendung einer Matrix A wieder
auf sich selbst abgebildet wird, noch einen zusitzlichen Zahlenfaktor zulassen, also fragen:
Gibt es Vektoren x und Zahlenfaktoren A, fiir die die Eigenschaft Ax = Ax gilt? Die Richtung
des Vektors soll erhalten bleiben; die Matrix A wirkt auf X allein wie die Multiplikation mit
einem Faktor.

Im Falle des Tragheitstensors zeigt es sich {ibrigens, dass es genau drei solche spezi-
ellen Vektoren ®w, = Aywy,b = 1,2,3 gibt, mit drei (nicht notwendig verschiedenen)
Zahlen A,. Diese drei @, stellen sich hier sogar noch als zueinander senkrecht stehend
heraus, @, L @y oder @y, - W, = 0 fiir b # b’. All das liegt vor allem an der Symmetrie des
Tragheitstensors. Man nennt diese @, die Eigenvektoren und die A, die Eigenwerte oder
Haupttragheitsmomente des Trigheitstensors @ ;.

2.9.1.3 Ein physikalisches Alltagsproblem

Bevor wir die Frage nach den Eigenvektoren und Eigenwerten allgemein untersuchen, noch
ein scheinbar vollig anderes, aber im Kern dann doch ganz analoges physikalisches Pro-
blem, das ebenfalls auf eine Matrix A und deren Eigenvektoren und Eigenwerte fiihrt.
Auf Schritt und Tritt begegnet man in der Physik den Schwingungen, seien es die Saiten
der Musikinstrumente, Maschinenresonanzen, Atombewegungen in Molekiilen, elektri-
sche Schwingungen in Antennen, Atomspektren usw. Die Kenngréflen von schwingenden
Systemen sind ihre Eigenfrequenzen und ihre Amplituden. Mathematisch nennt man die-
se die ,,Eigenwerte und die dazugehorigen , Eigenvektoren®, bezeichnet mit A und x;. Fiir
alle linearen oder linear approximierbaren Systeme sind die moglichen A und x, zentra-
le Groflen, die es zu berechnen gilt. Betrachten wir als einfaches Beispiel ein gedampft
schwingendes Federpendel. Eine Masse m hangt an einer Feder und schwingt auf und ab.
Der Schwingungsausschlag x( ¢) sei klein genug, um der linearen Schwingungsgleichung zu
geniigen, die nichts anderes ist als die hierzugehorige Newtonsche Gleichung: Masse mal
Beschleunigung gleich Summe der angreifenden Krifte

mx(t) = —cx(t) - px(t) . (2.115)

Dabei ist ¥ die zweite Ableitung von x(¢) nach der Zeit t, also die Beschleunigung.
—cx(t) ist die lineare Riickstellkraft der Feder mit der Federkonstanten c. Schliefilich steht
—Bx(t) fiir die zur Geschwindigkeit x proportionale Reibungskraft mit der Reibungskon-
stanten f3.
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Man teilt durch m und definiert als neue Konstanten die Kennfrequenz wy = \/c/m
und die Dampfungskonstante { = 3/m. Beide Grofien haben die physikalische Dimension
s™! (also Hertz), wie man durch Vergleich der Terme in (2.115) schlielen kann: wo links
d?x/d¢* steht, hat man rechts wjx* bzw. {dx/dt. Also ,vertritt“ w, eine Zeitableitung und
( ebenfalls; beide haben also dieselbe Dimension wie 1/t.

Die Losung linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung wird in Abschn. 9.5 systema-
tisch behandelt werden. Hier nur das Wichtigste fiir das Federpendel vorweg, da es ja in
der Physikvorlesung auch schon aufgetaucht sein wird. Wir fithren die Geschwindigkeit
v(t) = x(t) als neue Variable ein. Die Newtonsche Gleichung betrachten wir dann als Glei-
chung fiir v, in der statt X jetzt © auftaucht. Statt der Differentialgleichung (2.115) ,,zweiter
Ordnung® (also mit zweiten Ableitungen) fiir eine Variable, ndmlich x, haben wir nun zwei
Differentialgleichungen ,erster Ordnung“ (nur erste Ableitungen treten auf) fiir zwei Va-
riablen x und v,

X =0, iJ:—w(z)x—(v. (2.116)

Die Losung linearer Gleichungen gelingt stets mit dem ,,Exponentialansatz® x(t) =
eMxy und v(t) = eMwvy. Die Groe A gilt es zu bestimmen; sie wird der Eigenwert sein.
Die konstanten Amplituden xo, vy bilden zusammen den Eigenvektor. Aus (2.116) ist of-
fensichtlich, dass man jede einmal gefundene Losung mit einer beliebigen Konstanten b
multiplizieren kann - und wieder eine Losung erhélt. Eigenvektoren sind deshalb nur bis
auf einen konstanten Faktor festgelegt.

Weil aus dem Ansatz folgt, dass X = Ax, ¥ = Av ist, entsteht aus (2.116) (nach Kiirzen

von e*) das Matrixgleichungssystem

Xo | _ Vo 3 0 1 Xo
o g 2] o

Hitte man mehrere solcher Federpendel miteinander gekoppelt, entstiinde eine ana-
loge Gleichung, nur mit mehr Komponenten als nur xo, v allein. Entsprechend grofier
wire die Matrix und entsprechend mehrkomponentiger der Vektor aus den konstanten
Komponenten-Amplituden. Stets ist bei linearen (oder linear approximierbaren) Systemen
also eine Matrixgleichung

Ax =Ax oder Ax;=a;jx; (2.118)

zulosen. Abzw. [a;;] ist eine n x n-Matrix, x bzw. [x; ] ein n-komponentiger Vektor. Letzte-
rer istje nach A i. Allg. verschieden, wird also als x) mit Komponenten x; ; zu kennzeichnen
sein. i, j laufen von 1 bis n. Die Anzahl verschiedener A wird sich als < n erweisen. Inter-
essant sind natiirlich nur Losungen x, # 0, denn der Nullvektor 16st zwar immer die lineare
Gl. (2.118), enthilt aber keinerlei Information iiber die Matrix A, noch tiber A, ,weif3 also
nichts von den das physikalische System charakterisierenden Matrixelementen a;;, z. B. w
oder (.
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2.9.2 Eigenwerte: Definition und Berechnung

Die zu losende Matrixgleichung (2.118) kann man umschreiben zu [A — Al]x = 0. Sollte
die Matrix A — Al eine Inverse haben - und die hitte sie nach Abschn. 2.5.3 genau dann,
wenn ihre Determinante |A — A1| # 0, also nicht Null ist - so konnte man damit von links
multiplizieren und erhielte [A— A1]![A - A1]x = 1x = x = 0, also nur die ungeliebte triviale
Losung, bei der alle Amplituden Null sind und nichts schwingt. Interessant ist also diesmal
allein der Fall, in dem die Determinante eben doch Null ist, damit es keine Inverse gibt.

|JA- Al =0. (2.119)

Bei gegebener Matrix A ist, so stellt sich heraus, das nur fiir bestimmte Werte A der Fall.
Diese moglichen A-Werte heiflen deshalb die ,,Eigenwerte® der Matrix A. Ausfiihrlicher
geschrieben ist

an—A an Aln
-1 -
an - an = p(1)=0. (2.120)
anl An2 Apn — /1

Die Determinante auf den linken Seiten von (2.119), (2.120) ist ein Polynom 7. Ordnung
in A, genannt das ,,charakteristische Polynom® P, (1) = A" + asA" ' +.. .+ a,,. Gesucht sind
seine Nullstellen P, (1) = 0. Diese Nullstellen sind also die Eigenwerte. Nach dem Haupt-
satz der Algebra gibt es genau #n solcher Nullstellen (= Eigenwerte), sofern man komplexe
Zahlen (s. Abschn. 1.2) als Losungen zuldsst. Sie miissen nicht alle verschieden sein; dann
spricht man von ,entarteten Eigenwerten®. Sie konnen teilweise oder gar alle reell sein. Sind
sie komplex, A = x + iw, so beschreibt x die Dimpfung, weil die Lésung ~ e’ gegen Null
geht sofern « < 0, und es beschreibt w die Schwingungsfrequenz, weil €'’ = cos wt+isin wt
mit der Frequenz w/2m oszilliert. Auch positive x kommen vor; die Schwingung schaukelt
sich dann exponentiell auf.

Hat man die Eigenwerte A berechnet, setzt man diese Werte in die Matrixgleichung
(2.118) ein und bestimmt daraus die jeweiligen Eigenvektoren x,, wie gesagt bis auf einen
willkiirlichen Zahlenfaktor. Es kann zu gegebenem A mehrere Losungen geben; diese Ei-
genvektoren nennt man dann miteinander ,entartet®. Das entspricht obiger Definition von
entarteten Eigenwerten. Weil die Eigenwertgleichung (2.118) linear ist, sind Vielfache von
X), also bx), wiederum Losung zum selben Eigenwert A. Im Falle der Entartung sind auch

. . . 1 2 . .
Summen oder Differenzen verschiedener Eigenvektoren xi )4 x)(L ),... wiederum Losun-

gen; man {iberzeugt sich durch Einsetzen in (2.118), dass dann auch blx)(tl) + bzx)(tz) Losung
zum gegebenen A ist. In diesem Sinne sind die Eigenlosungen sogar ,,Eigenrdume® zum
Eigenwert A, die alle Linearkombinationen enthalten, die man aus den xll), )(LZ),
selben Eigenwert A bilden kann. Ist der Eigenwert A nicht entartet, bilden die bx) mit diesem
X), aber beliebigem Faktor b einen 1-dimensionalen Eigenraum.

.. Zum
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2.9.3 Beispiele zur iibenden Erlauterung

4
1. Sei etwa die 2 x 2 Matrix [ Z ) ] gegeben. Sie ist symmetrisch und reell. Die Eigen-

wertgleichung bzw. das charakteristische Polynom lautet

7 4 10 7-1 4
w5 [l S

=(7-2)(1-1)-16=1*-81-9=0.

Die Losungen sind A, =4+ 16 +9 =4 +5,also A; =9, A, = —1. Es gibt zwei verschie-
dene Eigenwerte; kein Eigenwert ist entartet, da keine mehrfachen Nullstellen von P(1)
vorkommen. Die Eigenvektoren zu A=9 gewinnt man aus
-2 4
A=9-1fxy, =| Tl T2
4X,\1)1 _8x11,2

Beide Zeilen liefern dieselbe Gleichung, ndmlich —2x), ; + 4x;, , = 0. Wahlen wir eine
2
Komponente willkiirlich, etwa x;,, = 1, so ist zwangsldufig x,, ; = 2. Es ist also [ ) ]

Eigenvektor zu A; = 9. Zum anderen Eigenwert A, = -1 lautet die Bestimmungsglei-

1
chung 8x), ; +4x,,,» = 0; sie wird gelost durch [ ) ] Wi stellen fest, dass x,, und x;,

aufeinander senkrecht stehen, ihr Inneres Produkt Null ist, x), - x), = 0.
2. Beim physikalischen Beispiel des schwingenden Federpendels lautet die Eigenwertglei-
chung

o 1] Jro] |-+ 1 | ., .
H:_w(z) _(:| )L|:0 I:H_‘—w(z) _A_(‘_)L +C)L+w0—0.

Die quadratische, charakteristische Gleichung hat die Losungen A, = -(/2 +
\/(?/4 - w}. Sie bestehen aus einem stets reellen Term —(/2 sowie einem ebenfalls
reellen Zusatz \/{?/4 — w}, sofern {/2 > wy, die Ddmpfung also stark ist. Anderenfalls,
bei kleiner Dimpfung (/2 < w, ist der Zusatzterm imaginir, i\/wj — (2. Die Eigen-
werte sind somit fiir kleine Dampfung (/2 < wy komplex, 11, = « + iw. Hier bedeutet
x = (/2 die Dampfung und die Eigenfrequenz lautet w = \/w} — {*/4 < wy. Es gilt
sogar A; = A}; bzw. A, = A}, beide Eigenwerte sind zueinander konjugiert komplex.
Fiir grofle Dampfung sind beide Eigenwerte reell, aber verschieden. Bei sehr starker
Dampfung (grofles {) oder sehr kleiner Kennfrequenz (kleines wy) lauten die beiden

2
reellen Losungen naherungsweise A; ~ —w—f“ — 0, sehr geringe effektive Dampfung
2
und A, = -&+ w—E" ~ —&, volle Dampfung. Die Abb. 9.9 in Abschn. 9.5 zeigt, wie sich

die Eigenwerte A, , bei Verdnderung von wg in der komplexen A-Ebene verschieben.
Abbildung 9.8 gibt das Zeitverhalten der Eigenlosungen wieder.
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Stets ist w < wy, die beobachtete Eigenfrequenz w kleiner als die Kennfrequenz wy.
Infolge der Dampfung ist auch die Schwingungsfrequenz kleiner, die Schwingungs-
dauer 2nt/w grofler. Sofern wy = {/2, gibt es nur einen einzigen Eigenwert, nimlich
A = Ay = (/2. Man nennt diesen Fall den ,aperiodischen Grenzfall“. Er ist durch
die kleinste beobachtbare Eigenfrequenz w = 0 gekennzeichnet, zeigt keine Oszillati-
on mehr, hat die Schwingungsdauer oo. Bei noch kleineren Kennfrequenzen erfolgen
nur monoton abnehmende Auslenkungen des Pendels mit teils zu-, teils abnehmender
Diampfung (,,iberdimpfte Schwingungen®).

Fiir die beiden Eigenvektoren findet man x,, = [ ; ] und x,, = [ Al ] Das folgt
1 2

. S -1 1 x
am einfachsten aus der ersten der beiden in ) BL = 0 stecken-
—wy —A=C [ %2
2

den Gleichungen. Uberzeugen Sie sich aber auch, dass die zweite Gleichung —w§ —
(A + )X = 0 ebenfalls erfiillt ist, fiir beide Werte Ay, A,. Zweierlei fillt auf: x;, und

x), sind nicht zueinander orthogonal; vielmehr gilt x;, - x), = 1 + w} > 0. Und, im
aperiodischen Grenzfall wy = (/2 wird A, = A,, gibt es also nur einen Eigenvektor!
2 -1 2
3. Welche Eigenwerte und Eigenvektoren hat die Matrix A=| -1 2 -2 |?Zunichst
2 -2 5

stellen wir fest, dass die Matrix A symmetrisch ist, A = A’. Thre Eigenwerte sind deshalb
reell, siehe auch Abschn. 2.9.4, Nummer iv. Das charakteristische Polynom zur Berech-
nung der Eigenwerte lautet

-1 2-1 -2 |=AM-9A*+150-7=P(1)=0.

Es ist ein Polynom der Ordnung 3; da es sich um eine 3 x 3-Matrix handelt, muss es auch
so sein. Durch Aufzeichnen des Polynoms P(1) findet man leicht, dass A, = 7 eine Null-
stelle ist. Teilt man P(1) durch (A — 7), erhilt man zur Bestimmung der verbleibenden
Nullstellen die quadratische Gleichung A* =21 +1 = 0. Sie besitzt die doppelte Nullstelle
A2 = A3 = 1. Der Eigenwert 1 ist somit zweifach entartet. Aus

2-12 -1 2 X1
-1 2-1 -2 x |=0
2 -2 5-1 ] X3
[ 1
berechnet man fiir A; = 7 den Eigenvektor x;, =| -1 |[. Setzt man dagegen A = 1ein,
2

entsteht aus jeder Zeile dieselbe Beziehung x; — X2+ 23 = 0 fiir die Komponenten. Man
kann also zwei Komponenten willkiirlich (und unterschiedlich) wdhlen, erst die dritte
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1
liegt dann fest. So findet man die beiden verschiedenen Eigenvektoren x,, = | 1 |,
0
-2
X\ = 0
1

x), steht senkrecht auf x), und x,,, weil x,, - x),, = 0 ist. Letztere beiden, x,, und x,,,
sind zwar nicht orthogonal zueinander, doch kann man sie durch geeignete Linearkom-
bination ,orthogonalisieren“. Und das selbstverstindlich unter Aufrechterhaltung der
Orthogonalitit zu x;, .

Das geht so: x;, behalten wir bei, benennen es nur um zu y,. x,, steht hierauf schon
senkrecht, wird also auch nur umbenannt in y,. Es verbleibt x,,. Dieses steht zwar auf
¥ senkrecht, nicht aber auf y,. Deshalb bilden wir y; = x), +a x,,, welches automatisch
orthogonal zu y; = x;, ist. Die Konstante a bestimmen wir so, dass y; auch auf y, = x,,
senkrecht steht. Also y3 - y2 = (x), + ax),) - x), = 0. Das ergibt -2+ a2 =0, also a = 1.

1 1 -1
Die drei Eigenvektoren y; =| -1 [,y =| 1 |und y; = 1 | stehen aufeinander
2 0 1

senkrecht. y; gehort zum Eigenwert A; = 7. Die beiden Eigenvektoren y,, y; gehoren
zum Eigenwert A, = A5 = 1. Es ist wohl klar, wie das Verfahren bei noch mehr Eigenvek-
toren, also grofleren n x n-Matrizen, fortzusetzen wire. Die Voraussetzung war, A = A’,
symmetrisch und reell.

2.9.4 Eigenschaften von Eigenwerten und Eigenvektoren

Wir stellen jetzt die fiir physikalisches Arbeiten unerlésslichsten Eigenschaften des Eigen-
wertproblems zusammen, ohne sie alle detailliert zu beweisen:

i. Sind Ay, Ay, ..., Ay, die n Eigenwerte einer Matrix A, so gilt |A| = [T A4, die Determi-
a=1

nante ist gleich dem Produkt der Eigenwerte. Bei mehrfachen (entarteten) Eigenwerten
sind diese entsprechend mehrfach mitzuzahlen. Priifen Sie die Richtigkeit an den Bei-
spielen.

ii. Die Spur der Matrix A, definiert als die Summe ihrer Diagonalelemente ay + ax; +

-+ + Ay, ist gleich der Summe der Eigenwerte, SpA = Y. A,. Priifen Sie auch hier die
a=1

Richtigkeit an den Beispielen.
Beide Eigenschaften konnen dazu verwendet werden, die Richtigkeit der Eigenwert-
berechnung zu iiberpriifen.

iii. Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhingig, es gilt also
a1xy, + €2x), = 0 < ¢; = ¢; = 0. Das Entsprechende gilt bei gréflerer Zahl von Eigen-
werten: Sind sie paarweise verschieden, sind alle Eigenvektoren linear unabhingig.
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iv.

Vi.

Vii.

Viii.

Die Eigenwerte reeller, symmetrischer Matrizen, also A = A’, sind stets reell. Dasselbe
gilt fir zwar nicht reelle, aber hermitesche Matrizen A = A*. A" ist die aus A folgen-
de Matrix mit konjugiert komplexen, transponierten Matrixelementen. ,,Iransponiert*
heifit also: Wenn A = [a;;], so ist A™ = [a7;]. Matrizen mit der Eigenschaft A = A"
heifSen hermitesch oder auch selbstadjungiert.

Die Eigenvektoren reell-symmetrischer sowie hermitescher (= selbstadjungierter) Ma-
trizen stehen wechselseitig aufeinander senkrecht, sofern sie zu verschiedenen Eigen-
vektoren gehoren. Sie lassen sich auch in den entarteten Unterrdumen orthogonal
machen.

Die Eigenvektoren von Drehmatrizen bzw. unitiren Matrizen, DD* = D*D =1 oder
UU* = U"U = 1sind wechselseitig orthogonal.

Die paarweise Orthogonalitét in der Menge von Eigenvektoren gilt genau dann, wenn
die Matrix A ,normal“ ist. Definitionsgemaf} heiflit A dann ,,normal, wenn AA™ =
A* A, also wenn die Matrix A mit ihrer hermitesch adjungierten Matrix A* vertausch-
bar ist. Offensichtlich ist das fiir selbstadjungierte wie fiir unitire Matrizen der Fall.
Insofern sind die Eigenschaften 5. und 6. Spezialfille dieser umfassenden Eigenschaft.
Beispiel 1 ist hermitesch; wir haben diese Orthogonalitit schon gesehen. Beispiel 2,
das Federpendel, liefert keine (!) normale Matrix:

N ) 1 0 -wj | |1 -
A ‘[—wé —c][l < ]‘[—c 62+w3]

wy  (wp
{wg 1+
toren orthogonal sind; wir haben das schon gesehen. Beispiel 3 ist normal (denn ?).
Wihrend in der Quantentechnik die physikalisch relevanten Matrizen selbstadjungiert
und damit normal, quantenmechanische Eigenwerte also reell sind, spielen in anderen
Gebieten nicht-normale Matrizen

ist ungleich A*A = [ ] Daher ist nicht zu erwarten, dass die Eigenvek-

AAT - ATA#0 (2.121)

eine grof3e Rolle. Wir haben das Beispiel des geddmpften Pendels schon kennengelernt.
Oder: Storungen laminarer Stromungen erzeugen i. Allg. ebenfalls ein nicht-normales
Eigenwertproblem; die Folge ist dann oft der Turbulenzeinsatz. Aus der glatten, la-
minaren Strdmung wird eine verwirbelte, zeitlich stark fluktuierende Stromung. Weil
nicht-normale Matrizen i. Allg. nicht aufeinander orthogonale Eigenvektoren haben,
kann es zu einem voriibergehenden zeitlichen Anwachsen ansonsten gedampfter Sto-
rungen kommen.

Diagonalisierung (oder ,,Hauptachsentransformation®) einer gegebenen n x n-Matrix
A. Im Falle reeller, symmetrischer, hermitescher sowie unitirer Matrizen existieren
stets n verschiedene und paarweise orthogonale Eigenvektoren x; , xy,, ..., x,,. Nor-
miert man diese, also alle |x;| = 1, und wihlt die normierten Eigenvektoren als
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Koordinatensystem, so erhilt die Matrix A in diesem Koordinatensystem eine diago-
nale Gestalt
M
A 0
A3
0
An

Die Diagonalelemente sind dann genau die Eigenwerte A bis A,, die teilweise gleich
(entartet) sein konnen. Nicht zuletzt hierin liegt die grofle Bedeutung der Eigen-
wertanalyse. Es ist jetzt besonders leicht zu beweisen, dass [A| = A;...1, ist und
SpA =Y A,

ix. Die Eigenwerte einer unitidren Matrix haben den Betrag 1, d. h. |A| = 1 fiir alle Eigen-
werte A einer unitiren Matrix.

2.9.5 Ubungen zum Selbsttest: Eigenwerte und -vektoren

1 2
1. Bestimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrizen a. A = [ 43 ] und b.
A= 1 ] Priifen Sie, ob die jeweiligen Eigenvektoren linear abhéngig sind.

2. Welche der Matrizen unter 1.a und 1.b ist normal?
3. Welche Dampfung und welche beobachtbare Eigenfrequenz hat ein System mit der Ma-
3 -1 |
1 1
4. Vergleichen Sie fiir die drei Beispielmatrizen aus 1.a, 1.b und 3. deren Determinate |A|
mit dem Produkt der Eigenwerte und deren Spur SpA mit der Summe der Eigenwerte.
5. Die Matrix D = OSPSIMP pegchreibt eine Drehung der 2-dimensionalen
| —sing cos¢
Koordinatenebene um den Ursprung um den Winkel ¢. Welche Eigenwerte und Ei-
genvektoren hat D? Sind die Eigenvektoren linear abhingig? Sind sie orthogonal? Ist
D normal oder nicht-normal? Gilt der Satz |D| = A;A; und SpD = A; + A, 2 Welchen
absoluten Betrag haben die Eigenwerte 1, 1,7

trix A = [ ? Wie lauten seine Eigenvektoren (= Eigenschwingungen)?




Vektorfunktionen

Zu diesem Zeitpunkt wird der Leser in seinem Studium bereits mit den Grundregeln der
Differentiation von Funktionen vertraut sein. Daher kénnen sie hier angewendet und auf
vektorwertige Funktionen erweitert werden. Ferner: Allméhlich kann wohl die Darstellung
knapper werden?

Der Inhalt dieses Kapitels soll sein, die Eigenschaften von Funktionen einer Variablen
mit der Vektoralgebra zu vereinen. Der wesentliche physikalische Anwendungsbereich ist
die Beschreibung der Bewegung von Teilchen.

3.1 Vektorwertige Funktionen

3.1.1 Definition

Ein physikalischer Korper bewege sich im Raum. Sein Schwerpunkt ist dann im Laufe der
Zeit an verschiedenen Orten. Diese Schwerpunkts-Orte beschreiben wir zu jeder Zeit ¢
durch ihren Ortsvektor 7. Es ist also 7 = 7(¢). Jede Komponente x; verdndert sich (i. Allg.)
mit der Zeit; x;(t), x2(t), x3(¢) sind Funktionen von t. Die Zuordnung eines 7 zu jedem
Zeitpunkt ¢ umfasst somit 3 gewohnliche funktionale Zusammenhinge x;(t),i=1,2,3.

Wir nennen 7(t) ,,vektorwertige“ Funktion, da nicht wie sonst bei Funktionen einer un-
abhingigen Variablen (hier t genannt) eine abhiangige Variable zugeordnet wird, sondern
deren drei (bzw. n im R"), die zusammen einen Vektor bilden. Der Wertebereich besteht
also aus Vektoren.

Mathematisch korrekt definieren wir so:

Eine vektorwertige Funktion ist eine Menge von geordneten Paaren (t,7(f)) im
»Produktraum“ R' x R”. Die zugelassenen Zahlen t heiflen der Definitionsbereich, die
zugeordneten Vektoren 7(t) der Wertebereich der vektorwertigen Funktion.

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_3, 19
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Abb. 3.1 Bahnkurve eines Teilchens als Beispiel einer vektorwerti- 3
gen Funktion

7 (1) 2

Natiirlich kann man die Bezeichnungen wechseln. So sind etwa d(x), elektrische Feld-
stirke E(h) usw. vektorwertige Funktionen einer Variablen x, h usw. Allerdings kann man
jede solche vektorwertige Funktion einer Variablen anschaulich als eine Raumkurve einer
Teilchenbewegung deuten, sofern sie stetig ist.

Dieser Begrift wird ganz analog definiert wie bei gewohnlichen Funktionen: Eine
vektorwertige Funktion heifit ,stetig“, wenn fiir t — t, auch 7(t) — 7(#p), d.h. |#(¢t) -
7(to)| < e sofern |t — to| < & = 8(€).

Da |x;(t) — xi(to)| < [7(t) = F(to)| < V/3max|x;(t) — x;(to)], ist eine vektorwertige
Funktion dann und nur dann stetig, wenn alle Kolmponenten im gewohnlichen Sinne stetig
sind.

Vielleicht ist eine Bemerkung angebracht, die sinngeméf$ auch bei vielen anderen ma-
thematischen Begriffsbildungen beziiglich ihrer physikalischen Relevanz zu machen wire:

Physikalische Kurven sind entweder stetig oder es gibt einen besonderen physikalischen
Grund, warum sie es nicht sind.

3.1.2 Parameterdarstellung von Raumkurven

Stetige vektorwertige Funktionen entstehen also insbesondere bei der Beschreibung von
Bewegungen eines Korpers im Raum. Einige typische Beispiele mogen das konkret ver-
deutlichen:

1. Ein physikalischer Kérper moge sich auf einer Geraden durch den Raum bewegen. Wie
kann man die Lage seines Schwerpunktes zu verschiedenen Zeiten t kennzeichnen?
Sei € die Richtung der Bewegung, v die Geschwindigkeit in dieser Richtung und 7 die
Lage zu einer Anfangszeit ty. Dann ist offenbar 7(t) = 7o + év(t — t;) die vektorwertige
Funktion 7(t), die den Ort des Korpers fiir verschiedene Zeiten ¢ darstellt, siche Abb. 3.2.
Bequemerweise legen wir den Koordinatenanfangspunkt so, dass zur Zeit t, = 0 der
Korper die Lage 7 = 0 hat. Dann ist

7(t) = vté = vt(cos @1, oS P2, CO8 P3) . (3.1)
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Abb. 3.2 Bewegung auf einer Geraden im Raum

Abb. 3.3 Kreisbahn eines Teilchens, in die 1-2-Ebene
gelegt. Der Radius sei p

Die ¢; sind die Winkel des Richtungsvektors ¢ zu den Koordinatenachsen, kennzeich-
nen also die Bewegungsrichtung.

2. Wie lautet die Darstellung der Bahn, falls sich ein Korper auf einem Kreis bewegt, etwa
wie ein Satellit um die Erde oder ein Elektron um den Atomkern?
Wir wihlen zunichst ein giinstiges Koordinatensystem: Sein 0-Punkt liege im Zentrum
der Kreisbewegung; eine der Koordinatenebenen - etwa die 1-2-Ebene - legen wir in
diejenige Ebene des Raumes, in der die Kreisbahn verlauft. In ihr sieht die Teilchenbahn
aus wie in Abb. 3.3.
Offenbar ist in diesem Koordinatensystem zu jeder Zeit x3(¢t) = 0. Wihlt man als
Variable z. B. den Drehwinkel ¢ zwischen dem Fahrstrahl 7(¢) und der 1-Richtung -
»Polarkoordinate® - so ist

7(¢) = (pcosg,psing,0) . (3.2)

Man kann als unabhéngige Variable z. B. auch x; wéhlen:

F(x1) = (xhi\/pz—xz, ) : (3.3)

Andere, recht beliebig geformte, aber ebene Kurven haben folgende ,,Parameterdarstel-
lung*:
r(x) = (%, f(x),0). (3.4)
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Abb. 3.4 Verschiebung eines Kérpers von 0 nach P = (1,1,1) X
auf drei verschiedenen Wegen. Ci: geradlinige Verbindung; Ca:
Teilstiicke parallel zu den Koordinatenachsen; Cs: gekriimmt im
Raum mit parabolischer Projektion o P
/// E
C, § S
e G )
e G
*1

Dabei bedeutet der Parameter x die 1-Koordinate, f(x) die 2-Koordinate des Ortsvek-

tors 7.

3. Als weiteres, spiter oft herangezogenes Beispiel betrachten wir die Verschiebung eines
Korpers nach Abb. 3.4. Mogliche Parameterdarstellung fiir die Gerade C; ist

7(t)=(t,t,t), 0<t<l. (3.5a)
Die Kurve C, lasst sich stiickweise angeben:
(t1$ 0) 0)$
ft)=1 (1, t, 0), 0<t; <1 (3.5b)
1, L f).
Die dritte Kurve, Cs, stellen wir mittels des Parameters t so dar:
#(t)=(t, 5", 0<t<l. (3.5¢)

Die Projektion von Cs in die 1-2-Ebene ist eine gewdhnliche Parabel, da x, = x7 gilt.

Auch in der 2-3-Ebene stellt sich die Bahnkurven-Projektion als Parabel dar, da x5 = x%.
In der 1-3-Ebene finden wir eine Parabel 4. Ordnung x3 = x;.

Riickblickend fassen wir zusammen: Stetige, vektorwertige Funktionen einer Variablen

sind Raumkurven, und umgekehrt lassen sich physikalisch gegebene Raumkurven durch
vektorwertige Funktionen einer Variablen beschreiben. Man spricht von der Parameter-
darstellung 7(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) einer Raumkurve; die unabhingige Variable ¢ heif3t
Parameter. Als Parameter kann je nach Zweckmafligkeit dienen: die Zeit, ein Winkel, eine

Koordinate usw.

Eine hiufig in der Physik auftretende Aufgabenstellung ist so: Man beschreibt eine Bahn
oder Raumkurve mit geeigneten Worten und sucht nun eine quantitative, mathematische
Darstellung. Das bedeutet, man muss sich die Funktionen x; () iiberlegen und explizit an-

geben.
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3.2 Ableitung vektorwertiger Funktionen

Als Maf fiir die Abhingigkeit einer vektorwertigen Funktion von der unabhingigen
Variablen kann dhnlich wie bei gewohnlichen Funktionen die Ableitung bzw. der Diffe-
rentialquotient dienen.

3.2.1 Definition der Ableitung

Angeleitet von den Methoden der Analysis gew6hnlicher Funktionen bzw. anschaulich mit-
tels Abb. 3.5 betrachten wir die Funktionswerte fiir zwei benachbarte Zeiten t und t + At.
Sie unterscheiden sich i. Allg. Der Unterschied 7(t + At) — 7(t) =: A7 ist ein Vektor, in
Abb. 3.5 als Sekantenabschnitt erkennbar. Bei hinreichend kleinem At zeigt A7 offenbar in
tangentialer Richtung entlang der Kurve.

A7 wird mit abnehmendem At immer kleiner, jedoch die Vektoren A7/At streben even-
tuell gegen einen Grenzwert, der dann ebenfalls ein Vektor ist. Dieser zeigt in tangentialer
Richtung, da fiir At — 0 aus der Sekante die Tangente wird. Der Limes des Differenzen-
quotienten heif3t wie iiblich Differentialquotient bzw. Ableitung.

Zusammengefasst:
Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion 7(#) ist

dr  F(t+At)-F(t) .
i Al%r_r}o —ar (1), (3.6)

sofern der Limes unabhéngig von der Folge At — 0 existiert. g—f(t) liegt tangential an der
Kurve in 7(t). Die Ableitung hat die Komponentendarstellung
d? dX] dXz dX3 )
— =l - 3.7
dt ( de dr dt (3.7)
(Dies folgert man aus der Definition (3.6) in Komponentenschreibweise.)
Man beachte und merke: Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion ist ebenfalls eine
vektorwertige Funktion.
Hohere Ableitungen erkldren wir rekursiv (sofern sie existieren):

A7 d (dF
der de\dem1 )’

Ist z. B. 7(t) die Bahn eines Teilchens, so bedeutet 7(t) den Vektor der Geschwindigkeit zur
Zeit t sowie 7(t) der Vektor der Beschleunigung zur Zeit ¢.
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Abb. 3.5 Definition des Differen-
zenquotienten A7/At vektorwertiger
Funktionen

AT =7(t+ At) - 7(1)

7(t+ Ab)

Raumkurve

3.2.2 Beispiele zur iibenden Erlduterung

1. Aus der beobachteten Bahn eines physikalischen Koérpers kann man auf seine Beschleu-

nigung und damit auf die einwirkende Kraft K = m7 schlieen. Welche Kraft wirkte auf
eine Rakete der als konstant angenommenen Masse m zum Zeitpunkt ¢, wenn ihr Bahn-
vektor durch die Funktion 7 = (¢2, (1/2)t* - 4t,3t — 5) gegeben wird?
Wir miissen komponentenweise zweimal differenzieren und erhalten K/m = (2,1,0),
also eine konstante Kraft.

. Auf diese Weise fand NEwTON aus den Planetenbahnen das Gravitationsgesetz!
Heute wiirde man das Newtonsche Gesetz aus den Keplerschen Beobachtungen iiber
die Planetenbahnen etwa so gewinnen:

. Das erste Keplersche Gesetz besagt: ,,Die Bahnen der Planeten sind Ellipsen, in deren

einem Brennpunkt die Sonne steht.“ Insbesondere sind es also Bahnen, die jeweils in
einer Ebene verlaufen. In dieser lisst sich eine Ellipse als der geometrische Ort aller
Punkte charakterisieren, fiir die die Summe der Abstinde r und r’ zu zwei festen,
gegebenen Punkten, Brennpunkte genannt, stets den gleichen Wert hat, bezeichnet
als2a,d.h.r+ 1" =2a.

Wie man aus der speziellen Situation, bei der der Planet auf einer Linie mit den
beiden Brennpunkten steht, unschwer erkennt, hat a die Bedeutung der groffen Halb-
achse der Ellipse. a ist somit der Abstand des Planeten in dieser speziellen Lage zum
Mittelpunkt der Ellipse. Die beiden Brennpunkte liegen auf dieser Linie links und
rechts in einem mit ae bezeichneten Abstand; die dimensionslose Zahl e heif8t Ex-
zentrizitit. e = 0 hiefle, die Brennpunkte fallen zusammen und auf den Mittelpunkt,
die Ellipse wire ein Kreis. Allgemein ist 0 < e < 1.

Wenn der Planet aus der speziell betrachteten Lage (ndmlich auf der Verbindungsge-
raden der beiden Brennpunkte) weiter wandert, kommt er mal in die Position, bei der
r=r' (somitr = r’ = a) ist, also die beiden Brennpunkte gleich weit von ihm entfernt
sind. Sein Abstand zum Ellipsen-Mittelpunkt sei dann b, die sog. kleine Halbachse.
Letztere steht senkrecht auf der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte. Das aus
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ii.

iii.

b, ae und a gebildete Dreieck ist somit rechtwinklig. Der Satz des Pythagoras liefert
den Zusammenhang b? + (ae)? = a, d.h. e* = 1- b*/a’.
Fiir eine beliebige Lage des Planeten auf der Ellipse verwenden wir nun den cos-
Satz fiir das Dreieck, das aus den beiden Brennpunkten und dem Planeten gebildet
wird. Seine Seitenldngen sind r, r' und 2ae. Der Winkel, den der Verbindungsstrahl
Sonne-Planet (Lange r) mit der Verbindungslinie der beiden Brennpunkte bildet,
werde ¢ genannt. Bei ¢ = 0 stehe der Planet noch hinter dem anderen Brennpunkt in
grofiter Sonnenferne (Aphel), bei ¢ = 7 in grofiter Sonnennahe (Perihel). Der Leser
wird sich lingst eine kleine Skizze angefertigt haben, auf der die Ellipse, die beiden
Brennpunkte (deren linker z. B. die Sonne ist), die grofle und die kleine Halbachse
usw. zu sehen sind. Sonst sollte er es jetzt tun!
Nach diesen geometrischen Voriiberlegungen zur quantitativen Umsetzung des ers-
ten Keplerschen Gesetzes (man bewundere seine Imaginationskraft!) gewinnen wir
sogleich die Brennpunktgleichung fiir die Ellipse. Der cos-Satz besagt ja fiir das ge-
nannte Dreieck

r"* =r* + (2ae)* - 2-r-2aecos §.

Man setze r’ = 2a—r ein und forme um zu r(1-e cos ) = a(1-e?). Die Konstante auf
der rechten Seite wird ,,Parameter p = a(1- e®) = b*/a < b genannt. Offensichtlich
ist p die Ordinate im Brennpunkt, also r fiir ¢ = /2. Keplers erstes Gesetz liefert
somit folgende Bahngleichung:

P P

l-ecos$p l+ecosg’

Kennzeichen einer jeden Planetenbahn sind die Werte fiir p und e oder alternativ
fir a und b. Wir haben ferner konventionellerweise ¢ = 180° + ¢ eingefiihrt. Jetzt ist
¢ = 0 der Perihel und ¢ = m der Aphel.

Das zweite Keplersche Gesetz (,,Flichensatz genannt) liefert den Satz von der
Drehimpulserhaltung: ,Der Fahrstrahl des Planeten iiberstreicht in gleichen Zei-
ten gleiche Flachen.” Infinitesimal ist somit ein {iberstrichenes Fldchen-Sekt6rchen
dF = - r- rdg proportional zur verstrichenen Zeit dt, also dF = const - . Somit
gilt r*¢ = 2 - const = L/m, wobei m die Masse des Planeten bezeichne. Die mit L
abgekiirzte Konstante 2- m - const hat offenkundig die Dimension Linge mal Impuls,
also Drehimpuls, und L ist nach dem zweiten Keplerschen Gesetz zeitlich konstant.
Es gilt deshalb fir die Winkelgeschwindigkeit ¢:

¢ =L/mr*.

Am Perihel (kleines r) ist die Winkelgeschwindigkeit grof3, am Aphel (grofies ) klein.
Jetzt konnen wir die Beschleunigung durch Differenzieren der Bahnkurve aus-
rechnen. Der Ortsvektor 7 = 7(t) hat die Komponenten (rcos ¢, rsing,0), al-
so r(cos ¢,sin¢,0). Sowohl der Abstand r(t) als auch der Winkel ¢(t) d@ndern
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sich zeitlich. Fiir r verwenden wir obige Bahngleichung der Ellipse, sodass 7 =
pesing@(1 + ecos )™ = (e/p)sin @(L/m) wegen ¢r> = L/m. Man erhilt 7 =
(L/pm)(—sing@,cos ¢ + ¢,0). Dieser Geschwindigkeits-Vektor ist noch einmal zu
differenzieren, um die Beschleunigung zu erhalten: 7 = —(L/pm)(cos ¢, sin ¢, 0)¢.
Verwendet man wiederum ¢ = L/mr?, so ergibt sich

LZ ?o

f=—-—
m2pr?’

denn (cos ¢, sin ¢, 0) ist der Einheitsvektor 7° Sonne-Planet. Wir lesen ab:
Die Beschleunigung ist umgekehrt proportional zum Quadrat des Abstands! Sie ist
in Richtung —7°, also von der Erde zur Sonne gerichtet. Zusammen mit ,,Kraft gleich
Masse mal Beschleunigung ist das gerade das Newtonsche Gesetz, |m7| = const/r?.
Aus Symmetriegriinden Sonne-Erde schreibt man const = ymM, mit der Son-
nenmasse M. y heifit Gravitationskonstante. Folglich besteht der Zusammenhang
L*/m*p = yM bzw. der Parameter p bestimmt sich zu p = L*/yMm? aus den Mas-
sen, dem Drehimpuls und der Gravitationskonstante.
Dieses Beispiel macht deutlich, welche weitreichenden Schliisse aus der Kenntnis der
Bahnkurve gezogen werden konnen. Zugleich wird klar, wie stringent der Zusammen-
hang zwischen Kraftgesetz und Ellipsenbahn der Planeten ist; aber auch, wie niitzlich
der Umgang mit Vektorkurven ist.

. Nun noch ein leichteres, dafiir formaleres Beispiel. Ein Korper bewege sich auf einer

Schraubenbahn 7(t) = (rqsin(t/7), ro cos(t/T), vot). Man mache sie sich anschaulich
klar. Die Geschwindigkeit ist

S 1o t ro . t
r={—cosS—,——Ssm-—, |,
T T T T

ist also in 3-Richtung konstant, ). Sofern v = 0, ist sogar 7 1 ; dann erfolgt eine rei-
ne Kreisbewegung. Der Betrag der Geschwindigkeit ist v = || = \/(73/7?) + v}. Die
Beschleunigung lautet

5 T .t t
r=— —sin—,—cos —, 0.
T T T

Sie wirkt nur in Richtung auf die Achse der Schraube und hat den Betrag r,/72.
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3.2.3 Rechenregeln fiir die Vektordifferentiation

Es gelten folgende Rechenregeln fiir die Ableitung vektorwertiger Funktionen bzw. von Ska-
laren, die aus solchen entstehen:

d . - da db
3 (A(0) +b(x)) = ==+ =, (3.8)
d .. da ; _ db
1. Produktregel: a(a b)) = o b+a- W (3.9)
d,. - da - . db
2. Produktregel: a(a x b) = ol b+ax ’ (3.10)
3. Produktregel: di(f(x)d(x)) = f'(x)a(x) +f(x)? , (3.11)
x x

wobei f(x) eine Zahlenfunktion sei.

Analog bildet man Ableitungen mehrfacher Produkte bzw. indirekter vektorwertiger
Funktionen (Kettenregel). Falls das Vektorprodukt im Spiel ist, kommt es unbedingt auf
die Reihenfolge der Faktoren in den beiden Summanden an! (Denn d x b=-bx a.)

Die Quotientenregel wird nur gebraucht, falls der Nenner eine skalare Funktion ist, da
man ja durch Vektoren nicht teilen kann. Sie gilt dann wie tiblich

d (@0)\_1dd _(=f'\_fi-af
(i) Faea(5) -5 .

Es ist oft niitzlich zu wissen: Die Ableitung % eines Einheitsvektors € steht senkrecht
auf diesem

é(x) mit 52:195-3—;:0. (3.13)

Der Beweis zeigt, dass dies fiir Vektorfunktionen mit konstanter Linge generell gilt:
) da da da

a
a°=const - d4d-—+—-d=0 — 2a-— =0 gq.e.d.
dx 4

da = (dxl,dxz,dx3) 5 (314)
d(a-b)=da-b+a-db, (3.15)
d(@xb)=dixb+axdb. (3.16)

3.2.4 Ubungen zum Selbsttest: Ableitung von Vektoren

1. Wiederholungsiibung von Schulmathematik: Wie lauten die Ableitungen folgender
Funktionen y = y(x)?
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a. yzln(ﬁ)

b. y=tan?(x’-1)

1
c. y=

4 1+e

d. y=arcsin\/x
e. y=sinh(1)!

f.  y=e""*log(cosx)

. Gegeben seien 2 Vektoren, d = (1-t, £2, t(1-t)) und b = (£*, -1, 2¢*~1). Man berechne

direkt sowie auch unter Verwendung allgemeiner Differentiationsregeln die Ausdriicke

. d, . - d, . - d (. da
(@a-b), —(axb), —|a+b) a(axa).

. Man beweise: Fiir eine vektorwertige Funktion d(¢) mit dem Betrag a(¢) gilt die Bezie-

= di _ da
hung a - 4} = ajt.

. Berechnen Sie fiir eine hinreichend oft differenzierbare vektorwertige Funktion 7 (¢) den

Ausdruck

d[. (dr &
—|7Fl=x==]|-
dt dt  dr?

. Ein Korper bewege sich auf der Bahn 7(¢) = (cos wt, sin wt, 0). Deutung? Wie grofd ist

der Vektor seiner Geschwindigkeit zur Zeit ¢ sowie 7 x §? Deutung?

. Man berechne von der Raumkurve

- Csint= 1 -
7(t) =e e + ——&, + In(1+ t*)é;
cott

die Ausdriicke d7/dt, d*#/dt?, |7|, |d7/d¢|, |d*7/d¢t| fiir die Zeit ¢ = 0.

3.3 Raumkurven

Da

man in der Physik oft die Bewegung von Korpern im Raum zu untersuchen hat, wollen

wir noch einige Grundbegriffe beschreiben, die dazu niitzlich sind. Weitere mathematische
Einzelheiten vermittelt die Disziplin ,Differentialgeometrie®; physikalische Details lernt
man in der ,,Mechanik®.

"Esist sinha = (e —e™*)/2.
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3.3.1 BogenmaB und Tangenten-Einheitsvektor

Betrachten wir eine ,.glatte” Raumkurve 7(t). Wir definieren den Terminus ,,glatt" als stetig
und stetig differenzierbar nach t. Es zeigt d7/dt jeweils in tangentialer Richtung.

Statt der Zeit ¢ kann man auch jeden anderen Parameter & zur Charakterisierung der
Raumkurve verwenden, sofern nur eine eindeutige Zuordnung { — 7 mdoglich ist. Be-
sonders bequem ist die ,,Bogenlinge” s, die die Linge der Kurve von einem fest gewahlten
Anfangspunkt auf der Raumkurve bis zum Aufpunkt 7(s) angibt, gemessen direkt entlang
der gekriimmten Bahn.

Betrachten wir die Differenz benachbarter Kurvenpunkte speziell mit dem Bogenmaf3
als Parameter, A7 := 7(s + As) — 7(s), so ist gemaf3 Definition der Bogenlidnge |AF| ~ As
fiir hinreichend nahe benachbarte Punkte. Folglich ist der Differenzenquotient nicht nur
tangential gerichtet, sondern sogar (im limes As — 0) ein Einheitsvektor:

dr .
% =:t, Tangenten-Einheitsvektor. (3.17)
s

Kennt man zwar 7(t), noch nicht aber die Bogenlinge s, so bestimmt man s leicht aus
der Tatsache, dass der Tangenten-Einheitsvektor den Betrag 1 haben muss. Namlich

dr

dr

g
ds

d?(t(s»‘ )

dr(t)
dt

= /xi(£)x(t) . (3.18)

ergibt ‘ ds ‘ =

ds dt

Die rechte Seite ist als Funktion von t auszurechnen; durch Integrieren (s. Abschn. 5) erhalt
man die Bogenldnge s = s(¢). Bestimmt man s(¢) vorher nicht, ist

dr(t)
- Tar -
t= dm)|—t(t).
dt

Beispiel Welches ist die Bogenlinge entlang der Schraubenbahn 7(t) = (3cost,3sint,
4t)? Es ist |d7/dt| = |(-3sint,3cost,4)| = 5, also |ds/dt| = 5. Somit ist das Bogenmaf3
s = 5t+const Der Tangenten-Einheitsvektor der studierten Helix lautet daher im Bogenmafy

(bei Wahl const = 0):
- ( 3. s 3 s 4)
t=|—-—-sin—-,-cos—,—| .
5 55 55

3.3.2 Die (Haupt-)Normale

Wenn man auf der Bahn 7(s) entlangschreitet, verindert sich i. Allg. die Richtung der Tan-
gente, d. h. £(s). Es ist naheliegend, die Stirke dieser Anderung als Maf fiir die Kriimmung
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-

Abb. 3.6 Konstruktion des Normalenvek- (s+ As)
tors 71 ~ df/ds

der Kurve anzusehen. Daher sei definiert:

df(s)
ds

Kriimmung x :=

dzxi dzxi
= 92 de (3.19a)

1
Kriimmungsradius p := — . (3.19b)
K

Die Richtung der Anderung der Tangente iiberlegen wir uns so. Sie muss als Alim0 At/ As
s

die Richtung von Af = £(s+As)—£(s) haben, also gemif Abb. 3.6 in der lokalen Kurvenebe-
ne liegen - da die Tangentenvektoren definitionsgemaf entlang der lokalen Kurvenrichtung
zeigen - und zwar in Kriimmungsrichtung.

Da schlieflich #(s) ein Einheitsvektor ist, steht df/ds L £. Wir definieren daher: Die
~Hauptnormale“ sei der Einheitsvektor 7 in der lokalen Kurvenebene, senkrecht zu f in
Kriimmungsrichtung. Dann ist

di(s) -
dt
- T ds 7
n= |dz(5) , d.h I KN . (3.20)

Der Begriff der Hauptnormalen verliert natiirlich seinen Sinn, falls df/ds = 0 ist; fiir
£(s) = const liegt offenbar eine Gerade vor.

Es sei bemerkt (s. Abschn. 3.3.5, Beispiel 1), dass fiir ebene Bahnen mit der tiblichen
Darstellung durch eine Funktion f(x), nimlich #(x) = (x, f(x),0), die Kriimmung sich
ausrechnen lésst zu

")l

K= ———————- (3.21)

NSO

Beispiel Ein Kreis mit dem Radius p ldsst sich durch 7(¢) = (p cos ¢, p sin @, 0) darstellen.
Folglich ist d7/d¢ = p(-sing,cos¢,0) und ds/dp = |d7/dg| = p. Der Tangenten-
Einheitsvektor f lautet £(¢) = (-sin ¢, cos ¢, 0). Offenbar ist (¢)17(¢) fiir alle ¢. Die
Kriimmung « ergibt sich zu « = |df/ds| = |df/d¢|- dp/ds = |(~cos ¢, —sin ¢, 0)| - 1/p, also
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x = 1/p. Der Kriimmungsradius ™' stimmt mit dem Kreisradius p iiberein, wie man sich
das ja bei diesem einfachen Beispiel auch vorstellt.

Beispiel Kriimmung und Hauptnormale der oben genannten Helix berechnet man so:

df ( 3 s 3 s )
—=|(-—cos—-,——sin-,0]) ,
ds 25 5 25 5

3 25 -
also x=— bzw. p=—>3 und n:—(cosi,sini,O) .
25 3 5 5

Der Kriimmungsradius p ist grofier als der Kreisradius 3 der Schraubenbahn, da die Stre-
ckung entlang der Schraubenachse die Kriimmung verkleinert. Die Normale zeigt ins
Helix-Innere.

3.3.3 DieBinormale

Zu Tangente f und Normale 7 fiigen wir als dritten Vektor hinzu die

Binormale b:=fx1i. (3.22)

Da f und 7 in der lokalen Kurvenebene liegen, steht b auf ihr senkrecht. (t, 1, B) bilden das
Dreibein eines Rechtskoordinatensystems. Seine Ausrichtung éndert sich i. Allg. entlang
der Kurve 7(s). Wir nennen es das ,,begleitende Dreibein®.

Sofern eine Kurve eben ist, also fiir alle Werte des Parameters s die Hauptnormale 7 (s)
und der Tangenten-Einheitsvektor (s) in derselben Ebene liegen, bleibt b = const fiir alle
s und zwar orthogonal zu dieser Ebene. Wenn sich andererseits b mit s verindert, so ist das
offenbar ein Maf fiir die ,,Schraubung® der Kurve in die dritte Dimension hinein.

Deshalb betrachten wir d?)(s)/ds. Dieser Vektor steht als Ableitung eines Einheitsvek-
tors, b, sicherlich auf diesem senkrecht, siehe (3.13). Andererseits ist laut Definition (3.22)

dp_di oo i o did i
ds ds ds ds ds

Da das dufere Produkt auf seinen Faktoren orthogonal ist, muss db/ds 1 sein. Da die ein-
zige sowohl auf b als auch auf 7 senkrechte Richtung durch 7 gekennzeichnet wird, muss
also db/ds ~ 7 sein.

Die Richtung von db /ds liegt somit fest: Die Binormale knickt stets senkrecht zu £ in
Richtung Hauptnormale ein. Der Betrag von db/ds dagegen ist nach dem oben Gesagten

ein Maf} fiir die Schraubung der Kurve in die raumliche Dimension. Man definiert
db . .
Lo T heifdt Torsion der Raumkurve,
s

7! heiflt Windungsradius . (3.23)
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In unserem Beispiel der Helix lautet die Binormale gemif3 der Definitionsgleichung
(3.22):

- 3. s 3 s 4 s .S 4 s 4 s 3
b=|-=sin-,-cos—,— | x|-cos—,-sin—,0)=|=sin-,——cos—, =] .
5 55 55 5 5 5 5 5 55

Thre Ableitung ist
db (4 s 4 s )
— =|—cos—-, —sin-,0],
ds

also in der Tat ~ #. Der Proportionalititsfaktor ist —4/25 = —7, Torsion. Die 4 stammt aus
der Wendelhghe der Schraube 7(s)!

3.3.4 Frenetsche Formeln fiir das begleitende Dreibein

Wir fassen unsere Uberlegungen zusammen. Einer Raumkurve 7(s) mit der Bogenlénge s
als Parameter ldsst sich an jeder Stelle ein begleitendes Dreibein zuordnen, bestehend aus
den drei Einheitsvektoren Tangenten-Einheitsvektor £(s), Hauptnormale 7(s) und Binor-
male b(s). Sie bilden ein Rechtssystem und geniigen folgenden Beziehungen (FRENET):

(3.24)

Die Kriimmung x und die Torsion 7 sind Skalare, dargestellt durch x = 7 - (df/ds) und
T=—n-(db/ds).

Nachzutragen ist nur der Beweis fiir die Formel, die die Verdnderung der Normalen #
mit s beschreibt. Dann ist fiir alle Mitglieder des begleitenden Dreibeins klar, wie sie sich
entlang der Kurve 7(s) verindern.

Esist 7i = b x £, also

%:%X{+Exd_::_fﬁxf+;<?;><h’:+r?;—x?.

Dabei ist zweimal die Formel (2.95) fiir ein orthonormiertes Dreibein verwendet worden,
diesmal vertreten durch (7, 71, b).
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3.3.5 Beispiele zur iibenden Erlauterung

1. Die Kriimmung einer ebenen Kurve 7(x) = (x, f(x),0) ist zu bestimmen.
Zuerst muss der Tangenten-Einheitsvektor berechnet werden. d7/dx = (1, f'(x), 0), also
v = |d7/dx| = \/1+ f2. Dann ist £ = (1/v)(1, f’,0) und folglich

di _dide _df1 1 o off-f" N 1 ff" vfﬂ_ﬂo
ds dxds dxv o\ 0¥’ v ] w3 v v
1 ! oIl 1!
- L.

Der Betrag dieses Vektors ist die Kriimmung
k= Lol - L= L
= U4 » b - U4 = U3 3

%, wie in (3.21) bereits angegeben.
1+ f"(x

2. Die Torsion einer Raumkurve lasst sich darstellen durch

Somit: k =

T= 297 ﬁxﬁ (3.25)
pds ds?  ds? )’ ’

Man setze einfach ein:

dr (&7 dF _;.(Kﬁxi(K;l))
ds \ds?2 " ds3) ds '

Die Ableitung von x wird nicht gebraucht, da 7 x rn = 0. Somit setzt der Ausdruck sich
fort als x*£ - (i x dri/ds) = «*¢ - (i x b), denn auch - (7 x k) = 0.

3.3.6 Ubungen zum Selbsttest: Raumkurven

1. Wie lautet die Parameterdarstellung der Bahn eines Korpers, der an einem Faden pen-
delt, dessen Aufhanger sich gleichférmig entlang einer geraden Schiene bewegt? Der
Anstof’ des Korpers sei senkrecht zur Schiene erfolgt.

2. Elektrische Hochspannungsleitungen tiber hiigeligem Land werden betrachtet. Zwei
Masten verschiedener Hohe und eine zwischen ihnen parabelférmig hingende Leitung
seien herausgegriffen. Man gebe Parameterdarstellungen fiir das genannte Leitungsstiick
sowie fiir die (gedachte) Verbindungsgerade zwischen den beiden verschieden hohen
Mastspitzen an.

3. Betrachten Sie die Raumkurve (¢, t%,2¢°/3). Wie kann man die Bogenlinge s(t) be-
stimmen? Wie grof} ist die Kriimmung x bzw. die Torsion 7? Geben Sie das begleitende
Dreibein an der Stelle t = 0 an.
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4. Verifizieren Sie die folgenden allgemeinen Formeln fiir die Kriimmung x und die Tor-
sion T einer Raumkurve 7(t):

g XM (3.26)
|rf?

RS GE) (327)
|7 x 7|?

5. Man diskutiere die Gestalt der Raumkurve 7(¢) = (¢ — sing,1 — cos ¢,4sin(¢/2)).
Welche Kriimmung, Torsion bzw. begleitendes Dreibein hat sie und wie hingt ¢ mit
der Bogenldnge s zusammen?



Felder

Bisher haben wir Vektoren als individuelle Objekte behandelt (s. Kap. 2) sowie einparamet-
rige Scharen von Vektoren, genannt vektorwertige Funktionen (s. Kap. 3). Das umfassende
Thema dieses Kapitels ist der physikalische Begrift des Feldes im physikalischen (Vektor-)-
Raum.

4.1 Physikalische Felder

Zuerst werden wir physikalische Situationen betrachten, in denen man die ZweckmafSigkeit
der Begriffsbildung ,,Feld“ einsehen kann. Sodann lernen wir ihre bequeme Beschreibung
und Darstellung. - In den spéteren Abschnitten werden Differentialeigenschaften von Fel-
dern studiert.

4.1.1 Allgemeine Definition

Betrachten wir eine Rakete bei ihrem Flug. Thre Flugbahn kénnen wir schon beschreiben,
nédmlich durch die vektorwertige Funktion von einem Parameter (= einer Variablen) 7 =
7(t). Was aber ,erlebt” sie auf ihrer Bahn?

Sie kann z. B. in der Lufthiille Temperaturmessungen durchfiihren. Sie funkt dann von
jedem durchlaufenen Punkt 7 einen Temperaturwert T(7).

Die Bewegung der Rakete wird aufler durch die Schubkraft vor allem durch die Gravi-
tationskrifte der Erde und anderer Himmelskorper beeinflusst. Die Art der Bahn gestattet,
die an den durchflogenen Orten 7 wirkende Gesamtkraft zu bestimmen. Die Kontrollstelle
registriert die Kraft nach Stirke und Richtung fiir jeden Ort, K(7).

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_4, 135
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Abb. 4.1 Modell eines physikalischen Feldes

Geeignete Messinstumente an Bord vermessen die elektrischen und magnetischen Fel-
der, E(7) und B(F), sowie die elektrische Ladung, die sich in kleinen Volumenelementen
befindet, also die Ladungsdichte p(7).

Wenn die Rakete auf die Erde zuriickkommt und ins Wasser fillt, erzeugt sie auf der
vorher ruhigen See eine Wasserbewegung, die durch Beobachtung der von Ort zu Ort
unterschiedlichen Strémungsgeschwindigkeit ©(7) registriert werden kann. Allméhlich
kommt die Strémung natiirlich wieder zur Ruhe, d. h. wir beobachten eine zeitliche Ver-
anderung. ¥ ist nicht nur von Ort zu Ort, sondern auch im Laufe der Zeit verschieden:
v =0(71).

Durch den Aufprall ist die Rakete an einigen Stellen deformiert worden. Wir wissen aus
Abschn. 2.1.3, dass man die durch Kraftwirkung auf einen festen Korper entstehende De-
formation durch einen Tensor zu beschreiben hat, nimlich den Verzerrungstensor ¢;;. Die
bei der Rakete je nach Aufprall und je nach Materialfestigkeit verschiedene Deformation
wird durch einen von Stelle zu Stelle verschiedenen Verzerrungstensor €;;(7) beschrieben.
Dadurch entstehen lokal unterschiedliche Spannungen, dargestellt durch Angabe des Span-
nungstensors o;;(7) als Funktion des Ortes.

Was ist allen diesen Beispielen gemeinsam? Wir betrachten jeweils den physikalischen
Raum oder auch nur einen Teil desselben. Jeder Punkt des Raumes erhilt eine ,, Anschrift®
oder ,,Adresse”, namlich in Gestalt seines Ortsvektors 7 = (xj, x2, x3). — Die Adresse hingt
natiirlich von der getroffenen Wahl des Bezugssystems ab. — An jeder dieser Adressen, d. h.
fiir jedes 7 wird nun eine gewisse physikalische Grofe ,,notiert” bzw. ,fixiert“. Je nach Inter-
esse ist das etwa die Temperatur T, Ladungsdichte p, . . . die Kraft K, elektrische Feldstirke
E, Stromungsgeschwindigkeit 7, . . ., der Verzerrungstensor ¢; j» Spannungstensor o;j, . ..

Der jeweils betrachtete Teil des physikalischen Raumes trégt also ,,Fihnchen® an jedem
Ort, auf dem die interessierende Groéfe markiert ist, siehe Abb. 4.1.

Die Menge aller dieser Markierungen an den Punkten des Raumes oder eines Teiles
davon nennt man ein Feld. Je nach der jeweils markierten physikalischen Grofle handelt es
sich um ein Temperaturfeld, Kraftfeld, Geschwindigkeitsfeld, usw.

» Definition Ein Feld einer physikalischen Grofle A ist die Menge von Zahlenwerten A(7)
bzw. A(x1, x2, x3), welche jedem Ort 7 = (xj, X2, x3) des Raumes oder eines Teils des Raum-
es zugeordnet sind.

Je nach Art der physikalischen Grofle unterscheiden wir skalare Felder von vektoriellen
Feldern und tensoriellen Feldern. Im Allgemeinen 4ndern sich Felder im Laufe der Zeit,
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hingen also aufler von den drei Ortskomponenten x; auch noch von ¢ ab: A(7, t). Fehlt die
Zeitabhingigkeit, heiflt das Feld A(7) stationdr oder statisch.

Abstrakt formuliert sind Felder also skalarwertige, vektorwertige, tensorwertige Funktio-
nen tiber dem Ortsraum, d. h. mit 7 als unabhéngiger Variabler. Statt einer einzigen Zahl als
unabhingiger Variabler gibt es deren drei, x1, x2, x3 (allgemein n).

Deshalb ist eine Veranschaulichung eines Feldes nicht so einfach maéglich wie die einer
Funktion einer Variablen. Um uns im Umgang mit Feldern zu iiben, betrachten wir einfache
Fille ausfiihrlicher.

41.2 Skalare Felder

Beginnen wir mit einer Wiederholung der Definition fiir diese speziellen Felder.

Ein skalares Feld ¢ ist eine iiber dem Raum R* oder Teilen D c IR? definierte skalarwer-
tige Funktion des Ortes 7 = (x, x2, x3). Bei Koordinatentransformationen infolge einer
Drehung veridndern sich die unabhangigen Variablen x; in xj = D;jx;.

Die Riicktransformation lautet x; = x; Dy, s. Abschn. 2.4.2, da bei Drehmatrizen die
inverse Matrix gleich der transponierten ist, D™' = DT. Die definierende Eigenschaft eines
skalaren Feldes ¢(x;) lautet nun

9'(xi) = 9(xi) . (4.1)

Dabei ist ¢’ das skalare Feld, wie es vom gedrehten Koordinatensystem aus beschrieben
wird, also als Funktion von den x;. Das urspriingliche Feld ¢ ist als Funktion der urspriing-
lichen Koordinaten x; zu lesen. Skalare Felder sind also dadurch gekennzeichnet, dass das
»gedrehte® Feld von den ,,gedrehten” Koordinaten genauso abhingt wie das urspriingliche
Feld von den urspriinglichen Koordinaten. In diesemn Sinne sind Skalare ,,Drehinvarianten®.

Um die funktionale Form von ¢’(x}) aus der als bekannt vorausgesetzten Funktion
¢(x;) zu bestimmen, setze man x; = x; Dy; in ¢(x;) ein. Haufig ist die skalare Funkti-
on ¢ drehsymmetrisch, will sagen, hingt von den Koordinaten x; in einer drehinvarianten
Weise ab. Es ist also ¢ (x;) = ¢(x!). Dann bleibt natiirlich unter Drehungen die funktionale
Form erhalten, denn ¢’(x!) = ¢(x;) = ¢(x!) besagt, dass ¢’ = ¢ dieselbe Funktion ihrer
Argumente ist (der gedrehten wie der umgedrehten).

Physikalische Beispiele fiir skalare Felder sind das Temperaturfeld T(¥), die Ladungs-
dichte p(7), usw. Mathematische Beispiele von Skalarfeldern sind ¢(x;) = r* oder ¢(x;) =
x;. Erstere hangt nur von einer drehinvarianten Grofle (namlich %) ab, letzteres von drei
Koordinaten, da sich die 1-Koordinate x; i. Allg. bei einer Drehung dndert. Das transfor-
mierte Feld ¢'(x}) lautet im zweiten, allgemeineren Beispiel ¢’(x}) = ¢(x;) = x1 = x; D.
Somit hingt ¢’ tatsichlich von allen drei x; ab.

Im ersten, spezielleren Beispiel bleibt die funktionale Form von ¢ unter Drehung erhal-
ten, d.h. ¢'(x}) = ¥>. Denn: ¢'(x) = ¢(x;) = xix; = x; Dy;x|Dy; = x} 81 x] = x}.x} = 1'% =
@(x!). Beachtet wurde Dy;D;; = Dy; D' = (DD™");; = 8k;. Der Leser wird nun weitere
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Abb. 4.2 Graphische Dar- a b
stellung skalarer Felder (1).

ad(F)=rbo(F)=a-7

f

Skalarfelder, z. B. ¢(¥) = d - 7 mit dem konstanten Vektor d unter Drehung transformieren
kénnen.

Analog geht man bei Translationen vor. Hier lauten die Beziehungen zwischen den Ko-
ordinaten vor bzw. nach der Verschiebung des Koordinaten-Nullpunktes vom Punkt 0 zum
Punkt 0’ um @ = 00’ so: X} = x; — a; bzw. x; = x| + a;.

Ein kompliziertes skalares Feld ist ¢(7) = ¢(x;) = x7x; + x3x3 + x3x — x1%2%3. Die
Zahlenwerte dieses Skalarfeldes an einigen beispielhaft gewéhlten Orten 7 sind: ¢ (0,0, 0) =
0, 9(1,1,1) =2, ¢(1,-1,0) = -1, p(-1,-1,-1) = 4, 9(1,2,3) = 47 usw.

Wie bei allen Funktionen muss man auch bei Feldern i. Allg. auf den Definitionsbereich
achten, d. h. auf die Menge der Orte 7, fiir die ¢ (7) erklirt ist. So ist z. B. ¢(#) = 1/r nicht
fiir 7 = 0 definiert, oder ¢(7) = V/1—r?2 ist als reelles Feld nur fiir |#| < 1 erklirt. Formale
Fragen des Definitionsbereiches sollen nicht weiter verfolgt werden, doch gilt auch hier das
Motto: Aus dem physikalischen Problem muss alles Wesentliche iiber Einschrinkungen oder
Besonderheiten des Definitionsbereichs klarwerden.

Wie kann man sich skalare Felder veranschaulichen? Als Funktion dreier Variabler geht
das nicht direkt in einem x- y-Plot wie sonst. Folgende Hilfsmittel sind niitzlich, anschaulich
und gebrauchlich:

1. 2-dimensionale Schnitte, in denen die Fliachen ¢(7) = const als Linien erscheinen; diese
heiflen Aquipotenziallinien oder Héhenlinien. Bei ¢(¥) = r* = const bekommt man
Kugelflichen um den Nullpunkt, siche Abb. 4.2(a), bei ¢ (7) = @7 = const Ebenen mit a°
als Normalenvektor, sieche Abb. 4.2(b). — Man zeichnet die Linien oft in einem Abstand
voneinander, der durch gleiche Unterschiede im Wert der const bestimmt wird.

2. Auftragung tiber einer représentativ ausgewahlten Variablen, wihrend die beiden ande-
ren konstant gehalten werden. Beispiele sind ebenfalls in Abb. 4.3 dargestellt.

41.3 Vektorfelder

Wieder beginnen wir mit der prézisierten Wiederholung der allgemeinen Definition.

» Definition Ein Vektorfeld A(F) ist eine iiber dem Raum R? oder Teilen D c R? definierte
vektorwertige Funktion des Ortes 7 = (x, x2, x3). Sie transformiert sich bei Koordinaten-
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Abb. 4.3 Graphische Dar- a b
stellung skalarer Felder (2)
a¢(r) = -1/r.b¢(r) =
1/(7* + b?)

N
%

2\
)

Ao Ao

x, oder r
b—Z
1

x, oder r

Drehungen an jeder Stelle wie ein Vektor, der also im gedrehten System als Funktion der
gedrehten Koordinaten dem gedrehten urspriinglichen Vektor als Funktion der urspriing-
lichen Koordinaten gleich ist

A;(x,') = DjxAk(x;) oder A;(x,') =D Ar(xDy;) .

Anmerkung
Es wird jetzt klar sein, wie man Drehungen nicht nur bei Skalaren (also Tensoren 0. Stufe) oder bei
Vektoren (d. h. Tensoren 1. Stufe), sondern bei Tensoren (n-ter Stufe) zu definieren hat:

A;l »»»»» Jjn (x,') = Djlkl’DjZkZ’ et DjnknAkb---kn(xi) .

Ersetze dann x; durch x]Dy;, also 7 = D™'7’.

Physikalische Beispiele sind das Kraftfeld K(7) der Erde, elektrische und magnetische Fel-
der E(7) bzw. B(#), Geschwindigkeitsfelder (7) von Fliissigkeiten, usw.
Formale Beispiele sind:

A(7)
A(F) = d, mit konstantem Vektor 4,
« A(F) = —yM %, das Gravitationskraftfeld einer Masse M,
A(F) = %E x 7, mit konstantem B,

A(?) = XyXx30 — xfl; + x1%3 %3¢, mit konstanten Vektoren d, . . .
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Abb. 4.4 Graphische Darstellung von Vektorfeldern (1). a Darstellung des Vektorfeldes A(7) =
A(x161 + x2€2), kugelsymmetrisch verallgemeinert zu A(7) = A7. b Das Vektorfeld A(~xié1 — x2¢>).
cDas Feld A(7) = y%. d Darstellung von A(7) = %B x ¥. Der konstante Vektor B stehe senkrecht auf
der Zeichenebene und zeige auf den Betrachter. Da Bx 7 = B x 7., ist das gezeichnete Bild zylindrisch
aus der Ebene heraus fortzusetzen: ,Wirbelfeld“. e Allgemeines Vektorfeld; verzichtet wurde auf die
Angabe von Linien gleicher Feldstarke

Wihrend man den meisten Beispielen ihren vektoriellen Charakter direkt ansieht, ist im
letzten auf die invariante, skalare Interpretation der x; zu achten: x; = 7 - €;.

Wie kann man sich Vektorfelder tibersichtlich veranschaulichen? Gebrauchlich sind
zweidimensionale Schnitte, bei denen 1. an Linien mit konstanter Feldstirke |A(7)| = const
das Feld in lokaler Richtung und Grofie als Pfeil angetragen wird (siehe Abb. 4.4) oder bei
denen 2. Stromlinien gezeichnet werden, deren lokale Richtung die Richtung des dort herr-
schenden Feldes A hat und deren Dichte die Stiirke von A symbolisiert (bei ebenen Feldern
ihr proportional ist), siehe Abb. 4.5.

Wie Abb. 4.5a lehrt, konnen Stromungslinien ohne Unterbrechung durchlaufen. Eine
solche Vorstellung hat man vom Vektorfeld der Geschwindigkeitsverteilung in einer Fliis-
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a

Abb. 4.5 Graphische Darstellung von Vektorfeldern (2). a Stromungslinien zur Darstellung eines
Vektorfeldes ©(7), das das Geschwindigkeitsfeld einer Fliissigkeit in einem sich verengenden und
teilenden Kanal in einem ebenen Fliissigkeitstrog beschreibt (wie oft bei Demonstrationsversuchen
verwendet). b Das Feld A(7) = 7, jedoch nicht wie in Abb. 4.4, sondern mittels Feldlinien dargestellt.
¢ Allgemeines Vektorfeld wechselnder Stirke und Richtung

sigkeitsstromung, in der keine Teilchen entstehen oder vergehen. Es kann aber auch, wie in
Abb. 4.5b und 4.5¢, zur Erzielung der die lokale Stirke des Feldes A beschreibenden Feld-
liniendichte notig sein, immer neue Feldlinien beginnen (oder enden) zu lassen. Einem
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solchen Bild sieht man auf den ersten Blick an, dass ,,Quellen oder ,,Senken” im Vektorfeld
sind.
4.1.4 Ubungen zum Selbsttest: Darstellung von Feldern
1. Man diskutiere das skalare Feld
(7)) =1+ (d-r)*.

2. Zeichnen und interpretieren Sie die skalaren Felder

p konstanter Vektor.

4. Diskutieren Sie das Vektorfeld A(F) = x,6; — x,&,.

. Man zeichne das Vektorfeld A(?) = x,€; — x1€, und interpretiere es physikalisch.

6. Wie sieht das elektrische und magnetische Feld einer linear polarisierten Lichtwelle aus,
das durch die folgenden Gleichungen dargestellt wird:

wu

E(7,t) = Egsin(k-7— wt), B(# 1) = Bysin(k -7 - wt) ,

4.2 Partielle Ableitungen

Nachdem wir den Feldbegriff kennengelernt haben, stellt sich die natiirliche Frage nach
dem Studium der Verdnderung des Feldes, wenn man es nacheinander an verschiedenen
benachbarten Orten im Raum betrachtet. Sei A(7) ein interessierendes Feld.

Im Moment beachten wir nicht, ob es skalarer, vektorieller oder tensorieller Natur ist.
Wohl aber verdeutlichen wir uns, dass es als Funktion iber dem Ortsraum von drei Va-
riablen abhingt, namlich von xi, x5, x3, den Komponenten von 7. (Allgemein wiren es n
Variable x;.)
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Abb. 4.6 Feldinderung entlang eines Weges mit nur par- 3
tieller Verdnderung der unabhingigen Variablen. Allein die 2 '
durch | gekennzeichnete Variable dndert sich A=A(x %, X;)

4.2.1 Definition der partiellen Ableitung

Fragt man bei Funktionen einer Variablen f(x) nach ihrer Verinderung mit x, so gibt
dariiber ihre Ableitung df(x)/dx Auskunft (sofern sie existiert und nicht Spriinge in der
Funktion auftreten oder Schlimmeres). Felder hangen, wie gesagt, von mehreren Variablen
ab. Wenn man aber speziell in Richtung einer Koordinatenachse geht, z. B. in 1-Richtung, so
durchlduft man Punkte 7, deren x; zwar verschieden ist, deren 2- und 3-Koordinate jedoch
gleich sind. Wir kénnten das so schreiben:

7= (x,%2,%3), X2,x;3fest, x veranderlich .
Analog hitten wir etwa beim Fortschreiten parallel zur 3-Richtung die Darstellung
7= (x1,x2,%), x1,x; fest, x verdnderlich .

Beim Fortschreiten parallel zu einer Koordinatenrichtung verandern sich also die drei (bzw.
n) Variablen nur partiell. Das betrachtete Feld A(x1, x2, x3) ist folglich auf diesen speziellen
Wegen im Ortsraum nur von einer Variablen abhédngig, namlich allein von derjenigen, in
deren Achsenrichtung man sich bewegt, siche Abb. 4.6.

Daher kann man nach dieser allein sich verindernden Variablen wie tiblich differenzie-
ren, z. B.

A > > _A > >
lim (x + h,x2,x3) (x,x2,x3) '
h—0 h

Da hierbei nur eine Variable betroffen ist, wihrend alle anderen konstant bleiben sollen
(im Beispiel x; und x3), nennt man diese Ableitung die partielle Ableitung, und zwar im
betrachteten Beispiel nach der Variablen in 1-Richtung.

Man konnte deshalb schreiben: dA(x, x,, x3)/dx. Dabei darf man aber nicht die Be-
zeichnung der Variablen in A vergessen, sonst wiirde man die partielle Ableitung in einer
anderen Richtung, z. B. dA(x;, x2, x)/dx, gar nicht unterscheiden konnen.

Zwecks Vermeidung solcher Missverstindnisse benutzt man daher eine zweckmifii-
gere Bezeichnung fiir die Ableitung: Statt die unspezifische Variable x in den Nenner zu
schreiben, hdnge man als Index diejenige Koordinatennummer an, in deren Richtung man
fortschreitet. Im betrachteten Beispiel erhielte man dx;, statt dx. Es ist ferner iblich, das
Symbol 0 statt d fiir das Differential zu verwenden, wenn die Ableitung in dem beschriebe-
nen Sinne ,,partiell ist. - Somit kénnen wir zusammenfassend definieren:

A(xy + Axy, X2, X3) — A(X1, X2, %3)  0A

Alxilrzl)0 Ax, : E partielle Ableitung. (4.2)
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Analog: 0A/dx;, partielle Ableitung in i-Richtung. Alle nicht im Nenner auftretenden
Variablen sind konstant zu halten.

Koénnten in einem konkreten Falle Zweifel bestehen, welches diese anderen, konstant zu
haltenden Variablen sein sollen, so schreibe man sie explizit in die Funktion A hinein.

Selbstverstandlich sind beziiglich der Existenz oder Stetigkeit von partiellen Ablei-
tungen die gleichen Spriichlein zu machen wie bei gewohnlichen. Dies ist Aufgabe der
Mathematikvorlesungen.

Wir werden oft die bequemen Abkiirzungen verwenden

d;iA oder Aj statt (4.3)

Xi

Die drei (allgemein n) partiellen Ableitungen treten bei Funktionen mehrerer Veranderli-
cher x; anstelle der gewohnlichen Ableitung bei Funktionen einer Variablen.

4.2.2 Beispiele - Rechenregeln - Ubungen

Um mit partiellen Ableitungen vertraut zu werden, betrachten wir einige Beispiele. Sei zu-
nichst A eines der schon betrachteten skalaren Felder ¢ (7).

1. o(F) =d-7=ajx; + axxz + asxs.
Dann ist dg/dx; = aj, 09/0x, = a, usw., allgemein also
0;(a-7)=a;. (4.4)
2.9(F) =r=\/xf +x3+x3

0 1
ergibt . al

1
ox; 2 VA + x5+ x2
also allgemein  9;r = X, (4.5)
r

(o4

3. () = ——=
¢ (7) 72 + b2

-

=—F 2
oxi (Peby

liefert

Es lohnt sich der Hinweis, dass die drei partiellen Ableitungen 0;¢ zusammen in diesen
Beispielen offenbar stets einen Vektor bilden, nimlich d, 7/r, —2a7/(7* + b*)%. Das ist
kein Zufall und wird uns noch genauer beschiftigen, siehe Abschn. 4.3.
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4. Das betrachtete Feld kann auch vektoriellen Charakter haben.

A(I_;) =7= x151 + ngz + X3é3

hat als partielle Ableitungen:

or "
— = ey etc
axl !
P 1. . 1
5 A(T’) = EB Xr= E( 2X3 — B3X2,B3X1 - 31X3,31X2 - BzXl)
LBx7 1 01Bx7 1
ergibt —2 =—(0,B3,-B;), Z =—(-B3,0,B usw.
& X1 2( ’ 2) axz 2( ’ 1)

Es wurde Gebrauch gemacht von der Moglichkeit, jeden Summanden einzeln abzulei-
ten. Denn die Definition (4.2) der partiellen Ableitung liefert offensichtlich eine additive
Operation

ai(A + B) = a,‘A + a,»B . (4.6)

Auch andere bekannte Differentiationsregeln gelten. Einige seien exemplifizierend ge-
nannt:

¢=A(F) B(F) = A;B; ergibt 9;¢=(3;A)-B+A-(3;B)

0i(Ax B) = (9;A) x B+ Ax (9;B). (4.8)

Analog zu mehrfachen gewohnlichen Ableitungen kann man auch héhere partielle Ab-
leitungen einfithren. Man definiert sie rekursiv: Das durch die erste partielle Ableitung aus
A(x1, x2, x3) entstehende Feld 0A/0dx; wird nach der Definition (4.2) erneut differenziert:
0(0A/0x;)/0dx;. Unterschiedlich ist jetzt allerdings, dass man nacheinander auch nach
verschiedenen Variablen ableiten kann, also nicht nur z.B. 9°A/dx{, sondern auch etwa
0%A/0dx,0x; usw. bilden kann.

A9 (9 04 (4.9)
o e ) ) .

Wieder mogen Beispiele diese allgemeine Definition erldutern. Um Indizes zu sparen, set-
ZEN Wir X1 = X, X, = ¥, X3 = 2.

» Definition

¢ eat’) %¢ o)
= - — = s _— = 0, =2, = 1
PERET 9% T o dyox dzdyax

P*A
0x0dy

A= (yz,-zx,xy) > g—A =(z,0,x), =(0,0,1) usw.
y



146 4 Felder

Man kann sich leicht denken, dass es prinzipiell auf die Reihenfolge der x;, ankommit,
nach denen man nacheinander ableitet. Im Allgemeinen benétigt man vor allem die 2. Ab-
leitungen; dafiir gilt der folgende niitzliche Satz.

» Satz Falls das Feld A(x;) stetige partielle Ableitungen bis mindestens zur 2. Ordnung hat,
ist die Reihenfolge der Ableitungen beliebig:
A 0’A
ax,’an - anaxi ’

falls stetig. (4.10)

So wichtig der Sachverhalt, so unergiebig der Beweis fiir unsere Zwecke. Daher sei er hier
weggelassen.

Zur Ubung bilden wir aus den beiden letzten Beispielen das Feld ¢A = xyz(yz, —zx,xy)
und probieren einige der genannten Rechenregeln praktisch aus.

d , - o, -
$(¢A) = (y*2%, —2xy2%,2xy°2), a—y(qu) = (2xyz?, —x%2%,2x%yz) ,

I*(9A4) 2 o 9*(9A)
— = (2yz°,-2xz%,4 ,
Gyox T (WEamxEhAxyz), S o0

= (2y7%, —2x2%, 4xyz) ,

usw. Ferner ist

d(pA) 9p . 0A
- = _A - = > T > >y T &y
o o +¢8x yz(yz,—zx,xy) + xyz(0, -z, y)
= (2%, —xyz*, xy*z) + (0, ~xyz*, xy*2)

= (y*2%, —2xyz%,2xy*z) wie oben, etc...

Ausdriicklich sei bemerkt, dass man den obigen Satz iiber die Vertauschbarkeit in der Rei-
henfolge der Ableitungen auf hohere als 2. Ableitungen ausdehnen kann. Wie ndmlich?

Es muss noch der Begriff ,,Stetigkeit® erhellt werden. In evidenter Verallgemeinerung
der von Funktionen einer Variablen vertrauten Begriffsbildung lautet die Definition fol-
gendermaflen.

» Definition Ein Feld A(¥) heifit stetig an der Stelle 7y, sofern |A(¥) — A(¥%)| — O fiir
beliebige Folgen 7 — 7o d.h. |[f — 79| — 0. Das Feld heifit stetig schlechthin, wenn es an allen
Stellen seines Definitionsbereiches stetig ist.

So weit, so klar. Man wiége jedoch das Wort beliebig in seiner vollen Tragweite ab! Es umfasst
die Erlaubnis, sich dem herausgegriffenen Punkt 7, auf beliebig gewihltem Weg 7(¢) zu
ndhern und nicht etwa nur parallel zu den Achsen!

Soist z.B. A(x, y) = x/(x + y) als Funktion jeder Variablen einzeln an der Stelle (0,0)
stetig: A(x, 0) =1, fiir alle x, sowie A(0, y) = 0, auch fiir y — 0. Trotzdem ist A an der Stelle
(0,0) nicht stetig im o. g. Sinne, da der Wert von A(0,0) vom Wege abhingt, auf dem man
sich dem Nullpunkt néhert!
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4.2.3 Die Kettenregel

Viele Differentiationsregeln bei Funktionen mehrerer Verdnderlicher sind ganz analog zu
denen bei einer Variablen. Eine Besonderheit jedoch haben wir soeben gelernt. Es ist das
Auftreten gemischter hoherer Ableitungen. Eine weitere tritt bei der Kettenregel zur Ab-
leitung impliziter Funktionen auf. Falls f(x) zwar von x, dieses aber seinerseits von einer
Variablen t abhingt, f(x(t)), findet man die Ableitung nach ¢ bekanntlich so:

df(x(1)) _df(x))  dx(¢)
dt dx dt

(4.11)

Bei Funktionen mehrerer Variabler wire das Analogon zur impliziten Funktion einer
Variablen offenbar A(x;(#), ..., x3(t3)). Gleichung (4.11) gilt sinngemaf3 mit d,,, . . . statt
dx. Die mogliche Besonderheit tritt auf, wenn #; = t, = ... =: t ist, d. h. wenn

A(xi (1)), x2(1), x3(1))

implizit nur von einer Variablen t abhangig ist. Dann dndern sich alle expliziten Variablen
x; zugleich, wenn man t verandert!

Um die Kettenregel impliziter Funktionen zu untersuchen, beschridnken wir uns be-
quemerweise, aber 0.B.d. A., auf zwei explizite Variable, A(x(t), y(¢)). Wir bilden die
Ableitung als Limes des Differenzenquotienten gemaf3 der Definition:

A(x(t+At), y(t+ At)) — A(x(t), y(1))

At
CA(x+Ax,y+ Ay) - A(x, y+ Ay) + A(x, y + Ay) — A(x, y)
- At
~ A(x+Ax,y+Ay)—A(x,y+Ay)g+A(x,y+Ay)—A(x,y)ﬂ
- Ax At Ay At’

Im Limes At — 0 gehen auch Ax = x(t + At) — x(t) - 0 und Ay — 0, sodass man
findet:

i b P LDA L L i i’ . 4.12
dr ox dt oy dt (412)

Damit dies sinnvoll ist, muss natiirlich der Limes des Differenzenquotienten unabhéngig
von der Nullfolge At — 0 existieren. Dazu muss offenbar — im ersten Summanden explizit
erkennbar — A samt ersten partiellen Ableitungen 0, Aund d, A zugleich in beiden Variablen
stetig sein.

Zwecks spiterer Anwendung formulieren wir noch die Kettenregel (4.12) allgemein:

dA(x1(1), x2(t),...) _ dAdx;
dt  ox; dt

,  Kettenregel. (4.13)

Man erinnere sich, dass der doppelt auftretende Index i anzeigt, dass tiber i von 1 bis 3
(bzw. n) summiert werden soll.
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Oft nennt man dA/dt auch die ,totale Ableitung“ sowie

dA 0A
= —dt = —dx; totales Di jal. 4.14
dA: T d , dx; totales Differentia (4.14)

Diese Formeln setzen — wie wir bei der Herleitung sahen - die Stetigkeit des Feldes A
samt seinen ersten partiellen Ableitungen in allen Variablen zugleich voraus.

Eben diese gleichzeitige Stetigkeit ist auch fiir die Vertauschbarkeit der 2. Ableitungen
nach (4.10) gemeint, dort sogar auch noch fiir diese 2. partiellen Ableitungen.

4.2.4 Ubungen zum Selbsttest: Partielle Ableitungen
1. Aus den beiden Vektorfeldern
i=(-x*yz,xy*z,-xyz*) und b= (yz,-xz,x)

bilde man das skalare Feld ¢(7) = d - b sowie das Vektorfeld A(F) = d x b. Man
bestimme verschiedene partielle Ableitungen, sowohl direkt als auch mithilfe der Pro-
duktregeln, insbesondere verschiedene gemischte Ableitungen an den Stellen (0,1,1),
(1,1,1), (-1,1,1), (-1, -1, -1).

2. Das skalare Feld ¢(7) = e™*" /r reprisentiert z. B. das abgeschirmte elektrische Potenzial
einer Ladung in einem Plasma. Man berechne 0;¢ sowie das ebenfalls skalare Feld

2 2
Y= %+%+?}7§ fir7+0.

Man diskutiere auch (bei erneuter Rechnung) den Spezialfall « = 0.

3. Wie lauten verschiedene partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung fiir das Vektorfeld
A(F) = (r,xsin y, e¥7) ?

5
4. Bestimmen Sie 0; (17_3)
r

4.3 Gradient
4.3.1 Richtungsableitung

Wir haben ausfithrlich die Verdnderung von Feldern A(7) untersucht, wenn man in ei-
ner der Koordinatenrichtungen fortschreitet. Dariiber geben die partiellen Ableitungen
0.../0x; Auskunft.

In unserer Uberlegung liegt insofern eine gewisse Einseitigkeit, als es ja aufler den drei
speziellen Koordinatenrichtungen auch noch viele andere Richtungen gibt. Wie verdndern
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Abb. 4.7 Verinderung eines skalaren Feldes ¢ an der 3
Stelle 7 beim Fortschreiten um das Stiick A7 in der Rich- e
tung € = A7/|A7|

¢ (r + A7)

il

sich also Felder beim Fortschreiten in beliebiger Richtung? Wir untersuchen das anhand
von Abb. 4.7 speziell fiir ein skalares Feld ¢.

Die Feldinderung ist ja definitionsgemifl Ag := ¢ (7 + A7) — ¢ (7). Wire (1) A7 in Rich-
tung einer Achse, z.B. A7 = (Ax;,0,0), so gilte natiirlich Ag = (9¢/dx;)Ax;.! Nun kann
aber A7 in beliebiger Richtung liegen, d. h. es sei A7 = (Ax;, Ax,, Ax;) die allgemeine Dar-
stellung des Verschiebungsvektors in Komponenten.

Trotzdem - und das ist der Trick — kann man die Felddnderung in dieser allgemeinen
Richtung zurtickfithren auf diejenigen in den speziellen Richtungen der Koordinatenach-
sen. Wir verwenden namlich die Invarianz des skalaren Feldes unter Koordinatentransfor-
mationen und betrachten die Felddnderung von einem geeignet gedrehten System K’ aus.
In diesem sei € = A7/|A7| gerade die 1-Richtung! Dann ist A7 als (Ax;,0,0) darzustellen
und A¢ = (d¢/0dx{) Ax;. Dieses Ergebnis brauchen wir nur noch ins urspriingliche System
K zuriickzurechnen. Wir tun es hier fir ein drehsymmetrisches Skalarfeld und tiberlassen
den Fall eines beliebigen Skalars als Ubung.

Ag ist unabhingig vom System, und zwar A@(Ax{) in K’ bzw. Ag(Ax;, Ax,, Ax3) in
K. Der Zusammenhang der Verschiebungskoordinaten lautet gemaf§ Abschn. 2.4.2 so: x; =
Dh‘x{ .

Daher ist

0 0 dp dx; Jd¢ dx, d¢ dx
a_zza_x{q’(xl’xzyﬁ)_ e

N 8_x1 dx]  dxpdx{ Oxzdx| ’
indem wir die Kettenregel fiir die Ableitung nach der Variablen x| anwenden. Sie kommt
ja in allen drei Grofien xi, x7, x3 vor. Beachten wir noch (dx;/dxj)Ax| = Dy;Ax{ = Ax;, so
folgt

d¢ ¢

L . 0
Ap = (7 + A7) — ¢(¥) = B_xlel + a—Zsz + a—x3Ax3 = (0;9)Ax; . (4.15)

! Bis auf Glieder héherer Ordnung in Ax;. Sei Ax; so klein, dass man sie zunéchst vernachlédssigen
kann. Siehe Abschn. 4.3.5.
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Die Feldéinderung in beliebiger Richtung setzt sich also additiv zusammen aus den An-
derungen in den drei Koordinatenrichtungen!

Alternativ und kiirzer schliefit man mittels Kettenregel: Stellt man A7 als ein kleines
Vielfaches eines Einheitsvektors dar, A7 = A7é€, so erhilt man fiir A7 — 0 in Ag/AT:

do

= igo(?+ 1é)| = %eﬁ, Richtungsableitung. (4.16)
dr =0 dr =0

8xi

Uns wird die Formulierung (4.15) niitzlicher sein. Man vergleiche sie auch mit (4.14).

4.3.2 Definition des Gradienten

Die Verdnderung eines skalaren Feldes in Richtung A7 = (Ax, Ax;, Axs;) hat gemif3
Gleichung (4.15) die Form eines Inneren Produktes. Ein Faktor ist das Zahlentripel
(Axy, Axy, Axs), der andere das Tripel (019, d2¢,03¢). Ersteres ist natiirlich ein Vek-
tor, reprisentiert es doch die Verschiebung A7. Bilden auch die 0;¢ einen Vektor, sodass
(4.15) tatsichlich als Inneres Produkt zu verstehen ist?

Dariiber kann allein das Transformationsverhalten des Tripels 0;¢ = d¢/0dx; Auskunft
geben. Da ¢ ein skalares Feld ist, gilt ¢ (x1,x2,x3) = ¢(xJ, x5, x3), wobei x; = Djjx; bzw.
xj = Djjx]{ mit einer Koordinaten-Drehmatrix (D;;) ist. Bei Ableitung z. B. nach x| miissen
wir beachten, dass alle drei x; von x| abhéngen, also die Kettenregel anzuwenden ist:

0p(x1, %3, %3) _ 99 01 09 9% 09 0x3 _ 99 fy
ax|  0x 0x] 9x,0x] 0x3dx] dx;

Allgemein formuliert:

o dg /
o Dk kurz  dig = Dijd;¢ . (4.17)

Wir erkennen: das Zahlentripel 0;¢ transformiert sich bei Koordinatentransformatio-
nen genauso (ndmlich nach (2.50a)) wie Vektoren. Da wir Vektoren allein nach diesem
Transformationsverhalten diagnostizieren, ist also (019, 02¢, 93¢) ein Vektor! (Hingewie-
sen sei aber noch einmal darauf, dass ¢ ein skalares Feld sein sollte sowie wegen der
Verwendung der Kettenregel als stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde!)

Damit erhilt folgende wichtige Definition ihren Sinn.

» Definition Gegeben sei ein stetig differenzierbares skalares Feld ¢ (7). Diesem kann man
an jeder Stelle 7 ein vektorielles Feld zuordnen mit den Komponenten

dp d¢ 9¢)
—, —,— | =tgrad o. 4.18
(axl 8x2 aX3 gracy ( )
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Es heifit das Gradientenfeld von ¢(7). M. a. W.: Der Gradient von ¢ ist derjenige Vektor,
dessen i-Komponente gerade die partielle Ableitung von ¢ nach x; ist: 9;¢,i =1,2,3(...n).
Oft schreibt man leger, aber suggestiv d¢/07 statt gradg (was auf keinen Fall heiflen soll,
man ,teile “ durch 7).

Greifen wir nochmals aus unseren Beispielen (4.4) und (4.5) auf. Falls ¢ = a - 7, ist
E),»(p = ai, d.h.

grad(a-7)=d. (4.19)
Analog:
gradr = I T (4.20)
r
Ferner:
2 [Gxa) B]= 2 [7-(axb)]=axb.
or or
Auch (4.20) kann man so ausrechnen:
2r= 2GRt = 3R =t

4.3.3 Interpretation und Rechenregeln

Welche anschauliche Bedeutung hat der Vektor grad ¢, den man einem Skalarfeld an jeder
Stelle 7 zuordnen kann?

Diese erkennen wir am bequemsten, wenn wir die Feldinderung A¢ beim Fortschreiten
um A7 nach (4.15) mittels Gradienten schreiben.

Ag =grad ¢ - AT (4.21)

Legt man speziell A7 in die Richtung, in der sich ¢(7) gar nicht verdndert, so ist
grad ¢ - A7 = 0. Das sind aber gerade alle solchen (kleinen!) A7, die innerhalb der Flichen
konstanten ¢’s liegen, die wir schon zur graphischen Darstellung skalarer Felder betrachtet
haben (also z. B. die Kugeln in Abb. 4.2(a) oder die Ebenen in Abb. 4.2(b)). Da das Innere
Produkt von grad ¢ mit eben solchen speziellen Verschiebungen 0 ist, muss grad ¢ darauf
senkrecht stehen.

Also merke
Die Richtung von grad ¢ ist stets senkrecht zu den Flichen ¢(7) = const.

Die Grofle des Gradientenvektors, |grad ¢/, gibt die Stirke der Verdnderung von ¢ senkrecht
zu den Konstanzflichen an - dargestellt durch die Dichte der Hohenlinien in der graphi-
schen Darstellung.
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Kurz: die Gradientenbildung im Skalarfeld ¢ gibt tiber Stirke und Richtung von ¢-
Anderungen Auskunft.

Blicken wir zuriick auf die Beispiele (4.19) und (4.20), so verifizieren wir diese allgemein
bewiesenen Aussagen speziell: Die Fldchen ¢ = 4 - 7 = const sind Ebenen im Raum, senk-
recht zu d, da 7, aus der Flichengleichung herausfillt. Tatsichlich ist grad (4 - ¥) = 4, also
1 zu den Flichen; ferner ist |grad (4 - 7)| = a tiberall gleich grof3, sodass sich a - 7 tiberall
gleichmiRig verdndert. Die Flichen ¢ = r* sind Kugelflichen und grad r* = 27 ist stets
radial gerichtet, siehe die Abb. 4.2a, b.

Aus den Regeln fiir partielle Differentiation folgert man leicht solche fiir die Gradienten-
Operation. So gelten z. B. die Rechenregeln

grad (p+ y) =gradp + grad v, (4.22)
grad (¢v) = pgrad v + ygrad ¢ . (4.23)

Den Beweis fithrt man, indem man eine Komponente i betrachtet.

4.3.4 Beispiele zur iibenden Erlauterung

Da der Gradient eines skalaren Feldes in der Physik oft auftritt, wird sich der Umgang damit
auf natiirliche Weise einschleifen. Daher seien jetzt nur einige einfache Beispiele ausfiihrlich
dargestellt:

1. ¢(¥) = 1/r. Um grad (1/r) zu bestimmen, brauchen wir die d¢/dx;. Wir rechnen etwa
fiir x; so:

0 (1 0 1 0
B B R LT
ox; \r axl\/xlz+x§+x§ 0x1
1 1 X1

= 2% = -

2 r3
Analog liefert 9,(1/r) = —x,/r> usw., d. h.

1 r
ar-_r 424
grad 3 (4.24)
Man kann auch die Kettenregel benutzen und ¢ = ¢(r(7)) betrachten. Dann ist
0i¢ = (d¢/0r)(9r/dx;), speziell also

1 1 1 1 x; r
rad-290;,-=-——0d;r=———"12 —
& r “r r2 ! r2r 1

2. Auf beide genannten Weisen bestimmt man

_ X i
gradr" 2 9;r" = nr" 9 = nr" 15 2 "0 (4.25)
r
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3. Falls ¢(7) = f(r) nur von r allein abhingt, liefert analoge Rechnung grad ¢ = f'(r)7°.
Die Flachen konstanten Feldes sind Kugeloberflichen, das Gradientenfeld ist stets zen-
tral gerichtet, z. B.:

7
o

grad (Inr) = %7’0 = (4.26)

-

4.3.5 Taylorentwicklung fiir Felder

Sehr oft tritt bei physikalischen Untersuchungen die Aufgabe auf, eine komplizierte Funk-
tion in der Nihe einer besonders interessierenden Stelle zu vereinfachen. Sofern es sich um
eine gewohnliche Funktion f(x) einer Variablen handelt, l6st man diese Aufgabe mittels
der Taylorschen Formeln der Differentialrechnung.

Thre einfachste Gestalt ist der Mittelwertsatz

flx+Ax) = f(x) + Axf'(x + 6Ax) . (4.27)

f' ist die Ableitung und 6 eine geeignete Zahl 0 < 6 < 1. Falls f(x) im Intervall [x, x + Ax]
stetig und bis einschliefflich n-ter Ordnung stetig differenzierbar ist sowie f"*!(x) auch
noch existiert, so kann man die obige Formel allgemeiner schreiben.

fx+Ax) = f(x) + %f’(x) + Az—)jzf”(x) + -.-%f<">(x) + Ry (x), (4.28)
wobei z. B. -
R,(x) = (ii 1)!f””(x + 0Ax). (4.29)

Die Idee hinter dieser Formel — deren saubere Herleitung Aufgabe der Mathematikvorlesung
ist, wo man auch verschiedene weitere Formen fiir das Restglied R, (x) kennenlernt - ist fol-
gende. Man approximiert f(x + Ax) bei festem x als Funktion von Ax durch ein Polynom
Py, der Ordnung n, das sich bei Ax = 0 so gut wie moglich an die gegebene Funktion an-
schmiegt. Dazu wdhit man alle Ableitungen P,SV) der Ordnungen v = 0,1,...,n nach Ax an
der Stelle Ax = 0 gleich denen der Funktion, f(*) (x). Es bleibt dann eventuell noch ein Un-
terschied f(x + Ax) — P,(Ax) =: R,(x), den man auf verschiedene Weise bestimmen kann.
Die oben angegebene Form gewinnt man mittels des verallgemeinerten Satzes von ROLLE; sie
heifit Lagrangesches Restglied.

Wenn das Restglied mit wachsendem # fiir alle |[Ax| < ¢ immer kleiner wird (¢ ist eine feste
Konstante), kann man eine hinreichend oft differenzierbare Funktion durch ihre Taylorrei-
he darstellen: )
A A
floxs 83 = () + 22 p7 ) 4 B
Dazu ist fiir eine jede konkret gegebene Funktion eine Abschitzung des Restgliedes notig.
Fiir die unten als Beispiel aufgefithrten mathematischen Funktionen ist das leicht durch-
fithrbar mit positivem Ergebnis, R, — 0, mit wachsendem #. In vielen physikalischen

f(x)+... (4.30)
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Anwendungen ist es nicht moglich, das Restglied zu bestimmen, sodass die Approxima-
tion durch ein Taylorpolynom hoffnungsvoll vorausgesetzt werden muss.

Praktisch (und trotzdem dem Lernenden oft ungewohnt) kann man sich i. Allg. auf ein
Polynom der niedrigsten, nicht-trivialen Ordnung beschrinken. Es lautet die lineare Ni-
herung

flx+Ax)~ f(x)+Axf'(x) . (4.31)

Falls f'(x) = 0 ist bzw. man etwas besser approximieren méchte, nimmt man die parabel-
férmige Ndherung

Flx+Ax) ~ F(x) + Axf(x) + % F1(x) (Ax)? . (4.32)

Einige oft vorkommende Beispiele sind

1

f(x):1 Mltx+xt+..., (4.33a)
-x
n I’l(l’l—l) 2

f(x)=(1+x) “1+”X+TX +..., nganz, (4.33b)

f(x):(“x)%N1+%x+n(z—r;2m)x2+..., n, m ganz, (4.33c)
1 1

f(x)=v1+xwl+5x—§x2+—..., (4.33d)

1 1 3,

x) = Nl x4+ =x" -+, 4.33e

f(x) V1+x 2 8 ( )
1

f(x) =sinx ~x - §x3 =, (4.33f)

(%) = cosx 1 - x4 1! (4.33g)

f(x) =cosx~ T +Zx -—+..., .33g
1

f(x):e"wl+x+5x2+..., (4.33h)

2
f(x)=1n(1+x)~x—%+—..., (4.33i)
3
f(x) =arcsinx ~ x + % o, (4.33j)
3
f(x):arccosxmg—(x+%+...), (4.33k)

wobei stets in der allgemeinen Formel (4.32) x durch 0 und Ax durch x ersetzt worden ist,
um Schreibarbeit zu sparen. Dem Lernenden sei dringend nahegelegt, sich eine Tabelle sol-
cher Potenzreihen-Approximationen® zu besorgen; man braucht solche Entwicklung einer
Funktion um eine Stelle sehr oft.

? Es eignet sich hierzu z. B. Bronstein-Semendjajew, siehe Literaturverzeichnis.
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Wie kann man nun auch fiir Felder solche approximativen Darstellungen gewinnen, d. h.
fiir Funktionen A(x1, x,, x3) mehrerer Variabler? Wir iiberlegen uns das am Beispiel eines
skalaren Feldes, dessen wiederholte stetige Differenzierbarkeit die folgenden Rechnungen
gestatten moge.

Um ¢(7 + A¥) durch ¢(7) und die Ableitungen auszudriicken, gehen wir so vor wie
in niedrigster, linearer Ndherung schon in Abschn. 4.3.1 bei der Richtungsableitung: Wir
wihlen das Koordinatensystem so geschickt, dass eine Koordinatenachse in Richtung A7
zeigt. Dann ist bei festem 7 die Funktion ¢(7+ A7) = ¢(Ax{) nur von einer Variablen, Ax;,
abhingig. Wir kénnen also eine gewdhnliche Taylorentwicklung nach Axj vornehmen.

1 d*¢

N ar Ax))? +

p(F+ 87) = () + L x|

Drehen wir nun das Koordinatensystem wieder in seine urspriingliche Lage zuriick, die
willkiirlich in Bezug auf A7 war, so ist A7 = (Ax1, Ax;, Ax3) und alle Ax; = Dy;Ax{ hingen
von Ax;| ab. Also ist (Summenkonvention wie iiblich beachten):

dp _ 99 dx; _ 99
dx/  Oxjdx!  9x;

d’¢ d (d¢ eat’)
=— | =—Dy; D D .
dxp dx{(axj V) oxpax; MY

Multipliziert man mit den entsprechenden Potenzen von Axj, erhilt man aus
Dy Dyj(Ax{)? = AxpAx; usw. Somit

lago

AxiAx; +
2 oxdx; it

o(F+ AF) = o(¥) + %A"f

Die lineare Naherung haben wir schon betrachtet, z. B. (4.15). Als kurze und einpragsame
allgemeine Form notieren wir

o(F + A7) = 9(7) + (8x,9,)p(7) + %(ijaj)zgo(;) i (4.34)
@(7 + AF) = [io—(Ax,a )" ]go(?) = 2% (7). (4.35)

Neben der schon in (4.15) hingeschriebenen linearen Néherung sei hier noch die qua-
dratische angegeben.

o(F+ A7) ~ () + ?DAx + ZiAy+ ?Az

,0%¢ %9 %9
Ax"—= + 2AxA 2AxA R I 4.36
( x ox y8x8y+ ¥ %0z (4.36)
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Als Beispiel betrachten wir das skalare Feld ¢ = |d—7| als Funktion von 7 fiir kleine 7, also
r << a. Hier spielt d die Rolle des konstanten Vektors 7 in (4.36), wihrend 7 die Variable A7
vertritt. In niedrigster Ndherung ist 7 ~ 0, d.h. ¢ = 4. In linearer Approximation brauchen
wir d;¢ bei 7 = 0. Das ist

dila—7|= [(a—r)] di[a*-2d- r+r]%
1 —
——(-2a; +2x;) 2 - % -a°.
2|a— 7 |a -7

Folglich ist

die Nédherung erster Ordnung. Die nichsten Ableitungen bei 7 = 0 sind

—a; + x; dij —(a; - xj)
d:(djla—-7 d; = — - X;
@l =) = = e - e

& _aia;

a ad

Folglich ist
X 1 6 a:a;
|a_;|w_%xi+z(f— ;3’)xixj (4.37)

die quadratische Approximation. Beachtet man, dass a;/a von der Lange von d unabhin-
gig ist, so erkennt man durch Ausklammern von a in (4.37) eine Entwicklung nach x;/a,
symbolisch r/a. In vektorieller Schreibweise lautet (4.37)
. a~?+1?-? 1(a-r)?
a 2a 2 a
a-r 177 1(a-r)?
=af1- =242 -2 . 438
( a2 24> 2 at ) (4.38)
Man hitte das auch mithilfe der Taylorentwicklung fiir gewShnliche Funktionen her-
leiten kénnen. Wegen der Niitzlichkeit, diese Methode zu beherrschen, sei das ebenfalls
ausfiihrlich dargestellt:

i-7l=\/(G-7)P=Val-2a Fir-a 1+(——z'—).
a

Mit der Abkiirzung x := r*/a® — 2(7- d)/a* verwenden wir nun (4.33ad), miissen aber
dann noch systematisch nach Ordnungen in r/a sortieren. In x kommt r/a in 1. und in 2.
Ordnung vor, also in x? in 2. bis 4. Ordnung. Da uns nur die 2. Ordnung in r/a interessiert,

darf man x* ~ (-2(7-d)/ a2)2 approximieren. Somit insgesamt:

1 1
|Ei—?|:a\/1+x:a(1+5x—§x2)

Das ist aber in der Tat (4.38).



4.4 Divergenz 157

43.6 Ubungen zum Selbsttest: Der Gradient

1. Gegeben sei das skalare Feld ¢ = y?z* + z°x® + x*y*. Bestimmen Sie das zugehorige
Gradientenfeld, insbesondere an den Stellen (0,1, —1) sowie (1,-2,-3).

2. Wie lautet das Gradientenfeld von ¢ = x sin(yz)?

3. Welche Gradientenfelder haben die skalaren Felder ¢ = f(x) + f(y) + f(z) sowie
¢ = f(x)f(y)f(z) bei vorgegebener Funktion f?

4. Was soll man tun bei der Aufforderung, den Gradienten des Feldes (1/2)(B x 7) auszu-
rechnen?

5. Wie kénnte das skalare Feld ¢(x, y, z) lauten, dessen Flichen ¢ = const Ebenen, Kuge-
loberflachen, Rotationsparaboloide, Ellipsoide sind?

6. Wie berechnet man die Normalenvektoren zu einer im Raum gegebenen Fliche
¢(x, y,z) = const?

7. Gegeben sei ein Rotationsellipsoid (linglicher Atomkern) x*/a* + y*/a® + Z2/b* =
1. Wie lautet der nach auflen zeigende Normalenvektor auf der Oberfliche all-
gemein sowie speziell in den Punkten (a/v/2,a/\/2,0), (a/\/3,a/\/3,b/\/3),
(-a/2,a/\/2,-b/2), (0,0,b) und (0, -a, 0)? Zeichnung.

8. Bestimmen Sie die Richtungsableitung von ¢ = xyzin Richtung d = (x, y, z), insbeson-
dere an den Stellen (1,1,1), (1, -1, -1) und (-1, -1, -1). In welcher (eventuell anderen)
Richtung wire an diesen Stellen die Richtungsableitung am groften?

9. Wie lautet die Taylorentwicklung bis zur 2. Ordnung in 7 fiir 1/|d — 7|, sofern a > r?

10. Welche Taylorreihe hat das Feld ¢(#) = elF" mit konstantem Vektor k?
11. Man bestimme d/d7von 1/r und f(r) nach der am Ende von Abschn. 4.3.2 dargestellten
Methode.

4.4 Divergenz

Neben der bei skalaren Feldern betrachteten Differentialoperation ,,Gradient® spielen zwei
weitere Differentialoperationen eine fundamentale Rolle. Sie heiflen ,,Divergenz* und ,,Ro-
tation“. Wir behandeln diese jetzt und fassen alle drei abschlieflend zusammen durch den
Vektor-Differentialoperator ,,Nabla“.

4.4.1 Definition der Divergenz von Vektorfeldern

Angeregt durch die Beobachtung, dass sich (d/0dx;)¢ bzgl. i wie ein Vektor transformiert,
kann man auf die Idee kommen, d/9dx; auch auf einen Vektor anzuwenden. Aber auf welche
Komponente? Aus Gleichbehandlungsgriinden vielleicht auf alle? Vielleicht konnte es im
Sinne des Inneren Produktes oder auch wie beim Auf8eren Produkt geschehen? Beides ist
tatsichlich moglich und fithrt auf die Differentialoperationen ,,Divergenz® und ,,Rotation®.
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» Definition Gegeben sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld
A(7) = (A1(7), A2(), A3 (). Mittels

0A; 0A, 0A4A;
=t —+—

- = divA 439
axl aXZ 8x3 a ( )

a,'Ai
wird ihm ein skalares Feld, seine Divergenz, zugeordnet. Es heifit das Quellenfeld von A(7).

Die formale Bildung 0;A; ist als solche natiirlich mdglich; ihre Interpretation als Quellen-
feld besprechen wir in Abschn. 4.4.3. Zu zeigen wire jetzt, dass div A tatsiichlich ein Skalar
ist.
Bei Koordinatendrehung D;; transformieren sich sowohl das Feld als auch die Variablen.
Esgilt A; = D;; A" und x} = Dy X;. Da das Feld als stetig differenzierbar vorausgesetzt

worden ist, diirfen wir bei < die Kettenregel verwenden:

0Ai _ 0 oL OAox o 04 o4
- DA =D.— Lk _-D.—'D,;6;=—2LD:.D;.
ax  ax A T9x 9x; ax MU T g K
A, 9A
J

= 5 Ok = E)_x’]’ q.e.d. (divA verhilt sich wie ein Skalar.)
k j

Wir merken uns: Wihrend der Gradient einem gegebenen Skalarfeld ein Vektorfeld zu-
ordnet, wird durch die Anwendung der Divergenz aus einem gegebenen Vektorfeld ein
Skalarfeld.

4.4.2 Beispiele und Rechenregeln

Einige oft auftretende Aufgaben seien als erlauternde Beispiele besprochen,; sie sind auch
fiir sich niitzlich. Wir studieren A(7) = d, = 7,= (1/2)B x 7, = —#/r’.

diva =0, a konstanter Vektor.

. 0x;
divi= 20 o14141=3. (4.40)
Xi
div (B x 7) = di€ijkBjxi = €;jxBjdix = 0, B konstant . (4.41)

Dabei erinnere man sich an €;j; aus (2.97). Das in Abb. 4.4a bzw. 4.5b dargestellte Feld hat
also iiberall die konstante Quellstarke divF =3, wihrend das ,Wirbelfeld“ aus Abb. 4.4d die
Quellen div((1/2)B x 7) = 0 hat. Auch das Feld aus Abb. 4.4c ist fiir 7 # 0 quellenfrei.

. 7 dive 1 3 (=3)F
div (—yMr—3):—yM(7+r-gradr—3):—yM(—+r- ;):0. (4.42)

r3 r4
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Dabei haben wir schon zur Abkiirzung der Rechnung von einigen charakteristischen Re-
chenvorschriften Gebrauch gemacht:

div (A + B) = div A + div B, (4.43)
div (aA) = adivA, a Zahl, (4.44)
div (pA) = divA+ A -grad ¢ . (4.45)

Sehr oft benétigt man die Divergenz eines Gradientenfeldes ¢. Sie lautet

. o (d¢ #* 9 0
d d = =| — _— — = Agp. 4.46
R G (ax,-) (axf " ox3 " ox? g9 (4.46)
Diese Differentialvorschrift
# 9 0
=—t—+— 4.47
ox} ! ox3 ! ox? (4.47)
heif3t Laplaceoperator.
Es ist
div (p grad y — y grad ¢) = Ay — yAg . (4.48)

Da div A ein skalares Feld ist, lisst sich hieraus das Gradientenfeld ermitteln. Doch ist
grad div A wohl zu unterscheiden von div grad ¢!

4.4.3 Interpretation als lokale Quellstarke

An einem speziellen Beispiel wollen wir die Divergenz eines Vektorfeldes anschaulich in-
terpretieren. Dieses Bild wird dann auf beliebige Vektorfelder iibertragen. Es bedeutet in
dieser Allgemeinheit nicht mehr und nicht weniger als die Analogie zum speziellen Bei-
spiel hergibt.

Wir beschiftigen uns zunéchst mit einem wichtigen physikalischen Begriff, ndmlich der
sogenannten Stromdichte. f als Vektor der Stromdichte repriisentiert in seiner Stirke die
Zahl der stromenden Teilchen pro Zeit und pro Fliche sowie in seiner Richtung die loka-
le Stromungsrichtung. Durch eine kleine Fliche AF mit Normalenvektor 7 nach Abb. 4.8
flieRen pro Zeit AFjcos( 47, j) Teilchen, da nur der zu AF senkrechte, also zu 7i paralle-
le Anteil von j die Fliche durchsetzt, d. h. f\l‘ Obiger Ausdruck kann als Inneres Produkt

gelesen werden, nimlich zwischen jund dem ,Vektor des Flichenelementes AF = AF - ii.

- —> e
j+-AF st der Teilchenstrom pro Zeit durch AF . (4.49)

Allgemein heif3t A - AF der ,Fluss* eines Feldes A durch ein Flichenelement AF.
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Abb.4.8 Stromung j durch eine Fliche AF mit 7 als Nor- A

maleneinheitsvektor / Ji

i/
AF >

Abb. 4.9 Lokale Quellstirke in AV =Ax Ay Az
einem Quader im Stromungsfeld
an einer Stelle 7

/E.{AZ .

x Y

i

Betrachten wir nun ein Strémungsfeld v (7), etwa wie in Abb. 4.5 oder auch Abb. 4.9.
Eine stromende Fliissigkeit verhalt sich viel ,,rationaler® als eine Menschenmenge. Sie ist an
Engstellen schneller und dichter als da, wo genug Platz ist. Sofern die Stromung nicht sta-
tiondr ist, kann sich die lokale Teilchendichte n(7, t) = AN/AV zeitlich dndern. dn(7#, t)/ot
ist ein Mafd dafiir, ndmlich fiir die Zu- oder Abnahme der Teilchenzahl AN pro Zeit At in
einem betrachteten Volumen AV an einer gerade interessierenden Stelle 7. In Abb. 4.9 ist
es ein Quader mit Kantenldngen Ax, Ay, Az, die hinreichend klein sein mogen. dn/dt ist
per Konstruktion also eine lokale Teilchen-,Quellstérke®.

Da die Teilchen nun nicht aus dem Nichts entstehen oder vergehen, muss eine Ande-
rung von n als Nettoeftekt der in AV hinein- bzw. hinausstrémenden Teilchen verstanden
werden. Wir nennen dies einen ,,Erhaltungssatz®. Fiir die Strémung aber ist das Feld v (7)
maflgebend bzw. das Vektorfeld der Teilchenstromdichte j(7). Es gibt an, wieviel Teilchen
pro Zeit und pro Fliche an der Stelle 7 in der durch den Vektor j angezeigten Richtung str-
men; iibrigens ist j = n. Da man also aus j(7) den Nettozustrom in und -abstrom aus AV
bestimmen kann, muss man daraus auch die Quellstirke berechnen kénnen. Wir werden
das sogleich tun. Als Ergebnis werden wir die Vorschrift —div; finden.

Weil somit im Spezialfall eines Stromungsfeldes

on =
— =—divj, 4.50
ot v (4.50)
bezeichnen wir generell div j als Quellenfeld des Vektorfeldes ;.

Nunmehr stellen wir die Stromungsbilanz fiir den Quader in Abb. 4.9 auf. Durch die
»linke“ Begrenzungsfliche AyAz flie3t pro Zeit die Teilchenzahl ji(x, y,z) AyAz. Es trigt
nur die Stromdichtekomponente senkrecht zur Fliche bei, also j;. Durch die ,,rechte®, ge-
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geniiberliegende Fliche flieit j;(x + Ax, y,z)AyAz. Beide Zahlen geben den Durchsatz
in positiver 1-Richtung an. Als Netto-Teilchenzahl pro Zeit bleibt von der Stromung in 1-
Richtung in AV zuriick: Zustrom minus Abstrom, also

9ji(x,y,2)

0x
Dabei ist im zweiten Summanden die Taylornaherung in niedrigster Ordnung gemacht
worden, da Ax beliebig klein gewihlt werden kann. Als Netto-Teilchenzahldnderung pro
Zeit und pro Volumen liefert die Stromung in 1-Richtung folglich —dj;/0dx.

Analog tiberlegen wir noch fiir eine weitere Richtung, z. B. die 3-Richtung. Dann kommt
es auf die Komponente j3 des Vektors j an, da nur sie Teilchen senkrecht zur ,,unteren und
»oberen® Begrenzungsfliche AxAy des Quaders transportiert. Die Bilanz pro Zeit ist jetzt

i
j3(x, ¥,2)AxAy — j3(x, y,z+ Az) AxAy ~ —%AxAyAz .
z

j1(x, ¥, 2)AyAz - ji(x + Ax, y,z) AyAz~ — AxAyAz .

also pro Zeit und pro Volumen -0j3/dz. Es diirfte klar sein, dass der Netto-Teilchenzahl-
zuwachs pro Volumen infolge der Strémung in 2-Richtung, also durch die ,vordere® und
yhintere* Quaderfliche A x Az, sich zu —dj,/dy ergibt.

Alle drei moglichen Stromungsrichtungen zusammen ergeben die Stromungsbilanz
durch alle sechs Flachen:

also gerade (4.50). Man konnte einwenden, dass doch ein sehr spezielles Volumen betrach-
tet worden ist, ndmlich ein Quader und sogar ein solches mit Begrenzungsflichen parallel
zu den Koordinatenflichen. Nun kann man aber beliebig geformte Volumina bis auf klei-
ne Reste durch sehr viele, aber geniigend kleine Quader zusammensetzen. Das werden wir
spéter auch tun, wenn wir uns naher mit der Integration beschiftigt haben. Es wird sich
dann zeigen, dass unser Ergebnis unverandert richtig bleibt.

Damit haben wir nicht nur div j anschaulich gedeutet, sondern auch noch eine ganze
Menge tiber den Transport in einem Stromungsfeld gelernt.

Ubertragen wir das Gelernte noch auf zwei andere Beispiele. E(7) sei das Vektorfeld der
elektrischen Feldstirke. Dann wiirden wir div E als das Quellenfeld der elektrischen Feld-
stirke interpretieren. Wenn man sich dariiber klar wird, dass die elektrischen Ladungen
Ausgangspunkte fiir elektrische Felder sind, kann man den experimentellen Befund verste-
hen, dass divE = (1/e) p, wobei p die Ladungsdichte ist (und €, die Dielektrizititskonstante
des Vakuums).

Da man andererseits noch nie magnetische Ladungen gefunden hat, misste sein und ist
in der Tat div B = 0, fiir jedes magnetische Feld B(7).

Quellenfreie Felder A (d. h. mit div A = 0) nennt man daher manchmal auch solenoidale
Felder, d.h. ,wie von einer stromdurchflossenen Spule erzeugte“ Felder.

So sind eben magnetische Felder B solenoidal oder Stromungsfelder () inkompres-
sibler Flissigkeiten. Letzteres folgt aus (4.50), wenn man beachtet, dass n von 7 und t
unabhingig ist, sofern die Fliissigkeit inkompressibel ist.
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Ein einfaches Feld mit Quellen ist in Abb. 4.5b dargestellt. A(F) = 7 hat das konstante
Quellenfeld div 7 = 3. Daher entstehen iiberall neue Feldlinien, um die nach auflen immer
grofler werdende Feldliniendichte zu liefern.

4.4.4 Ubungen zum Selbsttest: Die Divergenz

1. div (ra) =7

2. div (r"F) =?

3. Gegeben seien die skalaren Felder ¢ = sin(k - 7) und v =e %", wobei k und « kon-
stant sein sollen. Berechnen Sie hieraus die Gradientenfelder und anschlieflend deren
Quellen.

4. Sei A = 7° der Orts-Einheitsvektor. Welches ist das Quellenfeld div 7° und wie heif3t
dessen Gradientenfeld?

5. div (rgrad 1) =?

6. Fiir welche Funktion f(r) ist das Vektorfeld A = f(r)7 quellenfrei?

7. Man bestimme die Quellen des Feldes grad ¢ x grad y.

2
ot

4.5 Rotation

Durch skalare Verkniipfung der partiellen Ableitungen d/0x; ... mit einem Vektorfeld A;
haben wir in (4.39) die Divergenz eines Vektorfeldes A; eingefiihrt. Jetzt untersuchen wir
die vektorielle Verkniipfung von d/0x; mit A;.

4,51 Definition der Rotation von Vektorfeldern

Wir beginnen sofort mit der Definition.

» Definition Gegeben sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld A(7) = (A, Ay, A3). Wir
ordnen ihm mittels der partiellen Differentiationsvorschriften 0; = d/0dx; ein anderes Vek-
torfeld zu,

(82A3 - 83A2)é'1 + (83A1 - 81A3)52 + (81A2 - 82A1)E3 =: rot A, (451)
genannt die Rotation von A. Das Feld rot A heifit das Wirbelfeld von A.

Kiirzer kénnen wir die Komponenten des Vektors rot A so darstellen:

(rot A)l =rot)A = 0,A; — 934, usw.1,2,3 zyklisch. (4.52)
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Dasselbe wird ausgedriickt durch
(I'Ot A), = e,»jkajAk . (4.53)
Schlieflich gilt auch die Determinantendarstellung

& € &
rot A = 81 82 83 . (454)
A A, A;

Alle diese Darstellungen sind abgeguckt von den uns schon vertrauten Schreibweisen
fiir Auflere Produkte, siche Abschn. 2.7.3. In diesem Fall ist allerdings der erste ,,Faktor”
das Differentiationstripel (0;, 9, 03) und der zweite ist das Feld (A, A;, A3).

Es ist noch nachzutragen, dass rot A tatsichlich ein Vektor ist, sich also unter Koordina-
tentransfomationen Dj; transformiert nach (rotA)) = Dy;(rotA);. Dazu diirfen wir wieder
die Kettenregel (4.13) verwenden, da A als stetig differenzierbar vorausgesetzt wurde. Der
Gedankengang der Rechnung ist wie am Ende von Abschn. 4.4.1 fiir divA geschildert und
wird so in die Tat umgesetzt:

dx!

Dyi(rot A); = Dyj€;jk0jAk = Dyi€;jx0;A, Dyi = Dyi D ke, A, dxﬂ-l
i

= D};DyjDyieijr0,, A},

Es ist aber Dj; DD yké€iji = €),un = Elmn der transformierte aber invariante total anti-
symmetrische Tensor 3. Stufe, siehe Abschn. 2.7.3. Somit gilt

Dji(rot A); = €10, A, (4.55)

Rechts steht aber in der Tat — wie erwartet — die /-Komponente der Rotation im gedrehten
System K'.

Einfache Beispiele zur Berechnung der Rotation sind in Abschn. 4.5.4 zusammengestellt.
Der interessierte Leser sei schon jetzt darauf hingewiesen.

4.5.2 Interpretation von rot A als lokale Wirbelstérke

Wie bei der Interpretation der Divergenz betrachten wir ein spezielles Vektorfeld, um eine
anschauliche Vorstellung vom Aussagewert der Rotation eines Vektorfeldes zu gewinnen. In
einer Fliissigkeit sei ein Wirbel vorhanden, d. h. ein Stromungsbild gemif3 Abb. 4.10 (siche
auch Abb. 4.4d). Wie lautet das zugehorige Vektorfeld o (7)?

Sei & der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, d. h. |0| = w = Kreisfrequenz ist sein Betrag
und die Drehachse mit Rechtsschraubenrichtung ist seine Richtung. In Abb. 4.10 zeigt der
Vektor @ aus der Zeichenebene heraus auf den Betrachter zu. Sei ferner # der Vektor zu
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Abb. 4.10 Stromungsfeld eines Wirbels. Die Wirbelachse ist
durch einen Punkt gekennzeichnet. Die Drehungsfrequenz um
die Achse sei w/2m. Alle zur Zeichenebene parallelen Ebenen
zeigen das gleiche Stromungsbild

einem beliebigen Punkt, wobei der Koordinaten-Anfangspunkt auf der Drehachse liege.
Dann muss der Geschwindigkeitsvektor ¥ der Fliissigkeit an der Stelle 7 offenbar auf der
durch 7 und @ aufgespannten Ebene senkrecht stehen. Da @ x 7 in diese Richtung zeigt,
spiegelt

U(F)=wx7 (4.56)

das Geschwindigkeitsfeld eines homogenen Wirbels mit Achse durch den Ursprung von K,
Drehrichtung ©° und ,Wirbelstirke“ w wider. Tatsichlich gibt (4.56) auch quantitativ die
Geschwindigkeit. Denn z. B. nach einer Umdrehung ist der zuriickgelegte Weg 27t|7, | und
v = 2m|F,|/7, wobei T die Umdrehungsdauer bedeutet. Da 2nt/7 = w und |0 x 7| = |@ x 7, | =
w|7,|, stimmt das mit der rechten Seite von (4.56) iiberein.

Offenbar hat w die physikalische Bedeutung einer Wirbelstdirke. Da nun (siehe sogleich)

rot U(7) = rot (@ x 7) = 2@, (4.57)

erhilt man diese Wirbelstirke (bis auf einen Faktor 2) aus der Rotation rot des Geschwin-
digkeitsfeldes.

Denkt man sich nun ein beliebiges Vektorfeld A(¥) lokal als nur héchstens linear von 7 ab-

hingig approximiert, Ay (7) = Aio) + Aill)xl + ..., 80ist
(I‘Ot A)1 = eljkajAk = €1jkA§<11) (Sjl = eljkAE(lj) = Aglz) - Ag? .

Es spielt also nur der antisymmetrische Teil der Entwicklungsmatrix Ag{ll) eine Rolle,

Aill) antisym _ (Aill) - Ag}{))/Z = —Agi)amisym. Dieser ldsst sich nach Abschn. 2.7.3 gemif3
AlDantism _ 0 sowie 1, 2, 3 zyklisch vertauscht, auf einen Drehungsvektor abbilden. Folg-
lich ist (rot A); = 2wy, also (4.57) in diesem lokal approximierenden Sinne allgemein fiir

Vektorfelder richtig.

Wir kénnen die Uberlegungen so zusammenfassen: Der Ausdruck rot A gibt Auskunft
iiber die lokalen Wirbelstirken des Vektorfeldes A nach Richtung und Grofe. Daher nennt
man rot A das Wirbelfeld von A(F).
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Es bleibt nur noch kurz der Beweis von (4.57) nachzuholen:
I'Otl((:) X ?) = az((:) X ?)3 - 83((;:) X ?)2
= 82(w1x2 - (I)zXl) - 83(w3x1 - (U1X3) = 2(4)1 .
4.5.3 Eigenschaften und Rechenregeln der Operation rot

Aus der Additivitit der Differentiationsvorschrift d/0x; und der Produktregel kann man
folgende oft benutzten Formeln gewinnen

rot (A + B) = rot A + rot B ; (4.58)
rot (aA) = arot A, « Zahl; (4.59)
rot (pA) = prot A + (grad ¢) x A, ¢ skalares Feld . (4.60)

Letztere Formel werde z. B. fiir die 1-Komponente abgeleitet, was dann zyklisch fortgesetzt
werden kann.

I'Otl(gDA) = 82(9014)3 - 83(¢A)2 = 9082A3 + A382§D - 9083A2 - A283go
= ¢(0245 — 03A2) + (020) A3 — (939) Az
= prot A + ((grad @) x A); .

Von grofler Bedeutung sind folgende allgemeine Aussagen tiber Felder.

1. Gradientenfelder sind stets wirbelfrei!
rot (grad ¢) =0, ¢ zweimal stetig diff.-bar, sonst beliebig. (4.61)

Etwa fiir die 1-Komponente: rot;(grad ¢) = d,grad,¢ — dsgrad,¢ = 0,039 — 930,¢.
(4.61) ist also nichts anderes als die Aussage (4.10) iiber die Vertauschbarkeit der ge-
mischten partiellen Ableitungen.

Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken: Gegeben sei ein Vektorfeld A. Wenn
man von ihm weif3 (1), dass es sich durch Gradientenbildung aus einem Skalarfeld ¢ ge-
winnen oder darstellen ldsst, dann muss es wirbelfrei sein — vorausgesetzt natiirlich die
stetige Differenzierbarkeit. Beispiele: 7/r> muss wegen der Darstellbarkeit (4.24) wirbel-
frei sein, ebenso 7° wegen der Darstellbarkeit als Gradient (4.20).

Spater lernen wir noch die hochst bedeutsame Umkehrung:

2. Wenn (!) ein Vektorfeld A wirbelfrei ist, d.h. rot A = 0, dann muss es ein geeignetes
Skalarfeld ¢ geben, sodass A = grad ¢ darzustellen ist. Eine additive Konstante ist in
¢ sogar noch willkiirlich wahlbar. (Eine prézisierte Formulierung, die auch die Zusam-
menhangsverhiltnisse des Definitionsbereiches beachtet, steht in Abschn. 6.2.5.)
Ahnlich bedeutsam ist
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3. Wirbelfelder sind stets quellenfrei!
div (rot A) =0, A zweimal stetig diff.-bar, sonst beliebig. (4.62)

Denn 9;rot; A = di€ijk0jAy = €;jx0;0jA verschwindet fiir jedes k, weil 9;0; 2 9;0; und
€k in i, j antisymmetrisch ist. Auch (4.62) ist also wieder die Aussage der Vertausch-
barkeit gemischter 2. Ableitungen, nur in einem anderen vektoriellen Gewand.
Interessanterweise gilt auch hiervon wieder die Umkehrung, die spéter mithilfe der In-
tegralrechnung bewiesen werden wird:

4. Wenn (!) ein Vektorfeld B quellenfrei ist, d.h. div B = 0, dann muss es ein geeignetes
anderes Vektorfeld A geben, sodass B = rot A darzustellen ist. In A ist sogar ein additives
Gradientenfeld frei.

454 Beispiele zur iibenden Erlduterung

1. Esist
rot7=0. (4.63)

Denn rot;7 = 05(7)3 — 03(¥)2 = 02x3 — 93x2 = 0 usw. zyklisch.
Die Darstellung von 7 als Gradientenfeld lautet 7 = grad (r%/2), also ¢ = r*/2 + const.
2.

rot — =0. (4.64)
r
Es gilt ndmlich:
r r r X3 X2
1(r3) 2\ 3 , I\ 5 , 2\ 3 3\
1 —3X2 —3X3
=X300— —X203— = X3— — — X3— —
X3 21,3 X2 31,3 x3r4 - er4 -
3
=—r—5(x3xz—x2x3):0-
7 1
Hier ist — = —grad (—)
r3 & r
3. |
rot (Eéx?) =B, B konstanter Vektor . (4.65)

Komponentenweise haben wir diese Gleichung schon am Ende von Abschn. 4.5.2 nach-
gewiesen. Daher zeigen wir sie jetzt nochmal anders. Die allgemeine i-Komponente
heif3t

1 ~ 1 1
€jk0j (EB x r)k = €ijk0j€kim Elem = EBleijk6k1m5jm

1 1
= 531€ijk€k1j = 5312511 =B;,
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denn man tiberlegt leicht die Richtigkeit von

€ijk€ljk = 20 . (4.66)
4.
rot (f(r)7)=0. (4.67)
Denn
roty (f(r)7) = 02(f7)3 = 93(f7)2 = 02(fx3) = 93(fx2) = x30>f = x205f
s f 2 B o @)
=x3f . x2f . =0, wobeif = i
Man kann auch die allgemeine Formel (4.60) anwenden. rot(f(r)7) = frot7 +

(grad f(r)) x 7 = 0+ (f'F/r) x7 = 0+ 0 = 0, wobei (4.63) benutzt wurde und
Fx7=0.

5. Man bestimme komponentenweise rot (rot A), d.h. die Wirbel des Wirbelfeldes von A.
Es ist

rot; (rot fi) = 9,rot3 A — Osrot, A
= 0,(014, — 0,4;1) — 03(03A; — 0143)
= 8281A2 - E)%Al - 8§A1 + 8381A3.

Man ergéinze jetzt +0fA; — 97A; und fasse geschickt zusammen.

I'Otl(I'Ot 1{) = —a%Al - E)%Al - 8§A1 + 8181A1 + 8281A2 + 8381A3
= —(0] + 03 + 03) A1 + 01(01A1 + 024, + 0343)
= —divgrad A + 9;(div A) .

Wir kénnen also formal zusammengefasst schreiben:
rot (rot A) = grad (div A) — (divgrad)A , (4.68)

sofern die 2. Ableitungen vertauscht werden diirfen.

455 Ubungen zum Selbsttest: Die Rotation

1. Man zeichne die Vektorfelder A = x,&; + x,é, sowie B = x,é; — x;é, und bestimme ihre
Quellen und Wirbel.

2. Fiir welchen Wert der Konstanten a ist das Vektorfeld A = (axy —2°)é, + (a —2)x%é, +
(1 - a)xz*é; wirbelfrei? Kann man A auch quellenfrei machen?
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3. Zeigen Sie, dass A = (yz+12xy, xz—8yz>+6x%, xy—12y°z*) wirbelfrei ist und versuchen
Sie, eingedenk der allgemeinen Aussage 2 in Abschn. 4.5.3, ein skalares Feld ¢ zu finden,
sodass grad ¢ gerade obiges A ergibt.

4. Man zeichne das Vektorfeld A = (f(y),0,0) und bestimme seine Wirbel und Quellen.

5. Die Quellen des Feldes A x B sind durch die Wirbel der einzelnen Felder A bzw. B be-
stimmt. Wie?

6. Umgekehrt sind fiir die Wirbel des Feldes A x B die Quellen von A sowie von B wichtig.
In welcher Weise?

4.6 Der Vektor-Differentialoperator ¥ (Nabla)

Die in den letzten Abschnitten untersuchten partiellen Differentialoperationen in skala-
ren und vektoriellen Feldern sollen nun tibersichtlich zusammengestellt und vereinheitlicht
werden. Dies geschieht durch formale Zusammenfassung der partiellen Ableitungen zu ei-
nem Vektor-Differentialoperator. Mit seiner Hilfe wird die Analysis der Felder leicht zu
memorieren und einfach anzuwenden.

4.6.1 Formale Zusammenfassung
der Vektor-Differentialoperationen durch ¥

Zu skalaren Feldern ¢ lielen sich die vektoriellen Felder

grad ¢ = (19,929, 959)
bestimmen, sowie zu vektoriellen Feldern (A, A,, A3 ) einerseits das skalare Feld
div A = 91A; + 0,4, + 0343
und andererseits das vektorielle Feld
rot A = (9,A3 — 9345, 03A; — 0143, 014, — 0,4,) .

Stets bedeutet d; = d/0dx;, und stets seien die Felder stetig differenzierbar.

Betrachtet man diese drei Differentialoperationen grad, div, rot, so fillt auf, dass den
drei 0; offenbar eine doppelte Bedeutung zukommt. Zum einen driicken sie einen Befehl
zur Differentiation aus und zwar partiell jeweils nach der Variablen x;. Zum anderen ver-
halten sie sich aber beziiglich der drei Indizes i = 1,2, 3 wie ein Vektor, indem sie namlich
bei Anwendung auf stetig differenzierbare Felder genau dasselbe Transformationsverhalten
zeigen wie die drei Komponenten eines Vektors.

d;...=Djjo;... (4.69)
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Dies haben wir in den vorigen Abschnitten fiir alle auftretenden Fille bewiesen. Wir diirfen
daher wie folgt definieren.

» Definition Der Vektor-Differentialoperator

. . L 9d . .
Vi=eg— +er— +e3— = 6181 + 6282 + 6383 (4708.)
X3

<t

bzw. = (81, 82, 83) 5 (470b)
genannt Nabla oder Del, ist der Vektor, der als Komponenten keine Zahlen, sondern Diffe-
rentiationsbefehle hat, die nach (4.69) transformiert werden. Als Differentialoperator wirkt
er auf alles dahinter Stehende partiell differenzierend. Manchmal schreibt man 9/97 statt
V. Das Symbol V ist also einerseits ein Vektor, andererseits ,,hungry for something to dif-
ferentiate, wie JEANS gesagt haben soll.

Mittels des Nabla-Operators schreiben sich die vorher untersuchten Feldableitungen so,
dass man ihr Transformationsverhalten auf Anhieb erkennt:

grad ¢ = Vg, Vektor, (4.71)
divA=V-A, Skalar, (4.72)
rot A=V x A, Vektor . (4.73)

Die Kommutativitat ist jetzt natiirlich vollends aufgehoben, da die zu differenzierende
Funktion stets hinter V stehen muss! So ist etwa V - A # A - V. Zwar ist beides skalar, doch
ist ersteres ,,satt*, letzteres aber noch ,,hungrig® etwas zu differenzieren. A - V hat nur einen
Sinn als Anzuwendendes auf ein Feld und heifit dann z. B. A- Vo =A10190+A,0,9+A30,0.
Analog ist V x A # —A x V; auch letzteres kann man auf ein skalares Feld ¢ anwenden,
muss aber aulerdem auf den Vorzeichenwechsel achten, wenn man Faktoren im Auf8eren
Produkt vertauscht. Sei etwa d ein konstanter Vektor, dann ist V x (d¢) = —d x V¢, d. h.
rot (d¢) = —d x grad ¢.

4.6.2 Zusammenfassende Ubersicht der Eigenschaften von V

Die uns schon bekannten allgemeinen Rechenregeln fiir grad, div, rot sowie einige Ergan-
zungen kann man mittels des Nabla-Operators V so schreiben:

Seien ¢, ¥ hinreichend oft (i. Allg. stetig oder zweimal stetig) differenzierbare skalare
Felder sowie A, B entsprechende Vektorfelder; ¥ sei der Vektor-Differentialoperator (4.70):

LV(p+y)=Ve+Vy,
2.V-(A+B)=V-A+V-B,
3.Vx(A+B)=VxA+VxB,
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4.V-(pA) = 9V-A+A-Vo,

5. Vx(pA) = gV x A+ (Vo) x A=V xA-AxVe,

6.V-(AxB)=B-VxA-A-VxB,

7.9 % (AxB) =V Bi- v AB,
=AV-B+B-VA-BV-A-A-VB,

8. Vx(Ve)=0, Wirbelfreiheit eines Gradientenfeldes,

9.V-(VxA)=0, Quellenfreiheit eines Wirbelfeldes,

10. V x (Vx A) = VV - A - VA,

11. Der Laplace-Operator 97 + 03 + 93 = 9;0; = A ist A = V2, ein Skalar.

12. Man beachte A- Vg = (A-V)pund A x Vo = (A x V)g.

Zur Ubung schreibe man frithere Aufgaben in die Sprache des Nabla-Operators V um.

Hinweise
a) Zwar ist Vx V¢ = 0,jedoch ist Vo x Vi. Allg. nicht Null. Wenn nidmlich ¥ auf verschiedene
Felder wirkt, sind die entstehenden Vektoren i. Allg. nicht parallel.

b) V2A unter Punkt 10 oben hat die i-Komponente V2A;, sofern A = Ajé; in einem
Koordinatensystem |€;| betrachtet wird, das ortsunabhangig ist. Dies ist bei krummlinigen
Koordinaten (siehe Kap. 8) nicht so, weshalb z. B. die Radialkomponente nicht durch VA,
gegeben ist; vielmehr gilt (8.26).

4.6.3 Ubungen zum Selbsttest: Der Nabla-Operator

© N U A

10.
11.
12.

. Berechnen Sie V - (A x 7).
. Man beweise die Formel fiir V x (V x A) mittels des Entwicklungssatzes fiir das zweifache

Vektorprodukt und auch direkt, komponentenweise.

. Gegeben seien die folgenden konkreten Felder:

0 =xy’2%, A=(y%x2,-x*y*2%), B=(yz,-zx,xy).

Bestimmen Sie, eventuell auf verschiedene Weisen, A - Vo, (B - V)A,A x Vo,
V(A -B),V - (A x B),V - (¢B), Ap u.i. Setzen Sie auch spezielle Punkte (x, y, z)
ein, z.B. (1,0,1), (-1,1,-1), (1,2,3) usw.

.Vf(r)=2
. Zeigen Sie: V(7 - @) = d, falls d konstanter Vektor ist.
. Bestimmen Sie V(¢/v), wobei ¢, y von r abhingig seien.

TV =7

. Jede Losung ¢ der Laplaceschen Differentialgleichung Ag = 0 erzeugt ein Vektorfeld

grad ¢, das sowohl quellenfrei als auch wirbelfrei ist. Beweis? Beispiel?

. Verifzieren Sie A(¢y) = oAy +2(Ve) - (Vy) + yAg.

rot (pgrad ¢) =?

Welche Quellen und Wirbel hat das Vektorfeld A = (Vo) x (V)?

Seien A und B quellen- und wirbelfreie Vektorfelder. Welche Quellen und welche Wirbel
hat A x B?



Integration

Zur Formulierung physikalischer Gesetze spielt neben dem Differentialquotienten das
Integral eine ebenso bedeutende Rolle. Ja, der Ablauf des von uns beobachteten Natur-
geschehens ist i. Allg. so etwas wie eine durchgefiihrte ,Integration” von differentiellen
Gesetzmiaflgkeiten. Beide Begriffe sind eng miteinander verwoben. Historisch sind sie
gemeinsam entwickelt worden. Wichtige, grofie Namen in diesem Kontext sind Isaac NEw-
TON (1642-1727) und Gottfried Wilhelm Le1BN1Z (1646-1716). Fiir weitere Entwicklungen
stehen Augustin Louis CaucHY (1789-1857), Georg Friedrich Bernhard RIEMANN (1826-
1866), Thomas Jan STIELTJES (1856-1894) und Henri Leon LEBESGUE (1875-1941).

In der heutigen Ausbildung trennt man die Integration von der Differentiation; viel-
leicht auch deshalb, weil sie mehr Kunstfertigkeit erfordert? Da sie im mathematischen
Ausbildungsprogramm einen etwas spateren Platz erhélt, man sie aber in der Physik schon
sogleich benétigt, wurde dieses Kapitel aufgenommen.

5.1 Physikalische Motivation

Wir diskutieren anhand verschiedener konkreter Beispiele eine oft in der Physik auftretende
Aufgabenstellung:

1. Ein Korper, z. B. ein Flugzeug oder ein Planet, bewege sich auf einer Bahn durch den
Raum. Seine jeweilige Geschwindigkeit ©(t) sei uns, z. B. durch lokale Messungen, be-
kannt. Wir fragen nach dem in einer lingeren Zeit zuriickgelegten Weg.

Zuerst betrachten wir den einfachsten Fall. Die Bewegung sei geradlinig, die Geschwin-
digkeit v konstant. Dann wird, ausgehend von x = 0 zur Zeit t = 0 bis zur Zeit ¢ der
Weg

x =t (5.1)
S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
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— —_— 1 ' Zeitachse
t=0 t, t, . b =t

Abb. 5.1 Zerlegung Z eines lingeren Zeitintervalls von 0 bis ¢ in viele kurze Intervalle der Lange
At; = t; — ti_1, in denen die Geschwindigkeit praktisch konstant ist und durch ihren Wert zu ei-
ner beliebig gewihlten Zeit 7; € [¢;_1, t;] im jeweiligen Zeitintervall reprasentiert werden kann. Die
Intervalle konnen und werden i. Allg. verschieden lang sein, damit v nur um einen vorzugebenden
Fehler vom jeweils reprisentativen Wert abweicht

zuriickgelegt. Diese Gleichung ist das physikalische Grundgesetz dieser speziellen Auf-
gabe!

Wenn nun die Bewegung zwar geradlinig, jedoch mit veranderlicher Geschwindigkeit
v(t) verlduft? Dann bestimmen wir den bis zur Zeit ¢ zuriickgelegten Weg so: Wir wih-
len zunéchst ein viel kleineres Zeitintervall At; von 0 bis #;, in dem die Geschwindigkeit
praktisch konstant ist. Als reprasentativen Wert fiir sie nehmen wir einen solchen, den
sie in einem beliebigen Zeitpunkt 7y, im Intervall [0, #;] hat, d.h. v(1;). 71 ist deshalb
beliebig, weil ja v(t) fiir alle t € [0, t;] als praktisch gleich vorausgesetzt wurde; so klein
muss At eben sein. Zumindest fiir stetige Funktionen v(¢#) ist das auch erreichbar.

In dem kurzen Intervall gilt nun aber das Grundgesetz (5.1), sodass der zuriickgelegte
Weg lautet: Ax; = v(71)At;. Im néchsten Zeitintervall At,, von # bis #, wihlen wir
als reprisentativen Wert fiir die (inzwischen verdnderte) Geschwindigkeit v(;), wobei
7, in [#, t,] liege. Der hiermit zuriickgelegte Weg ist Ax, = v(72)At,. Der insgesamt
zuriickgelegte Weg wire bis #, also Ax; + Ax;.

So setzen wir mehr und mehr kleine Intervalle At; zusammen, bis wir die uns interes-
sierende langere Zeitspanne von 0 bis t zusammen haben, siche Abb. 5.1.

In der gesamten Zeit Aty + Aty +--- + At, = t wird der Weg x(¢t) zurtickgelegt

X8 Ax;+Axy + ..o+ Axy = v(T) AL +v(1) AL+ ..+ u(T,) ALy

n
= > v(Ti)At; . (5.2)
i=1
Um die Abweichung dieses berechneten vom tatsachlichen Weg kleiner und kleiner zu
machen, zerlegen wir 0. .. t in immer mehr und immer kiirzere Intervalle. Diesen Ver-
feinerungsprozess bezeichnen wir mit dem Symbol Z — oo, wobei Z fiir Zerlegung des
Intervalls von 0 bis ¢ in der beschriebenen Art und Weise steht. Die so erzeugte Summe

aus schlieSlich beliebig kleinen, jedoch entsprechend vielen Summanden bezeichnen
wir statt mit Y mit dem stilisierten Summensymbol [, genannt Integral.

x(t) = lim (z ’U(Ti)Ati) = / o(t)dt' . (5.3)

Z—00 ;
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Abb. 5.2 Riumlicher Weg eines Teilchens, AT, =V(1,)At,
falls sich o (t) nach Grofle und Richtung
andert
7(t)
0

Statt des diskreten Index i schreiben wir die kontinuierliche Variable t'. Ebenso wie man
einen Summationsindex beliebig bezeichnen darf, ist das auch fiir die ,, Integrationsva-

t t
riable“ ¢’ erlaubt. Daher gllt] v(t)dt _[ )drf—] v(x)dx—[ (M)dM usw.

Wenn die Bewegung nicht geradlmlg ist, andert sich mcht nur der Betrag der Geschwin-
digkeit, v(t), sondern auch die Richtung, also der ganze Vektor v(t). Die in kleineren
Zeitintervallen zuriickgelegten Wege sind ©( ;) At;, also kleine Vektoren. Der gesamte
Weg ist die Vektorsumme (sieche auch Abb. 5.2)

L, > —> — n
Fr A+ A+ .+ Ary = Y B(T) AL (5.4)

i=1

Im Limes Z — oo immer feinerer Einteilung des Zeitablaufs entsteht aus der Vektor-
summe ein Vektorintegral

;(t):fﬁ(t')dt':zlggozﬁ(r,-)m,-. (5.5)
0 1

2. Der eben betrachtete Korper bewege sich durch ein Kraftfeld K(¥), siehe Abb. 5.3.
Er wird dann Arbeit verrichten oder gewinnen, um einen gewissen Weg, etwa von 7,
bis 7}, auf der Bahn 7(t) zuriickzulegen. Wir fragen nach dieser Arbeit!
Wieder gehen wir von einem moglichst einfachen Fall, der das physikalische Grundge-
setz darstellt, zur allgemeinen Bewegung tiber.
Am einfachsten ist eine geradlinige Bewegung im Felde einer konstanten Kraft. Dann
wird auf dem Weg x von einer in Bewegungsrichtung wirkenden Kraft K die Arbeit
verrichtet
A=Kx. (5.6a)

Dies ist das physikalische Grundgesetz, auf das wir allgemeinere Fille zuriickfithren wer-
den.
So kann z. B. die Bewegung in einem Winkel ¢ zur Kraftrichtung erfolgen. Dann lautet
die Kraftkomponente in Bewegungsrichtung K cos ¢ und die Arbeit ist gemafl Ab-
schn. 2.3.1 .

A=Kxcosp=K-7. (5.6b)

Dabei ist 7 der Vektor der Verschiebung um x.
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Abb. 5.3 Riumliche Bewegung durch

ein

Stiicke AF,

Kraftfeld. Zerlegung der Bahn in

Anfangspunkt 7, Kraftfeld K(7)

Endpunkt 7,

Falls die Kraft sich wiahrend der Bewegung in Stirke oder Richtung dndert, zerlegen
wir natiirlich die gesamte Verschiebung 7 in kleine Stiicke, A7 + A7, +. . ., auf denen die
Kraft jeweils praktisch konstant ist. Auf jedem dieser Stiicke A7; wird als représentativer
Wert K (#;) gewdhlt, namlich der Vektor K an einer Stelle 7; auf dem Wegstiick A7;. Die
Arbeit setzt sich aus kleinen Teilbetrdgen zusammen

A=AA; +AA;y + ... = K(F) - AF + K(7,) - APy + ...

Analog verfahren wir, wenn der Weg des Korpers nicht geradlinig ist, sondern eine ge-
kriimmte Kurve im Raum wie in Abb. 5.3. Dann sind die kleinen Teilstrecken A7} so
klein zu wiahlen, dass nicht nur die Kraft auf ihnen konstant ist, sondern auch die Bewe-
gung als praktisch geradlinig anzusehen ist. An unserer letzten Formel 5.6b dndert sich
nichts, da es immer nur auf A7; relativ zu K(7;) ankommt, nicht aber auf die relative
Lage der Wegstiicke zueinander.

Um den Fehler, der durch die Approximation der Wegstiicke durch Geraden sowie der
auf ihnen wirkenden Kraft durch eine konstante Kraft, K(7;) entsteht, so klein wie mog-
lich zu machen, wihlen wir immer feinere Zerlegungen. Z — oo heifle wieder, max|A7;]
gehe gegen Null, die AA; werden immer kleiner, ihre Anzahl immer grofier. Der endli-
che Grenzwert heifdt ,, Kurvenintegral®

Ty
A:ZIEEOZi:K(r,-)~An:/K(r)-dr. (5.7)

7a,C

In Kurvenintegralen sind die Integranden K(7') Funktionen des Ortes; zu summieren
ist iiber die skalaren Grofien K - d7. Das Resultat hingt nicht nur von Anfangs- bzw.
Endpunkt (7, ...7,) der Bewegung ab, sondern i. Allg. auch von der ganzen gewihl-
ten Bahn. Um daran zu erinnern, ist C als Symbol dafiir an das [ -Zeichen geschrieben
worden.

. Die beiden diskutierten Fille zeigen das Typische zur Losung dhnlicher Fragen nach glo-

balen physikalischen Effekten. Man zerlegt den Effekt in kleine Bestandsteile, die einfach
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berechnet werden kénnen und das physikalische Grundgesetz représentieren. Im Limes
beliebig kleiner, aber entsprechend vieler Summanden wird der Gesamteffekt mathema-
tisch als Integral tiber die Bestandteile geschrieben.

Das Symbol [ ist als stilisiertes S = Summe zu verstehen. Statt integrieren sagt man
auch oft summieren. Dies macht auch klar, dass das Integral iiber dimensionsbehaftete
physikalische Gréflen diejenige Dimension erhilt, die jeder Summand hat. Das wire
[v][d¢t]in (5.5),also ([Weg]/[Zeit])-[Zeit] = [Weg], oder [K][dr]in (5.7), also [Kraft]-
[Weg] = [Arbeit].

Integrale als Grenzwerte von Summen wurden von LE1BN1Z und NEwTON aus physikali-
scher Fragestellung eingefiihrt, analytisch von CAucHY definiert, heute meist in der von
RIEMANN (gemif (5.3) mit Zwischenwerten) gegebenen Darstellung geschrieben. Wei-
terentwicklungen, die in der Physik ebenfalls oft angewendet werden, gaben STIELTJES
und insbesondere LEBESGUE.

Weitere physikalische Beispiele mogen das generelle Schema beleuchten.

. Ein elektrischer Strom wechselnder Stirke I(t) fliefe durch einen Widerstand R. Dieser

erwarmt sich infolge der aufgenommenen elektrischen Energie Q. Wie grof3 ist Q?
Wire I zeitlich konstant, wire das auch die Spannung U = RI. Die in der Zeit t aufge-
nommene Energie ist Q = IUt. Schwankt der Strom zeitlich, gilt aber trotzdem dieses
Grundgesetz in kleinen Zeitintervallen At;. Q ist die verallgemeinerte Summe iiber Teil-
intervalle

t

Q:ZIEEOZU(ti)I(ti)Ati:fU(t')I(t')dt':R[Iz(t')dt'. (5.8)
! 0

0

. Falls der eben betrachtete Widerstand ein elektrischer Heizofen ist, erwarmt er durch

Abstrahlung der elektrisch zugefithrten Energie das Zimmer. Wenn man zu einem be-
stimmten Zeitpunkt den Energiegehalt des Zimmers, d. h. eines Volumens V bestimmen
mochte, hat man natiirlich zu beachten, dass verschiedene Teile des Raumesi. Allg. einen
verschiedenen Energiegehalt haben.

Deshalb zerlegen wir das untersuchte Volumen V in viele hinreichend kleine Stiicke AV;,
in denen jeweils der Energiegehalt raumlich praktisch homogen ist, also durch einen
reprasentativen Zahlenwert beschrieben werden kann (Abb. 5.4). Dazu eignet sich die
lokale Energiedichte u(7), die die Energie pro Volumen an der Stelle 7 angibt. Ein her-
ausgegriffenes Teilvolumen enthilt folglich die Energie u(7;) AV;. Die Summe iiber alle
Teilvolumina, also im Grenzwert beliebig feiner Einteilung das Integral dariiber, gibt die
Gesamtenergie

U- / w(HAV(F) . (5.9)

Dieser Integraltyp heifSt Volumenintegral; die kleinen Teilsummanden beziehen sich auf
kleine Volumina dV, gelegen an der Stelle 7, fiir die der Integrand betrachtet wird. Man
schreibt deshalb dV (7) bzw. d*r. Die 3 vertritt die Dimension des Volumens; im 7-
dimensionalen Raum schriebe man d"r.
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Abb.5.4 Zerlegung eines Volumens
V in Teilvolumina AV;. Thre Lage im
Raum kann durch reprisentative Punk-

te 7; gekennzeichnet werden, die in
dem jeweiligen AV; liegen

6.

AV,

Der erwdrmte Raum wird sich nach Abschalten des Heizkorpers wieder abkiihlen, da
durch die Oberfliche F des Volumens Energie hinausstromt. Wir beschreiben diese
Energiestromung am bequemsten mithilfe eines Energie-Stromdichtevektors 4. Er ist
analog zum Teilchen-Stromdichtevektor j in Abschn. 4.4.3 definiert als der Vektor, der
die Energie pro Fliche und pro Zeit darstellt, die in der durch 4 bestimmten Richtung
stromt.
Selbstverstandlich ist i. Allg. der Energiestrom durch verschiedene Stellen der Oberfla-
che verschieden, d. h. § = §(7). Die durch ein kleines Stiick der Oberfliche, genannt AF
und gelegen an einer Stelle 7; — also AF(7;) -, flieBende Energie ist analog zu Abb. 4.9
bzw. (4.49) gegeben durch

G(7:) - AF(7) . (5.10)

Sowohl die Energiestromdichte als auch das Flachenstiick ist ein Vektor; letzterer hat
die Richtung der Flichennormale und die Grofle der Fliche, AF. Transportiert wird
nur vermittels der Komponente von ¢ senkrecht zur Fliche, also parallel zum Vektor
AF. Daher ist fiir den Energiestrom durch die Fliche das Innere Produkt mafigebend.
Der gesamte Energiestrom durch die Oberfliche ergibt sich durch Summieren tiber viele
hinreichend kleine Teilflichen, durch die ein jeweils praktisch konstanter, lokal repra-
sentativer Strom flie3t. Die pro Zeit abflielende Energie, L, ist folglich

L:IimZé(?i)-ﬁ(?,-):fé-a:". (5.11)
i F

Das Integral (5.11) heifit sinnvollerweise ,,Oberfldchenintegral®. Die kleinen Teilsum-
manden beziehen sich auf kleine Flachenelemente, die in ihrer Gesamtheit die Gesamt-
flaiche F zusammensetzen.

Das Symbol F am Integral (5.11) représentiert sehr viel Information! Um die Summe
(5.11) explizit auszufithren, muss man die Lage und Form der Fliche F durch die Ge-
samtheit der Punkte 7, die auf ihr liegen, ins Spiel bringen. Dies ist in (5.10) durch die
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7; angedeutet worden. Da Flachen ihrem Wesen nach 2-parametrige Mannigfaltigkei-
ten sind, ist (5.11) ein Beispiel fiir sog. ,Doppelintegrale . Darauf wird in Abschn. 6.3.3
noch genauer eingegangen. Das Volumenintegral (5.9) ist ein ,,Dreifachintegral®, da zur
Kennzeichnung der Lage und Grofle der kleinen Teilvolumina dV je drei Parameter
notig sind, namlich die drei Komponenten (x1, x2, x3) des Ortsvektors eines représen-
tativen Punktes in dV bzw. die Kantenldngen (dx;, dx;, dx3).

7. Viele physikalische Gesetze haben eine der beschriebenen integralen Formen. Ihr

wesentlicher Inhalt ist dann eine Aussage tiber die Summe vieler einfacher, kleiner Teilef-
fekte. Integralrechnung ist die Kunst, Summen auszurechnen aus sehr, sehr vielen jedoch
sehr, sehr kleinen Summanden. Gerade um das zu erleichtern, wird der Grenziibergang
Z — oo vorgenommen. Seine Existenz, verschiedene Definitionsmdglichkeiten, Angabe
von moglichst allgemeinen Klassen erlaubter Integranden u. 4. wird in mathematischen
Vorlesungen studiert.
Im Folgenden soll mehr der anwendungsmotivierte praktische Umgang mit Integralen
behandelt werden. Dieses Kapitel 5 wird dem einfachsten Integraltyp gewidmet wer-
den. Im folgenden Kapitel. 6 werden Integrale iiber Felder besprochen, insbesondere
Kurven-, Flichen- und Volumenintegrale iiber vektorielle und skalare Felder. Dabei
spielt es keine Rolle, ob die physikalisch interessierenden Grofien Skalare sind, Vektoren,
Tensoren — ob die Parameter Skalare sind (z. B. die Zeit t), Vektoren (z. B. der Ortsvektor
7), Volumen- oder Flichenelemente. Die Integralidee ist immer dieselbe, ndmlich Sum-
menlimites tiber sehr viele, sehr kleine, aber sehr einfache Summanden zu bilden. Auch
die tatsdchliche Berechnung wird letztlich immer auf dieselbe Grundmethode (eventuell
mehrfach hintereinander) zurtickgefiihrt. Ihr dient Kap. 5.

5.2 Das Integral iiber Funktionen

In diesem Abschnitt werden die Grundziige der Integration von Funktionen einer Variablen
behandelt. Dabei werden nicht nur die typischen Verfahren exemplifiziert, sondern auch
die fiir den Physiker relevanten uneigentlichen sowie die parameterabhingigen Integrale.

5.2.1 Definition des (bestimmten) Riemannintegrals

Nach der ausfiihrlichen Motivation und Erlduterung der Idee in Abschn. 5.1, insbesondere
unter Punkt 1, kann ich jetzt das abstraktere mathematische Geriist formulieren.

Gegeben sei eine Funktion f(x) einer Variablen iiber dem Intervall [a, b]. Beque-
merweise mag sie stetig sein, wenigstens stiickweise. Es ist zwar mdoglich, auch iber
allgemeinere Funktionen zu integrieren, doch sei das dem spéteren Studium iiberlassen.
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Abb.5.5 Zur Integraldefiniti- y=f(x)

on

Q-

<Y

» Definition Unter dem ,bestimmten Integral der Funktion f(x) von a bis b* versteht
man die Zahl

b
Fz[f(x)dxzzlglgoS(Z) mit $(2) = Y f(&)Axi, (5.12)

die man auf folgende Weise findet, sofern das Verfahren durchfiihrbar ist, d. h. ,,das Integral
existiert™

1.

Man mache (sieche Abb. 5.5) eine Intervalleinteilung oder Zerlegung Z, bestehend aus
A=X)<X1<Xp<-+<x;<--<x,=b.

Sie definiert Teilintervalle der Lange Ax; = x; — x;_1. Eventuelle Unstetigkeitsstellen
beziehe man in die Zerlegung ein. a < b, beide endlich.

. Im Inneren oder auf dem Rand eines jeden Teilintervalls wihle man eine beliebige Zwi-

schenstelle &;, d.h. x;,_; < &; < x;, und bilde f(¢;). Die Auswahl der Zwischenwerte sei
im Symbol Z mit erfasst. f(&;) reprisentiert die Funktion im jeweiligen Intervall.

. Nunmehr bilde man die Produkte f(£;)Ax; und addiere sie. Es entsteht die zur Zerle-

gung Z gehorige Riemannsumme
$(2) = 3 f(&)Ax; .
iz

Ihre Bedeutung ist je nach Aufgabenstellung verschieden. Ein Beispiel ist der zuriick-
gelegte Weg (5.2). Stets moglich ist die Interpretation des einzelnen Summanden als
Rechteckfliche ,,unter dem reprisentativen Funktionswert (Abb. 5.5). Diese ,,Fldche*
kann allerdings positiv oder negativ sein, je nach dem Vorzeichen von f(¢;). Die ganze
Riemannsumme approximiert die Fliche unter der Funktion im Intervall [a, b].

. Wir bilden nun immer feinere Intervallzerlegungen Z, symbolisiert durch Z — co. Ihre

Auswahl sei beliebig, wenn nur die Anzahl »n der Teilpunkte beliebig grofy wird sowie
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a b
YA
a b
YA /y:f(x) §
=f(x)
F<0 =1
F>0
a b ;
Cc
VA
F,>0
b -
a x
F, <0
y=fx)

Abb. 5.6 Das bestimmte Integral als vorzeichenbehaftete Fliche, a f(x) positiv, b f(x) negativ, ¢
f(x) wechselt das Vorzeichen. Im letzteren Fall ist F = Fy + F, = F; — | F,|

max Ax; — 0, d. h. alle Teilintervalle beliebig klein werden. Sonst bliebe ja ein Teil der

Abszisse ausgespart.
5. Sofern der Limes lim der Riemannsummen existiert und von der Wahl der Z-Folge un-

Z—00

abhangig ist, heifdt er ,,bestimmtes Integral “, siehe (5.12). Die Funktion f(x) heiflt der
»Integrand®, a die ,untere Grenze“ und b die ,obere Grenze“ des Integrals. x symbo-
lisiert die Summationsvariable, hier genannt ,,Integrationsvariable“ und kann wie jeder
Summationsindex beliebig umbenannt werden (etwa in x’, z, &, «, .. .). Hiervon muss
man sogar immer dann Gebrauch machen, wenn das Symbol x etwa noch an anderer
Stelle verwendet wird, also Verwechslungen vorkommen konnten.

Bemerkungen
An dieser Stelle ist man versucht zu fragen: Unter welchen Umstinden bzw. fiir welche f(x) existiert
denn das Integral? Solche f heiflen integrierbar oder integrabel. Doch fiir sinnvolle physikalische Fra-
gestellungen, die auf eine Riemannsumme fithren, gehe man zunichst von der Integrierbarkeit aus!
Nur zur Beruhigung sei angemerkt, dass stetige, stiickweise stetige, auch Funktionen von beschrink-
ter Variation im endlichen Intervall integrierbar sind.
Integrieren ist ,,eher moglich als Differenzieren, denn dazu wiirde die Stetigkeit nicht reichen.
Wie konnte man prinzipiell die Konvergenz der Riemannsummen priifen? Man wihle z. B. die
Zwischenwerte &; so, dass f(&;) in Ax; entweder maximal oder minimal ist. So entstehen die ,,Ober-
summe*“ bzw. die ,,Untersumme*“. Man zeigt dann, dass ihre Differenz mit Z — oo gegen Null geht.
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Abb. 5.7 Das Integral iiber eine volle Periode von sin « v

sin «

2n

Die geometrische Deutung des bestimmten Integrals als Fliche mit Vorzeichen, gebildet
durch f(x), die Abszisse sowie die Ordinaten f(a) und f(b), veranschaulicht Abb. 5.6.
Wir haben bisher stets a < b angenommen. Wenn man (5.12) nun auch im Falle a > b
nach dem oben aufgestellten Schema (Schritte 1 bis 5) berechnen will, sind offenbar die
Ax; = x; — x;_ negativ.
Man iiberlegt anhand der Riemannsummen leicht, dass

b a
ff(x)dx:—/f(x)dx. (5.13)
a b

Zwei einfache Beispiele:

1. Falls f(x) = 1, ist ja Zf(Ei)Ax,- = Y Ax; = Axy o+ Axy = x1 - Xo, X2 — X+

1
+Xn — Xp_1 = —Xo + X, = b— a, unabhingig von Z. Also existiert der Limes Z — co und

b b
/1dx:/dx:b—a.
21

2. F = [ sinada muss 0 sein, wie Abb. 5.7 der periodischen Funktion sin « zeigt: F =
0

liefert

F1 + (—Fl) =0.

5.2.2 Eigenschaften des bestimmten Integrals

Als weitere Beispiele mache man sich anhand graphischer Darstellungen bzw. der zugeho-
rigen Riemannsummen klar, dass folgende Eigenschaften gelten:

1. Wiederholung von (5.13)
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Abb. 5.8 Ersetzung der Fliche unter einer Funktion yA
f(x) durch ein Rechteck von geeigneter Hohe fo = f (&)

S
=Y

2. Aus der Definition oder aus (5.13) schlie3t man

/af(x)dx =0.

3. Man kann das Intervall beliebig zerlegen in [a, b] = [a, c] U [c, b].

fhf(x)dx:ff(x)dx+/bf(x)dx

Diese Formel gilt auch dann noch, wenn ¢ aulerhalb des Intervalls [a, b] liegt. Man
zieht dann die ,,zuviel“ berechnete Fldche im 2. Summanden wieder ab. (Zeichnung!)

4. Konstante Faktoren werden vor das Integral gezogen, Summen von Funktionen einzeln
integriert.

b

fkf(x)dx:kfbf(x)dx, /b(ﬁifz)dx:fbfldxi/bfzdx.

a

All dies gilt fiir die Riemannsummen, also auch fiir ihren Limes, das Integral.

b b
ff(x)dxﬁfg(x)dx, sofern  f(x) < g(x) in [a,b].

Oft geniigt anstelle einer genauen Berechnung eines Integrals fiir eine physikalische An-
wendung eine approximative Abschitzung. Dies erldutert Abb. 5.8.

Man darf im Integral (5.12) die Funktion f(x) durch einen geeigneten, reprasentati-
ven, aber konstanten Wert f, ersetzen, diesen als Konstante vor das Integral ziehen und

b
dann [ dx = b - a ausrechnen. Offensichtlich muss fy zwischen dem minimalen bzw.

a
maximalen Wertvon f(x) im Intervall [a, b] liegen. Da aber eine stetige Funktion jeden
Zwischenwert annimmt, muss es (mindestens) ein geeignetes & im Inneren des Interval-
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les geben, sodass fy = f (&) ist.

b
[ fedx= (O -a). Ee(ab). (5.14)

Formel (5.14) ist immer dann niitzlich, wenn es auf die genaue Lage von & gar nicht
ankommt. Sie hat sogar einen eigenen Namen: Mittelwertsatz der Integralrechnung.
Hiufig ist eine Erweiterung niitzlich.

» Zweiter Mittelwertsatz der Integralrechnung Falls f(x) stetig ist in [a,b] und
¢(x) sein Vorzeichen nicht wechselt, existiert ein geeignetes & im Inneren des Inter-
valles, sodass

b b
[ fep)ax=1(8) [ gx)ax. (515)

Der einfache Beweis schlief3t (fiir ¢ > 0) an die Ungleichung fmin¢(x) < f(x)@(x) <
b

fmax(x) an: iiberintegrieren, durch | ¢(x)dx teilen und Zwischenwertsatz fiir die ste-
a
tige Funktion f(x) anwenden.

5.2.3 Ubungen zum Selbsttest: Riemannsummen

b
1. Gesucht sei [ xdx, das Integral iiber die einfache, lineare Funktion f(x) = x. - Wihlen

Sie sich das aIntervall [a, b] hinreichend allgemein, nehmen Sie eine Zerlegung Z vor
und schreiben Sie die zugehorigen Riemannsummen auf, indem Sie als Zwischenwerte
einmal die jeweiligen Teilintervall-Anfangspunkte, einmal die zugehérigen Endpunkte
und einmal beliebige Zwischenpunkte benutzen. Rechnen Sie die beiden erstgenannten
Riemannsummen explizit aus und fithren schliefllich Z — oo durch. Deuten Sie das
Ergebnis geometrisch.

2. Gegeben sei ein fadenférmiges Molekiil, das in einer Ebene liege (s. Abb. 5.9). Man kann
seine Gestalt stiickweise durch Funktionen y = f(x) beschreiben, indem man ein Ko-
ordinatensystem (x, y) einfiihrt. (4, f,) sei der Anfangs- und (b, f,) der Endpunkt des
Molekiils. Wie lang ist das Molekiil?

Hinweis
Ein kleines, praktisch gerades Teilstiick As lisst sich durch (As)®> = (Ax)* + (Ay)* =
(Ax)*[1+ (Ay/Ax)?] darstellen. Es gilt aber Ay/Ax — f'(x).
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Abb.5.9 Fadenférmiges Makromolekiil in einer Ebene Ja\

=Y

I~/

3. Geben Sie das elektrostatische Potenzial ¢(7) einer Ladungsverteilung an, die entlang
einer Geraden angebracht ist. Thre Dichte, d. h., die Ladungsmenge pro Linge, sei p(x).
x kennzeichne die Lage der Punkte auf der Geraden.

Hinweis
Das Potenzial ¢(7) einer Ladung Q ist Q/(Abstand zwischen Ladung und 7). Das Feld mehrerer
Ladungen ist eine additive Uberlagerung der einzelnen Felder.

5.2.4 Das unbestimmte Integral

Integrale sind nur in seltenen Fillen durch explizites Aufsummieren der Riemannsumme
berechenbar. Als wesentliches Werkzeug fiir aktuelle Rechnungen dient der enge Zusam-
menhang zwischen Integration und Differentiation. Den erkennen wir so.

b
Wovon hingt der Wert von F = [ f(x)dx eigentlich ab? Selbstverstindlich von der

Funktion f(x). Aber natiirlich auch avon der Wahl der oberen bzw. unteren Grenzen b
und a. Die Abhéngigkeit von einer ganzen Funktion zu studieren, werden Sie spiter in der
Funktional- oder Variationsrechnung lernen. Aber die Veranderung von F mit der oberen
Grenze b, also einer Zahlenvariablen, ist leicht zu bestimmen; wir tun es jetzt. (Die Ab-
héngigkeit von der unteren Grenze a bringt nichts Neues, da sie mittels (5.13) zur oberen
gemacht werden kann.)

Zunichst schreiben wir unsere Aufgabe etwas suggestiv auf. Da b verandert werden
soll, bezeichnen wir die obere Grenze, wie bei einer Variablen iiblich, mit x. Damit keine
Verwechslung mit der Integrationsvariablen passiert, benennen wir diese lieber um (vgl.
Abschn. 5.1 nach (5.3) bzw. Abschn. 5.2.1 Beispiel 5). Unsere Frage lautet dann: Wie hingt
ein bestimmtes Integral F von seiner oberen Grenze ab?

F(x) = ff(x')dx'.
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Abb.5.10 Differenz AF zweier bestimmter Integrale A flx)
mit etwas verschiedenen oberen Grenzen /
g AF
a x x+Ax ;

Wie nun schon oft, vergleichen wir wieder F an einer gegebenen Stelle x mit seinem Wert
an einer etwas verschiedenen Stelle x + Ax. Die Regeln aus Abschn. 5.2.2 liefern

x+Ax X x+Ax

AF=F(x+Ax) - F(x) = f f(x)dx" - f f(x")dx" = [ f(x")dx".

a X

Abbildung 5.10 spiegelt den Inhalt dieser Gleichung graphisch wider. Aus ihr erkennt man
anschaulich, dass AF — 0 bzw. F(x + Ax) — F(x), falls Ax — 0, was nichts anderes als die
Stetigkeit der Funktion F(x) bedeutet.

Korrekter schlieflen wir so: Falls f(x") im fraglichen Intervall beschrénkt ist, schitzen

wir ab
x+Ax

f f(x")dx'

X

IF(x + Ax) — F(x)| = < (n}ch|f(x')|)Ax.

Fiir beschrinkte f(x") ist also die Stetigkeit von F(x) in der Tat sicher. Falls nun aber f(x")
nicht nur beschrénkt, sondern sogar stetig ist, sagt uns der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung noch Genaueres

AF = F(x + Ax) - F(x) = [ F(x")dx = f(E)Ax,
mit &€ (x,x+Ax).

Man teile durch Ax und betrachte den Limes Ax — 0. Dann schrumpft das kleine Intervall

(x,x + Ax) auf einen Punkt zusammen, sodass der Zwischenwert & gleich x werden muss.

Wegen der Stetigkeit von f (&) existiert der Limes und ergibt f(x), d.h., dF/dx = f(x).

F(x) ist folglich sogar differenzierbar; die Ableitung liefert gerade den Integranden!
Zwecks einpriagsamer Zusammenfassung treffen wir die folgende Definition.

» Definition Sei f in [a, b] integrierbar. Dann heift die Funktion
F(x) = ff(x')dx', mit x € [a,b], (5.16)

das ,unbestimmte Integral“ von f. Beliebig, aber fest gewihlt sei x, € [a, b].
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Es gelten dann folgende Fakten:

1. Sofern f in [a, b] beschrinkt und integrierbar ist, ist das unbestimmte Integral F(x)
von f stetig in [a, b].

2. Sofern f in [a, b] stetig - und folglich auch integrierbar - ist, ist das unbestimmte Inte-
gral F(x) von f in [a, b] sogar differenzierbar und es gilt

F'(x) = f(x) . (5.17)

Dieser Sachverhalt heif8t Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Er gestattet, ein
Integral auf folgende Weise zu bestimmen. Gegeben sei eine Funktion f(x), gesucht ihr
unbestimmtes bzw. ihr bestimmtes Integral. Man ,.errate” eine Funktion F(x) so, dass ihre
(im Prinzip leicht zu bestimmende) Ableitung gerade f(x) liefert, d.h. (5.17) erfillt ist.
Man sagt per

» Definition Ist eine Funktion F(x) in [a, b] differenzierbar und gilt F' = f, so heifit F
eine Stammfunktion von f.

Wenn tiberhaupt, hat ein gegebenes f viele Stammfunktionen. Denn mit F(x) erfillt ja
auch F(x) + const die Gleichung (5.17) und somit die Definition einer Stammfunktion.
Aber: Zwei Stammfunktionen unterscheiden sich héchstens um eine Konstante. Denn ist
F/ = fund F; = f,so (F, — F,)" =0, folglich F, — F, = const.

Mit dem Auffinden einer Stammfunktion ist unsere Aufgabe der Integralberechnung
praktisch schon gelost. Denn offenbar ist das unbestimmte Integral (5.16) eine Stammfunk-
tion, da es (5.17) erfiillt. Es ist speziell diejenige mit F(x,) = 0. Letzteres legt die Konstante
fest, durch die sich verschiedene Stammfunktionen hochstens unterscheiden konnen.

»Stammfunktion® und ,,unbestimmtes Integral® sind also so eng verbundene Begrifte,
dass man sie oft synonym verwendet.

Aus dem unbestimmten Integral bzw. einer Stammfunktion F(x) von f erhilt man
schlieSlich so das bestimmte Integral:

b b
F= /f(x')dx':F(b)—F(a) = F(x)| . (5.18)
b % b a b
Denn nach Punkt 3 in Abschn. 5.22¢ilt [...= [...+ [...=—-[ ...+ [... = —F(a)

+F(b).

Die eventuelle additive Konstante einer zunéchst gefundenen Stammfunktion fallt her-
aus.

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung zeigt, dass und inwieweit Diffe-
renzieren und Integrieren zueinander , inverse“ Operationen sind:

« Ubergang von F zu f: Differenzieren, (5.17);
« Ubergang von f zu F: Integrieren, (5.16).
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Ist das Differenzieren im Wesentlichen ganz schematisch und einfach, so ist das Integrieren
die - durch Ubung und Routine zu erwerbende - ,,Kunst“ des Findens von Stammfunktio-
nen, also von ,,Lésungen” F der Gleichung F'(x) = f(x). Hat man sie erst einmal, folgen
schnell unbestimmtes und bestimmtes Integral.

Zwar gibt es gewisse Hilfsmittel zur Unterstiitzung der ,,Kunst“, doch letztlich hilft am
besten, sich von moglichst vielen Funktionen F(x) ihre jeweiligen Ableitungen F'(x) ,,zu
merken®. Ordnet man sich die F'(x) = f(x) systematisch und iibersichtlich an, so kann
man durch einfaches Nachschlagen von f das zugehorige F finden.

Diese systematische und typisierte Anordnung der Paare (f, F) braucht zum Gliick in
unserer arbeitsteiligen Welt nicht mehr jeder fiir sich aufzuschreiben. Es gibt sie gebrauchs-
fertig gedruckt unter dem Namen ,,Integraltabellen®.

Jeder selbstindig arbeitende Physiker (und andere) beschaffe sich eine solche und
arbeite sich ein. Sie wird ihm bald unentbehrlich werden! Bewidhrte Beispiele von Tabel-
lenwerken werden hier aufgefiihrt, wobei sich der Leser teilweise neuer Auflagen bedienen
kann, die im Internet zu finden sind.

Gradstein, I S.; Ryschik, I. M..: Tables of Integrals, Series, and Products. New York - London
1983 (4th printing)

Grobner, W.; Hofreiter, M.: Integraltafel I, II., Berlin - Heidelberg - New York 1965/66

Abramowitz, M.; Stegun, I. A.: Handbook of Mathematical Functions. New York 1968, 5th
printing

Bronstein, I. N., Semedjajew, K. A.: Taschenbuch der Mathematik. Frankfurt (Main) 1987,
23. Auflage

Eine einfache Form einer solchen Integraltabelle muss man im Kopf haben, um leich-
ter arbeiten zu konnen. Als Mindest-Tabelle kann Tab. 5.1 dienen. Ihre Erarbeitung diene
zugleich der Ubung des soeben Erlernten.

5.2.5 Tabelle einfacher Integrale
5.2.6 Ubungen zum Selbsttest: Integrale

1. Verifizieren Sie die Tab. 5.1.
2. Man berechne die Integrale:

2

a. [x’dx,
0

b. [ costdt,
0
€1

. —dx,

c lfx X
2

d. I[Fdx,

27
e. [sintdt,
0
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Tab. 5.1 Einfache Integraltabelle

Funktion f(x) Stammfunktion® F(x)
f(x) = F'(x) F(x) = [ f(x")dx’
xn’ n+-1 1 n+l
n+1
1 X
1/x In |x|
e* e*
sin x —Cos X
Cos X sin x
1
arctan x
1+ x2
! arcsin x
V1-x?
1
3 tan x
cos? x
sinh x cosh x

* Die Stammfunktion wird haufig als Integral ohne Angabe von Grenzen geschrieben. Noch laxer
schreibt man oft F(x) = [ f(x)dx, d.h. man verzichtet auf eine an sich nétige unterscheidende
Angabe der Integrationsvariablen.

f. [sintdt,
0

1
g [etdé,
0
4 dx
h. —,
{ Vx
In2

i. [ sinhxdx.
0

3. An einem (zeitlich als konstant anzusehenden) elektrischen Widerstand R herrsche die
Wechselspannung U(¢) = Uy sin t. Man bestimme die Erwdrmung, d. h. die Energie-
aufnahme Q wihrend einer lingeren Zeit t. (Hinweis: Integraltabelle benutzen.)

5.3 Methoden zur Berechnung von Integralen

Integrale berechnet man entweder ,,analytisch“ oder ,numerisch®.
Zuerst wird man stets die analytische, geschlossene Integration versuchen. Sie macht
vom Hauptsatz Gebrauch. Man sucht nach einer Stammfunktion. Man findet diese viel-
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leicht durch cleveres Erraten oder in einer Tabelle. Eventuell kann man sie mit der Substi-
tutionsmethode (siehe Abschn. 5.3.1), partieller Integration (vgl. Abschn. 5.3.2) oder einem
speziellen Trick finden. Versagt die analytische Behandlung - sei es aus personlicher Un-
kenntnis oder objektiver Schwierigkeit —, kann man ein bestimmtes Integral numerisch
bestimmen. Es wird von der Riemannsumme oder einer anderen Approximation des Inte-
grals durch eine Summe Gebrauch gemacht (vgl. Abschn. 5.3.5) und ein Computer benutzt
bzw. Millimeterpapier.

5.3.1 Substitution

Um die elementaren Integrale einer Tabelle erheblich ausgedehnter anwenden zu kénnen,
verwendet man die Grundeigenschaften des Integrals, wie sie in Abschn. 5.2.2 zusam-
mengestellt wurden. Vor allem die Additivitit und Homogenitit sind niitzlich. Aus dem
Zusammenhang mit der Differentiation kann man weitere Rechenverfahren herleiten.

Wir beginnen mit der Substitutionsmethode Zuerst ein erlauterndes Beispiel: Gesucht
werde die Stammfunktion F(t) = [ cos(wt)dt. Ohne w (d.h. w = 1) zeigt die Tabelle an:
sin t. Mit w tritt es aber ofter auf. Als neue Variable verwenden wir & = wt. Dann ist dt =
(1/w)da, also F = [ cosa(da/w) = (1/w)sina, d.h. F(t) = (1/w)sin wt (Probe durch
Differenzieren).

Analoge Beispiele:

1. Fur das (z. B. radioaktive Zerfalls-)Gesetz e™** kann man mittels der neuen Variablen
y = —ax den Anschluss an die Tabelle gewinnen.

d 1
/ e Ydx = f ey—y =——e ¥,
—-a a
1
f a*dx = /e(lr‘”)xdx =—2qa"
Ina

Wesentlich ist also, durch Einfithrung (= Substitution) einer neuen Variablen den Integran-
den zu vereinfachen.

Allgemein verwendet man diese ,Substitutionsmethode“ so: Die Aufgabe laute,
[ f(x)dx zu berechnen. Man erkenne oder erahne, dass f von einer Variablen u einfacher
oder zweckmdfiger abhinge. Sei! f(x) — f(u) mit u = u(x), also du = u’(x)dx.

[ fde= [ fux)

! Natiirlich ist f von u eine andere Funktion als von x, sodass in Strenge ein anderer Buchstabe zu
verwenden wire. Da Sparsambkeit in der Verwendung von Buchstaben zweckmiflig ist und Irrti-
mer erfahrungsgemafd nicht vorkommen, verwendet man in der Regel dasselbe Symbol f fiir beide
Funktionen.

2. Ahnlich

ff(u —(u (5.19)
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Dies ist die Substitutionsformel. Bei = ist die Umkehrfunktion x = x(u) verwendet worden
sowie u’ = du/dx =1/(dx/du).

Den Beweis fithre man entweder an der Riemannsumme oder mittels Kettenregel: Sei
F(x) Stammfunktion von f(x) sowie x = x(u) die Umkehrfunktion der als zweckmifig
erkannten Substitutionsfunktion u = u(x).

L FEW)_FD i Ew,

d.h. F(u) ist Stammfunktion vom Produkt f(u) g—i (u), q.ed.
Die Substitutionsformel fiir das bestimmte Integral heif3t

x=b u=u(b)
fF(x)dx: f f(x(u))j—’;(u)du. (5.20)
x=a u=u(a)

Merke:

1. Voraussetzung fiir die Anwendung der Substitutionsmethode ist, dass u(x) eine einein-
deutige Zuordnung von x zu u ermdglicht. Dies ist z. B. fiir monotone Funktionen direkt
garantiert. Oft hilft die Unterteilung des Integrationsintervalls, um stiickweise Monoto-
nie zu erzwingen. Etwa u = x? in [~1, +1] wird so behandelt.

2. Entscheidend fiir den Erfolg des Verfahrens ist:

a. f muss von u einfacher abhidngen als von x, und vor allem

b. das Produkt f(u) - dx(u)/du muss einfacher integrierbar sein.

Prinzipiell hat man beliebige Freiheit in der Substitution, wenn man nur diese Kriteri-
en a. und b. beachtet. Oft niitzt es, mehrere Substitutionen nacheinander auszufiihren.

3. Rein technisch erhilt man die Substitutionsformel durch ,,Erweitern® von dx mit du;
anschliefSend wird konsequent tiberall x durch u ausgedriickt.

Beispiel: F = [ Va? - x?dx =2
0

Man versuche sich einmal an der naheliegenden Substitution a
a* ausgeklammert und dann y = x/a substituiert

a > 1
F:fa\/l—(f) dx:aZ/\/l—yzd)/.
a
0 0

Sodann neue Substitution y = sin &, monoton zwischen y € [0,1]

2—x* = y. Hier sei zuerst

3 3
—>F:azf\/l—sinzoccosocdoc:azfcosz(xd(x
0 0

%
In  ma?
/(coszoc+sin2 a)da=a’~— = —.
22 4

aZ

1
2
0
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!
Bei = ist @ — (m/2) — « substituiert worden. Andere Méglichkeit: cos® & = (1+
cos2a)/2 benutzen und elementar integrieren.

5.3.2 Partielle Integration

Diese Methode wird benutzt, falls der Integrand als Produkt zweier Funktionen vorliegt
und bei (mindestens) einem Faktor die Stammfunktion erkennbar ist.
Gesucht sei also [ fi(x) f2(x)dx. Etwa von f; sei die Stammfunktion F, angebbar.

dF d
Wegen f, = d_xz folgt fi f> —f1 (leZ) dj;l .

Der erste Summand ist aber eine Ableitung und deshalb besonders einfach zu integrieren!

Nimlich merke Das Integral [ f(x)dx einer Funktion, die eine Ableitung einer weiteren
Funktion ¢ ist, f = d¢/dx, ist eben diese Funktion ¢!

/ —dx = ¢(x) + const (5.21)

Hier erkennt man besonders augenfillig die Umkehreigenschaft von Integral und Dif-
ferential. Erst Ableiten, dann Integrieren reproduziert die urspriingliche Funktion als
Stammfunktion.

Man mache sich die Behauptung mittels Riemannsummen klar. Es geht analytisch auch so:
Die Stammfunktion F eines Integranden f soll die Gleichung I6sen F’ = f. Also ist diesmal
F = (p', .

Dies ausnutzend erhilt man

f fifdx = AF, - f %dex + const (5.22)
x

Man hat ein Integral - nimlich [ fi f,dx - in ein anderes Integral - namlich [ f/ F,dx -
tibergefithrt. Daher nennt man diesen Schritt partielle Integration. Grundlage war neben
(5.21) die Produktregel beim Differenzieren.

Niitzlich ist die partielle Integration nur, wenn man das neu entstandene Integral tiber
f{ F> handhaben kann (eventuell nach Fortsetzung des partiellen Integrierens).

Als sehr wichtig merke man sich die Formel der partiellen Integration eines bestimmten
Integrals

b b b

/ fo'dx = fg| - / ' gdx. (5.23)
a 4 a

Ahnlich wie bei der Wahl einer zweckmifligen Substitution haben Sie auch bei der Zer-
legung eines Integranden in ein geeignetes Produkt viel Freiheit. Diese wird allein durch
Zweckmafligkeit bestimmt. Das neue Integral muss besser zu bearbeiten sein als das alte.
Denn partielles Integrieren 19st ja ein Integral (i. Allg.) nicht, sondern fithrt esin ein anderes
tber.
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Beispiele
a

1. F,(a) = [ x"e™dx, n=0,1,2,...sei gesucht. Offenbar kénnte man x” oder e als g’
0

auffassen. Wir wihlen einmal g’ = e™, d.h. g = —e™*. Fiir ganze, positive 7 ist dann

a a

- / nx"'(—e ™) dx = —a"e ™ + nF,_(a) .

0

F.(a)=-e"x"

Dies kann man offenbar iterieren und auf F,, mit immer kleinerem m zuriickfiihren.
Fy(a) schliefllich ist elementar zu integrieren: Fy(a) = 1-e~*. (Siehe auch Abschn. 5.5.4,
Beispiel 3).

Insbesondere fiir a — oo erhilt man

F,=nF,;=n(n-1)F,,=--=n(n-1)...2-1-Fy = n!
d.h./x"e_xdx:n!, n=0,1,2,... (5.24)
0

2. Beim Integral [ Inx dx verwenden wir die stets mégliche (aber nicht immer nutzbrin-
gende) Produktzerlegung der trivialen Art: Inx = 1-Inx. Stammfunktion von 1 ist x.
Deshalb f; =Inx und f, = 1 mit F, = x setzen.

»flnxdx:xlnx—/x(ilnx)dx+const
dx

=xInx - x + const (5.25)

5.3.3 Ubungen zum Selbsttest: Substitution, partielle Integration

1. [ f(x)f'(x)dx ist mittels Substitution und auch durch partielle Integration zu berech-
nen.
2. [ sinacos v da ist mithilfe der Beziehung 2sin acos & = sin 2a durch partielles Inte-
grieren oder gemifl Aufgabe 1 zu bestimmen.
3. [ tan pdg.
4. [ cos(¢ + wt)dt.
5. [ e xdx.
d¢
RACET
7. [In(1+ x)dx.
1

8. Iy = [x" cos(%x)dx, m=0,1,2,...
0
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gl

©

e * cos(wt)dt. Hier, wie oft bei Winkelfunktionen, integriert man zweimal partiell.

,_.
e

S, o —,

e 2d)/.
11. [ yze‘yzdy. Hinweis: auf erf(x) zuriickfithren (s. Abschn. 5.3.4, Beispiel 2).
0

a
12. [ x"Inxdx.
1

e/k
13. k [ [In(kx)]"dx.
17k

1 x
14. dx.
of V1-x2

15. Behandeln Sie noch einmal Aufgabe 3 in Abschn. 5.2.6, aber ohne Tabelle.

5.3.4 Integralfunktionen

Oft fithren die elementaren Integrationsmethoden einschliefilich partieller Integration und
Substitution deshalb nicht zum Ziel, weil die Stammfunktion zu kompliziert ist. Falls man
- vor allem durch physikalische Fragestellungen — immer wieder auf einen gewissen Inte-
granden stof3t, bei dem man die Stammfunktion nicht findet, dreht man den Spief§ um!
Man definiert als neue Funktion per se die Integraldarstellung mit gegebenem f(x)

F(x) = fxf(x')dx' ,

wertet sie numerisch, durch Reihenentwicklungen asymptotisch oder anders aus, tabelliert
und zeichnet sie. Solche Funktionen finden Aufnahme in den o. g. Tabellenwerken. Sie sind
ebensolche Funktionen wie sin «, tanh x, In x, usw., nur eben direkt durch den Limes einer
Riemannsumme definiert, d. h. als Integral.

Beispiele solcher ,Integralfunktionen® sind:

[(x+1) ::ftxe_tdt, Gammafunktion

0

Falls x = n, positive ganze Zahl, ist ['(n + 1) = n!, wie aus (5.24) bekannt. Dann kann
man das Integral also sogar elementar berechnen.
2.

erf(x) = %fe_tzdt, Fehlerfunktion
0
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3.

Der Name deutet ihr Auftreten an. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Ab-

2
weichung von einem Mittelwert ist oft die ,,Gauflverteilung“, proportional e™* . Speziell

ist erf(0) = 0, erf(o0) =1, erf(—|x|) = —erf(|x|).

F(k,x)= f L, elliptische Integrale
5 1- k2sin®t

Diese Integrale treten u. a. bei Pendelschwingungen mit endlicher Amplitude auf.

5.3.5 Numerische Bestimmung von Integralen

Falls die besprochenen Verfahren zur analytischen Bestimmung eines vorgelegten Integrals
partout nicht zum Ziel fithren, muss man dieses numerisch berechnen:

1.

Als besonders einfacher und schneller, aber trotzdem recht genauer Methode bedient
sich der Physiker des ,,Kdstchenzéhlens“. Man zeichnet sich den Integranden (in geeig-
netem Maf3stab) auf Millimeterpapier und zihlt die mm?-Kistchen, die die Fliche F
gemif3 Abb. 5.6 bilden. Bruchteile von Randkistchen lassen sich bequem beriicksichti-
gen. Eine Fehlerabschitzung ist moglich! Natiirlich kann man dieses Verfahren durch
Integriergerite perfektionieren.

. Wenn der Integrand f(x) nicht zeichnerisch vorliegt, sondern analytisch oder gar nur

in Tabellenform, macht man von der Definition des bestimmten Integrals als Limes von
Riemannsummen direkten Gebrauch. Man vollzieht ihn nicht, sondern approximiert
das Integral durch endlich viele, endlich grofie Summanden. Am bequemsten ist die
Rechteckformel , entweder wie (5.12) ohne ,,lim“ oder speziell als Ober- oder Untersum-
me, siche Abb. 5.11a.

. Offenbar verbessert man i. Allg. die Approximation einer glatten Funktion f(x), wenn

man statt eines konstanten Zwischenwertes f(£;) einen linearen Verlauf von f zwischen
x;—1 und x; zuldsst. Durch die Sekante entstehen kleine Trapeze als Teilflichen. Die zu
(5.12) analoge Summe heif3t deshalb Trapezformel, sieche Abb. 5.11b.

. Noch genauere Approximation gestattet die Ersetzung der wahren Kurve f(x) zwischen

je 3 Teilpunkten einer Intervallzerlegung Z durch eine Parabel, siehe Abb. 5.11c.

Die so entstehende Summe aus parabolischen ,,Sdulen® heif$t Parabelformel oder Simp-
sonsche Regel. Sie ist meist vollig hinreichend, wenn man die Zahl der Stiitzstellen, also
der Teilpunkte x;, geeignet grofd wihlt.

Als praktisches Maf fiir ausreichende Genauigkeit betrachtet man i. Allg. die Verande-
rung von F bei Vermehrung der Stiitzstellenzahl. Man hért auf, wenn sich F nur noch
so weit hinter dem Komma 4ndert, wie man fiir zuldssig hilt.

Oftensichtlich liefern die numerischen Verfahren stets ein bestimmtes Integral.



194 5 Integration

Abb.5.11 Approxima- a b
tion der Fliche unter A f(x) A f(x)
einer Funktion f(x)

durch a Rechtecke (spe-

ziell Untersumme), b
Trapeze oder ¢ Parabeln

=Y
=Y

Af(x)

5.4 Uneigentliche Integrale

Bei vielen physikalischen Problemen reichen die bisher besprochenen Integrale nicht aus.
Zwei wesentliche Voraussetzungen zur Definition und Berechnung des Integrals waren:
(1) endliche Intervalle und (2) beschrinkter Integrand.

Betrachtet man aber z. B. Felder elektrischer Ladungen, Gravitationsfelder punktférmi-
ge Massen oder magnetische Felder stromdurchflossener Drihte u.a., so sind sie ~ 1/r,
werden also beliebig grof3 gerade an den Stellen, wo sie physikalisch besonders interessant
sind.

Oder: Viele elektromagnetische Felder werden durch Ladungsverteilungen erzeugt, die
im Prinzip den ganzen Raum fiillen. Sie ergeben sich also durch Summieren von Teilfeldern
iber einen unendlich ausgedehnten Bereich der Integrationsvariablen.

Oder: Verfolgt man die Bahn eines a-Teilchen, das an den Atomen einer Folie gestreut
wird, so ist der Ablenkwinkel erst asymptotisch, d. h. nach im Prinzip beliebig grofien Zei-
ten zu bestimmen. Die Integration der Bewegungsgleichungen muss also tiber unendliche
Zeitintervalle erfolgen.

Diese Beispiele erldutern die Notwendigkeit, die bisherige Integraldefinition zu erwei-
tern. Integrale, bei denen entweder die Grenzen nicht endlich oder der Integrand nicht
beschrinkt ist, heifSen ,uneigentliche Integrale®.
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a

fx)

b
N K@MN

Abb.5.12 Fliche unter einer Funktion f(x), die sich a an der oberen Grenze, b an beiden Grenzen
bis unendlich erstreckt

5.4.1 Definition uneigentlicher Integrale mit unendlichen Grenzen

Falls eine oder gar beide Integrationsgrenzen aus physikalischen Griinden nicht endlich
sind, wie z.B. in Abb. 5.12, verliert unsere bisherige Integraldefinition ihren Sinn. Denn
entweder kommt bei der Zerlegung Z des Integrationsintervalls (mindestens) ein unendlich
grofies Teilintervall vor, oder Z besteht nicht mehr aus endlich vielen Teilstiicken.

Im ersteren Fall ist die Riemannsumme bestimmt oo, im zweiten besteht sie aus unend-
lich vielen Summanden, sodass schon vor dem le_r)rolo Konvergenzprobleme bestehen.

Ein Blick auf Abb. 5.12 zeigt aber, dass das Integral, als Fliche interpretiert, womdglich
trotzdem endlich sein kann, wenn auch nicht muss. Chancen fiir eine endliche Fliche be-
stehen zumindest, wenn f(x) — 0 fiir x — oo. Dann sollte es geniigen, als hinreichend
gute Naherung fiir die volle Fldche den Teil zu betrachten, der bis zu einem grofien, aber
endlichen Wert B der Variablen x geht. Je grofler B gewéhlt wird, desto genauer erhélt man
die gesamte Fldche.

Diese Uberlegung kleiden wir in folgende Definition.

» Definition Unter dem Integral {iber ein halbseitig unendliches Intervall verstehen wir

ff(x)dx = ]Blgrgo/f(x)dx, (5.260)

genannt ,uneigentliches Integral®, sofern der Limes existiert. Analog

b

b
f(x)dx := lim f(x)dx (5.26b)
[ A——o0 Af

—o00

und

c0,B—00

/ f(x)dx := A_)_lim f f(x)dx . (5.26¢)
—oo A
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Im letzteren Fall sollen die Limites bzgl. A und B unabhingig voneinander durchgefiihrt
werden! Sollten sie einzeln nicht existieren, wohl aber der Grenzwert fiir die spezielle Wahl
—-A = B = C — oo existieren, so nennen wir diesen den ,,Hauptwert“ des uneigentlichen
Integrals

+oo +C
][ f(x)dx := Ch_l}go / f(x)dx . (5.27)
b =

Er wird durch einen kleinen Strich durch das Integralzeichen gekennzeichnet oder ein P
(principal value) davor. Der Hauptwert wird dann verwendet, wenn sich f(x) asymptotisch
filr x — +oo bis auf entgegengesetztes Vorzeichen gleich verhilt.

Bemerkung

Statt (5.26b) und (5.26¢) hitte man die Fille einer unendlichen unteren Grenze oder beidseitig un-
endlicher Grenzen auf (5.26a) zuriickfithren konnen. Man erinnere sich an Abschn. 5.2.2, Beispiele 1
und 3.

5.4.2 Beispiele zur iibenden Erlauterung

(o)

dx . ? dx . 1 B
f — = lim / — = lim (——)
/ X B—>t:>o1 XZ B—oo X

. 1
= lim (——+1) =1
1 B—oo B

Eine anschauliche Darstellung vermittelt Abb. 5.12a.

2.
+00 2B
1
f xdx = lim (x_ ) = lim - (32 - AZ)
A——00,B—>+00 2 A

- A——00,B—>+00 2

Die einzelnen Grenzwerte existieren nicht, wohl aber der Hauptwert —A = B = C — oo.
Némlich

+o00
][xdx: lim %(CZ—CZ):O.
3.
+o00o B

= lim arctan B- lim arctan A

A B—oo A——oco

dx .
= lim arctan x
l —+ x2 A——00,B—00

i-(5)
=——|—-——]="x
2 2

Hier existieren beide Limites auch einzeln.
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B
= lim InB =00

B—oo

[ee]
dx .
— = lim Inx
X B—oo
1 1
1

Dieses uneigentliche Integral existiert also nicht, obwohl f(x) = - — 0 asymptotisch.
5. Einen Uberblick gibt uns

oo

dx P
f — = lim =
xh B—oo 1— n

1 1

1 1 . 1

lim .
n—1 n-1B->oc Bl

Genau fiir n < 1 existiert dieses uneigentliche Integral nicht, wihrend es fiir n = 1+ ¢ bei
beliebigem € > 0 einen endlichen Wert hat, ndmlich 1.

6. Aus diesen Beispielen kann man ein Kriterium herleiten, in welchen Féllen ein uneigent-
liches Integral existiert oder nicht:

[}

Das uneigentliche Integral | f(x)dx existiert, falls es ein geeignetes ¢ (> a) gibt, sodass

f(x) iiber dem endlichen Intervall [ a, c] integrierbar ist und fiir alle x > ¢ der Integrand
durch

|f(x)|§j—n mit n>1

abgeschitzt werden kann. Es existiert sicher nicht, sofern

f(x)Z% oder —f(x)2% mit n<l1

ist. Dabei ist d eine geeignete positive Konstante. Kurz: Man reduziere den Integranden
asymptotisch auf eine Potenz ~ 1/x". Falls n > 1 und die Funktion darunter liegt, ist
Konvergenz, falls n < 1 und die Funktion dariiber liegt, ist Divergenz gesichert.

Natiirlich kann man auch bei Majorisierung oder Minorisierung von f(x) durch eine
geeignete andere Funktion ¢ (x) anstelle der Potenz dhnliche Schliisse ziehen. f ist sicher
dann uneigentlich integrierbar, falls ¢ dies ist und |f| < ¢, wenigstens asymptotisch.

5.4.3 Singuldre Integranden

Schwierigkeiten beim Aufstellen von Riemannsummen gibt es auch, falls man ein Integral
tiber eine Funktion f(x) bilden méchte, die singuludre Stellen hat, d. h. solche Stellen x,
in deren Nihe f(x) unbeschrinkt wichst oder fallt, siche Abb. 5.13.

Die Riemannsummen sind dann bei unbedachter Bildung sehr stark von der Wahl der
Zerlegung Z abhingig, ja eventuell sogar oo, falls ndmlich ein Zwischenwert &; gerade mit
der Stelle x, der Singularitit tibereinstimmt.

Trotz der Singularitit des Integranden f(x) kann die Fliche unter f(x) aber endlich
sein. Namlich entweder divergiert f(x) bei xo so schwach, dass man die oberste Spitze
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Af(x) Af(x)

1
X=X

Abb.5.13 Beispiele singulirer Funktionen. a f(x) = ﬁ, b f(x)=

praktisch vernachlidssigen darf, oder aber die Divergenz ist zwar stark, jedoch mit verschie-
denem Vorzeichen vor bzw. hinter x,. Im ersteren Fall lisst man also einfach ein kleines
Intervall um x, herum weg. Im letzteren kompensieren sich gerade symmetrisch gelegene
Teilflichen eines kleinen Intervalls um x,, zu sehen in Abb. 5.13b. So etwas kennen wir
schon vom Hauptwertintegral mit symmetrischen Grenzen +C — oo.

b

» Definition Falls [ f(x)dx iiber einen Integranden f mit einer singulédren Stelle xo zu
a

bilden ist, xy € (a, b), zerlege man das Integrationsintevall und setze

X0—€] b

b
f f)dxi= fim f Fx)dx + f Fx)dx |, (5.28)

sofern beide Integrale und deren Grenzwerte mit €; , — 0 existieren. Man nennt das Ergeb-
nis ebenfalls ,,uneigentliches Integral“.

Zusitze

1. Gibt es mehrere, endlich viele singulére Stellen, verfahrt man an jeder von ihnen analog. Alle ¢;
sollen unabhéngig voneinander nach Null gehen.

2. Existieren die Limites zwar nicht einzeln, wohl aber noch fiir €; = €; = € — 0, d. h. der symme-
trische, gekoppelte Limes, so nennt man ihn ,,uneigentliches Hauptwertintegral

][bf(x)dePfhf(x)dxzzli_r)% 7}(x)dx—ff(x)dx . (5.29)

Xo+e€
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3. Sollte die Singularitdt gerade an einer Grenze liegen, xo = a oder xo = b, so besteht das uneigent-
liche Integral nur aus einem Summanden

Xo—€

fxo F(x)dx = lim f F(x)dx . (5.30)

5.4.4 Beispiele zur iibenden Erlauterung

1 1
dx dx
& tim [ 2

1
):Z—IimZ\/_:Z
R e—0

1. 1 1 1., 1 1
= —— lim —2—1+1——2 = — lim SR
260\ € €5 2e~0\€; €
Das uneigentliche Integral existiert also nicht, da beide Limites einzeln gegen +oo diver-
gieren. Jedoch existiert das uneigentliche Hauptwertintegral ¢; = €, = ¢ — 0.
+1

dx 1. 1 1
]l_zli“(__)o
1

3. Auch allgemeiner gilte, als ob die Singularitéit gar nicht vorhanden wire:
b

][d_"__l(i_i)
2 2\ a2)’

a

sowohl fiir 0 innerhalb als auch auflerhalb [a, b].
Noch allgemeiner gilt oft

b
£ F0dx = Fv) - F(a).

sofern das Hauptwertintegral existiert, obwohl man den Hauptsatz nicht direkt anwen-
den konnte (wegen der Singularitit ist f nicht stetig!).
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1

=-limlne - o0
e—0

1
/ d_x =limlnx
J X e—0

€

5. Ein brauchbares Kriterium zur Priifung der Existenz uneigentlicher Integrale mit singu-
liren Integranden liefert die Anndherung des Integranden in der Néhe der Singularitit
xo durch ein Potenzverhalten oder eine andere, leicht integrierbare Funktion ¢(x).

Das uneigentliche Integral existiert, falls n < 1, existiert aber sicher nicht, falls n > 1. Nur
schwichere Singularititen als 1/x sind (uneigentlich) integrierbar. Falls #n ungerade und
die Singularitét innerhalb [a, b] liegt, existiert wenigstens stets das Hauptwertintegral.

5.45 Ubungen zum Selbsttest: Uneigentliche Integrale

b
f dx
x2 +6x+10
a

ist zu untersuchen fiir die Intervalle [0, 00), (=00, +00), [-3, 00). Man diskutiere auch
mogliche Singularititen des Integranden.

2.
Fcos’ a
f da, a—-0,b—>00, n>0?
‘xn
a
3.
‘ 2x
/ dx
x?-1
a
tiir beliebige, verschiedene Wahl der Grenzen a, b. Machen Sie eine Skizze des Integran-
den.
4.
T
/ tan o dex .
0
5.

b

/ dx
xlnx

a

Man berechne das Integral und untersuche mogliche Grenzen.
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6.
+1
52
f dx,
J V1i-x?
(partielle Integration und auch Substitution).
7.

b
x
d
f Trxt
fiir [0, 00), (=00, +00), (—00,0]?
8. Existieren die uneigentlichen Integrale

oS} (o)

/gdx bzw. fsin(x“)dx?

X
1 1

Man verwende partielle Integration oder Substitution.
9. Mithilfe des Kriteriums fiir die Existenz uneigentlicher Integrale untersuche man

oo oo

cosx .
n de, fe *sin xdx .
+x

Insbesondere letzteres Integral kann explizit berechnet werden.
Skizzieren Sie die Integranden von Aufgabe 8 und 9.

5.5 Parameterintegrale

Oft kommt es bei physikalischen Problemen vor, dass der Integrand eines interessierenden
Integrals eine Funktion ist, die nicht nur von der Integrationsvariablen abhingt, sondern
dariiber hinaus noch von einem (oder mehreren) weiteren Parameter: f(x, a). Zum Bei-
spiel kann sich das Kraftfeld in (5.7) im Laufe der Zeit verandern, K(#,1).

Auch konnen die Integrationsgrenzen eines Integrals von einem physikalisch interes-
sierenden Parameter abhéngen. So konnte sich etwa die Oberfliche beim Ausstrémen von
Energie gemifd (5.11) infolge Abkiihlung des Korpers verkleinern. Dann wére die Oberfl4-
che F = F(T), der Parameter T die Temperatur.

Falls Integrand oder Integrationsgrenzen von einem Parameter «a abhdngen, hangt na-
tiirlich auch der Wert des Integrals hiervon ab.

b
F(oc):ff(x,(x)dx, (5.31)

b(a)
F(a) = f F(x)dx (5.32)
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sind einfache abstrakte Beispiele solcher ,,Parameterintegrale. Oft interessiert, wie sich
F(a) als Funktion von « verhilt.

5.5.1 Differentiation eines Parameterintegrals

Prizise Information tiber die Abhéngigkeit einer Funktion von ihrer Variablen - hier des
Integrals F(a) als Funktion von « - gibt die Ableitung, d.h. dF/da. Wie kann man sie
berechnen? Im Beispiel (5.31) tun wir das so:

dF(a) - lim F(a+ Aa) - F(a)
da Aa—0 A(x

/fxoc+Aoc)dx /fxoc)dx

Aa—>0 A(x
- lim f(x,(x+Aoc)—f(x,oc)dx i faf(x oc)
Aa—0 A da

a
Man kann also die Ableitung des Integrals auf diejenige des Integranden zuriickfithren,
sofern df /0« tiberhaupt existiert und ferner (siehe 2) der Alim0 mit dem fir das Integral
a—
notigen Grenzprozess vertauscht werden darf.

Letzteres ist jedenfalls dann beweisbar?, falls f und d f/d« in beiden Variablen x und « zu-
gleich stetig (siehe Abschn. 4.2.2) ist.

Wir formulieren die

Leibnizsche Regel:
b

/ x,a)dx = / de , (5.33)

sofern

1. of (x, )/ da existiert,
2. fund df/da in x und « zugleich stetig sind.

Beispiel

f(x, ) sei arctan(x/a). Offenbar ist « = 0 ein singuldrer Punkt. Auch die Ableitung
d(arctan(x/a))/da = —x/(x*+a*) zeigt dies. Wihrend namlich fiir a # 0 die Ableitung
an der Stelle x = 0 den Wert 0 hat, ist sie fir « = 0 an dieser Stelle unendlich. Solange
jedoch a # 0, sind f und 0f/da in (x, ar) stetig.

2 Siehe etwa W.I. Smirnow, Lehrgang der héheren Mathematik, Teil II, S. 225, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin, 1995
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Aus einer Integraltabelle entnehmen wir die Stammfunktion von arctan(x/a). Es ist

F(a):= f arctan(x/a)dx = [xarctan(x/a) — («/2) In(a® + x*)]

a’+1

1 «
=arctan — — —In
2 o?

Man kann nun die Ableitung nach « bilden:

dF 1 ( 1) 1 a?+1 a o aR2a-(a’?+1)2a

D S (R B Y _e )
da 1+$ a?) 2 a? 2a2+1 at
1

o?
—In——.
2 ar+1

Andererseits ergibt sich mithilfe der Leibnizschen Regel

1 1 1

d—F:/(iarctanf)dx:f - dx:—lf dy

da oa o x% + a? 2J a’t+y
0 0 0

1 2

1
:—ln—z,
0 2 1-a

= —%ln(y+oc2)

wie vorher, nur einfacher.
Im Falle einer Parameterabhangigkeit der oberen Grenze, (5.32), bestimmen wir die Ab-
leitung nach « mithilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung.

b(a) b(a+Aa)
d 1 . 1
aaff(x)dx:Alir_r)loA—a b(f) F(x)dx = lim ——(b(a+ Aa) - b(a)) f(8)

Dabei muss der Zwischenwert & € (b(a), b(a+ Aa)) sich mit Aa — 0 auf den Punkt b(«)
zuriickziehen, da das Intervall hierauf zusammenschrumpft. Somit ist

b(a)
» / F(x)dx = b (@) f(b(a) (534)

d.h.: Integrand an der oberen Grenze mal Ableitung der oberen Grenze. (Dasselbe findet
man mit der Kettenregel und Formel (5.17).)
Zeigen Sie zur Ubung die oft benutzte Formel

b
% [ Fdx=-a'(@)f(a(w) (5.35)
a(a)
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sowie die zusammenfassende Aussage:

a dx = b(a)af(x’“)d b b ’ 6
— [ = [ L Bdxs f(b(a), )t (@) - f(a(e) @)a'(a) . (536)

a(a) a(a)

Dies gilt, falls die Grenzen a(«) und b(«) differenzierbar sowie f, df /0« in beiden Varia-
blen zugleich stetig sind.

5.5.2 Integration von Parameterintegralen

Nicht nur die Ableitung eines Parameterintegrals F(«) ist oft erwiinscht, sondern auch sei-
ne erneute Integration nach der Variablen «. Das interessierende Intervall sei [&, 7], d.h.

f1
wir suchen [ daF(«). Falls nicht einmal f(x, «) stetig in « ist, hat man i. Allg. keine Chan-

ce, dass F(a) das ist. Damit man ohne Probleme integrieren kann, sollte F(a) und deshalb
moglichstauch f(x, a) stetig sein. Dann aber kann man wieder priifen, ob man nicht gleich
zuerst f nach « integriert und das Ergebnis anschlieflend nach x.

Tatsédchlich findet man dann folgende Aussage.

b 1
» Satz Gegeben sei das Parameterintegral F(a) = [ f(x, a)dx und gesucht sei [ F(a)da.
3

a

(Zumindest:) Falls f(x, «) als Funktion beider Variabler zugleich in [a, b] x [&, ] stetig ist,
darf man unter dem x-Integral erst nach « integrieren, d. h. die Reihenfolge der Integratio-

nen vertauschen:
1

/d(x/bf(x,oc)dx:fhdxfnf(x,(x)doc. (5.37)
a a ¢

3

Als Beispiel zur Erlduterung diene f(x, a) = a*.Seietwa a € [0,1] und x € [a, b] mita > 0,
dabei a = 0, x = 0 eine Unstetigkeit vorliegt. Es ist

b b b

F((x):focxdx:f(eln"‘)xdx:a _aa.

Ina

a a

Das a-Integral ist analytisch nicht anzugeben. Deshalb vertauschen wir die Reihenfolge der
Integrationen:

b b 1

1 1 b
ax+1
/F(oc)d(x:/d(xfaxdx:fdxfaxdoc:/dx
y J x+1

0 a a 0

b
1

= —— =In(1

/dxerl n(l+x)

1

a=
a=0
b
a
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Folglich gilt

obwohl man zu F(a) keine Stammfunktion finden konnte.

Bemerkung

b
Um [ #—dazuintegrieren, wird manIn & = x” substituieren. Man stofit auf die als Integral definierte
Funktion Ei, genannt ,,Exponentialintegral®.

© (Xb x e(b+1)>c' , )
0/ md«x = / dx" = Ei((b +1)x) .

5.5.3 Uneigentliche Parameterintegrale

Wie wir schon gelernt haben, kénnen physikalisch interessierende Integrale uneigentlich
sein, sei es ihrer unendlichen Grenzen wegen, sei es wegen einer Singularitit ihres Integran-
den. Selbstverstindlich kann das auch bei parameterabhingigen Integralen vorkommen.
Gelten dann trotzdem die soeben besprochenen Rechenregeln?

Diese Frage ist deshalb nicht trivial, weil ja in der Definition uneigentlicher Integrale ein zu-
satzlicher Grenzprozess auftritt, auf den man bei der Differentiation oder Integration von
F(a) zu achten hat. Will man wie vorher ,unter dem Integral® zuerst nach « differenzieren
oder integrieren, so muss man d/da oder [ da aufer mit [ dx...noch mit diesem zusitzli-
chen Limes vertauschen. Damit das erlaubt ist, muss dieser eine besondere Eigenschaft haben,
die im Folgenden diskutiert wird.

In Kiirze formuliert: Man darf die Regeln (5.33) und (5.37) auch fiir uneigentliche Parame-
terintegrale anwenden, sofern sie nur gleichmdifSig bzgl. des Parameters konvergieren!
Dabei sei an einem Beispiel definiert:

F(o)= [ fsa)dx = lim [ 7(x,a)dx

heif’t gleichmifSig konvergent, sofern
(5.38)

< firalle by, b, > B(8)

J £, a)ds
by

unabhdngig von «, d.h. fir alle «, eben , gleichmaflig bzgl. « .

Wiederum sei an einem moglichen Fall exemplifiziert, wie die modifizierten Aussagen iiber
Parameterintegrale lauten:
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1. F(a) gemif (5.38) ist stetig fiir a € [&, 7], falls f(x, «) im teilunendlichen Intervall
[a,00) x [&, y] stetig ist und F(a) gleichmifig bzgl. a konvergiert.

2. Integration von F(«) ist dann offenbar moglich. Sie ist unter eben diesen Voraussetzun-
gen der Stetigkeit und gleichmifligen Konvergenz schon unter dem [ dx erlaubt, d. h.
es gilt (5.37).

3. Esist die Ableitung d/0x unter dem Integral (5.38) erlaubt, falls f, d f/da stetig in (x, )

zugleich und sowohl [ f(x, a)dxalsauch [ 9f(x, a)/dadx gleichmafig konvergieren.

Zum Beweis sei auf einschlagige Lehrbiicher verwiesen.’ Die Technik ist: Riickfithrung
auf die Eigenschaften von Reihen mittels

b1+1
...+/fdx+...
bl

5.5.4 Ubungen zum Selbsttest: Parameterintegrale

1. Man untersuche die Ableitung von

F(oc):fe_"/“dx

durch Parameterableitung nach der allgemeinen Leibnizschen Regel und auch direkt.
2. Oft fithrt man einen Parameter kiinstlich ein, um mit diesem Trick Integrale auf einfa-
chere zurtickzufiihren. Berechnen Sie so

o0
2
Fn:fxzne “dx .
0
Hinweis

x> = ax’, mitn =0 beginnen, dann 9/d« . ..

a
3. Analog: F,(«) = [ x"e *dx auf Fy(a) zuriickfithren (x — ax) und berechnen.
0

4. Berechnen Sie

X

Fla) = foo sin(ax) dx

und priifen Sie die Moglichkeit, dieses uneigentliche Parameterintegral unter dem Inte-
gral nach « zu differenzieren.

37.B.W. 1. Smirnow, Lehrgang der Hoheren Mathematik, Bd. II, § 84, S. 225, VEB Deutscher Verlag
der Wissenschaften, Berlin, 1959.
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5. Man integriere die Funktion

X2y
T0on) = Gy
erstnach x (wobei y Parameter ist) und dann nach y sowie anschlieflend in umgekehrter
Reihenfolge, jeweils von 0 bis co. Gilt die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge
oder nicht? Man begriinde das Ergebnis.

5.6 Die é-Funktion
5.6.1 Heuristische Motivation

Oft benétigt man fiir den physikalisch-mathematischen Gebrauch eine ,,abartige” Funktion
und sogar Integrale dariiber, die erst recht abartig sind. Sie heif3t ,,0-Funktion®.

Erfunden wurde sie von dem Physiker P. A. M. D1rac, zunéchst zum Gebrauch in der
Quantenmechanik. Heute verwendet man sie praktisch iiberall. Es wurde auch eine ma-
thematisch wohlfundierte Theorie entwickelt, in die die §-Funktion ,eingebettet” ist. Dies
tat L. SCHWARTZ mit der Distributionstheorie. In ihrem Rahmen lassen sich alle folgen-
den Aussagen sauber beweisen. Fiir uns hier kommt es mehr darauf an, die Bedeutung der
d-Funktion kennenzulernen und sich in ihrem praktischen Gebrauch zu iiben.

Wo z. B. stof3t man auf sie in der Physik? Betrachten wir etwa eine elektrische Ladungs-
verteilung im Raum. Wir kennzeichnen sie durch die Ladungsdichte p(7), eindimensional
vereinfacht zu p(x). Esist [, p(x")dx’ die gesamte Ladung im Intervall I. Wie sieht die La-
dungsdichte p(x) aus, wenn die Ladung nicht im Raum verschmiert, sondern ein idealisiert
punktférmiges Gebilde wie ein Elektron ist?

Dann muss die Dichte p(x) offenbar iiberall 0 sein bis auf die Stelle xo, an der das
Elektron sich befindet. Obwohl nur an diesem einen Punkt von 0 verschieden, muss
J;p(x")dx" = e sein, sofern I die Stelle x, enthilt (e = Ladung des Elektrons). Wir kon-
nen uns daher von p(x) ein anschauliches Bild wie in Abb. 5.14 machen.

Wir symbolisieren diese abartige ,,Funktion® durch ed(x — x;). Dabei ist x die Variable,
xo die Stelle, an der sich die Zacke befindet und e ihre ,,H6he“. Die Elektronenladung e ist
als Faktor aufzufassen.

Mehrere punktformige Ladungen e; an verschiedenen Stellen x; kann man durch
Y; eid(x — x;) beschreiben. Die gesamte Ladung in einem Intervall I ist [, 3 e;0(x’ -
x;)dx" = ¥ iy e; wenn man die Linearitit des Integrals beriicksichtigt.

Ein anderes Beispiel: Ein Pendel der Masse m und der Federkonstanten k werde durch
eine duflere Kraft in einem Zeitmoment £, angestoflen. Seine Bewegungsgleichung lautet

mix = —kx + PS(t—tg). (5.39)



208 5 Integration

Abb. 5.14 Modellvorstellung einer punktférmigen Ladungs-
dichte an einer Stelle xo. Sie représentiert eine §-Zacke

|

Xo

=Y

Die §-Funktion zeigt hierbei an, dass die duflere Kraft bis auf den einen Zeitpunkt f, stets
0 ist, dort aber mit solcher Starke wirkt, dass das zeitliche Integral den endlichen Impuls-
tibertrag P bewirkt, der das Pendel ausschwingen ldsst.

Das von einer eindimensional verteilten Ladungsdichte p(x) erzeugte elektrostatische
Potenzial ¢(7) ist

L[ ey
o(7) = PrEE (5.40a)
Der Vektor € ist die Richtung der Geraden, auf der sich die Ladung befindet, x” eine Koor-
dinate auf dieser Geraden durch den Ursprung und 7 der von uns gewidhlte Ort im Raum,
an dem wir das Potenzial ¢ wissen mochten. |x’é — 7| ist der Abstand zwischen diesem
Aufpunkt 7 und dem jeweiligen Ort der Ladung.

Falls die Ladungsdichte von einer punktformigen Ladung an einer Stelle x, erzeugt wird,
macht p(x’) den Integranden von (5.40a) iiberall zu Null, wo x” # xg. Deshalb trigt nur
die Stelle x" = x¢ zum Integral bei, sodass der Nenner |xoé — 7| lautet. Denken wir uns der
Einfachheit halber x( = 0, heifit er sogar . Jedenfalls hingt er nicht mehr von x” ab, sondern
kann als konstant vor das Integral gezogen werden. Es bleibt [ p(x’)dx’ auszurechnen,
was ja die Gesamtladung e gibt. Folglich gewinnen wir als Potenzial einer Punktladung im
Koordinatenursprung als

o(7) = ~ (5.40b)

Das muss natiirlich so sein, denn durch additive Uberlagerung solcher Coulomb-Poten-
tiale ist ja (5.40a) gewonnen worden. Die Uberlegung sollte aber verdeutlichen, wie die
&-Funktion mit einer anderen Funktion gemeinsam unter einem Integral wirkt.

Dieses Integral ist ndmlich keineswegs trivial als Riemannintegral zu verstehen! Ein
solches wire namlich seiner Definition nach 0, wenn das effektiv beitragende Integrations-
intervall 0 ist, s. 0. Es soll aber gerade [ 8(x’ - x)dx’ = 1, also nicht Null sein. Zur Rettung
kann man sich zwar vorstellen, dass das Intervall 0 ist, auf dem die §-Zacke liegt, dafiir
aber diese Zacke ,,unendlich® hoch steigt, sodass 0- co etwas Endliches liefert. So brauchbar
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diese merkwiirdige Vorstellung fiir den praktischen Gebrauch auch oft ist, so wenig rettet
sie die fehlgeschlagene Deutung des Integrals als Riemannsch. Denn letzteres konnte ja an
singuldren Stellen gar nicht erklart werden.

Es muss deshalb die etwas abartige (aber hochst niitzliche) §-Funktion zusammen mit
einem entsprechend abartigen Integral definiert werden.

5.6.2 Definition der §-Funktion

Die Uberlegungen des vorigen Abschnitts fassen wir zusammen in folgender Definition.

» Definition Die ,,0-Funktion® §(x — x¢) ist diejenige verallgemeinerte Funktion von x,
die:

1. fiir alle x # x¢o den Wert Null hat und
2. zusammen mit stetigen Funktionen unter einem ebenfalls verallgemeinerten Integral
wirkt wie

b
f 8(x - x0) f(x)dx = f(x0), (5.41)

sofern xg € (a,b).

Zur logischen Struktur von Teil 2 der Definition sei bemerkt, dass die Zuordnung einer
ganzen Funktion f(x) zu ihrem speziellen Wert f(xo) an einer Stelle x, die §-Funktion
zusammen mit dem Symbol [ ... definiert. Falls x ¢ (a, b), kommt wegen Teil 1 natiirlich
0 heraus.

Falls speziell f(x) =1 gewihlt wird, ist

b

|1, xoe(a,b)
/6(x—x0)dx—{ 0, xo¢(ab) (5.42)

a

Je nach Lage der Stelle x liegt eine andere, verschobene §-Funktion vor. Eine Modellvor-
stellung der so definierten abartigen ,,Funktion® vermittelt Abb. 5.14.

5.6.3 Darstellung durch ,glatte” Funktionen

Es ist nicht nur zur besseren Veranschaulichung niitzlich, sich eine approximative Reali-
sierung der §-Funktion klar zu machen. In vielen physikalischen Problemen st6ft man
tatsdchlich auf solche Ndherungen von §-Funktionen.
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Abb.5.15 Darstellung der §-Funktion durch eine Folge A4, (%)
zunehmend scharferer, d. h. schmalerer und héherer, jedoch
beliebig oft differenzierbarer Funktionen &, (x). Wihlt man "
als Argument x — xo, sind sie um xo zentriert
0 Lvx x

Betrachten wir z. B. die glatten, d. h. hier beliebig oft differenzierbaren Funktionen in
Abb. 5.15. Sie seien analytisch gegeben durch

8,(x) := ne™™ x| (5.43)

Fiir hinreichend grofSes  realisiert 8, (x) naherungsweise die in Abschn. 5.6.2 genannten
definierenden Merkmale der §-Funktion nicht nur anschaulich (vgl. Abb. 5.14), sondern
auch analytisch. Denn 8, (x) =~ 0, sofern x > 1/(n\/n); ferner ist [ &,(x)dx = 1, d.h.
die Flache unter dem spitzen Peak ist fiir alle n gleich, und zwar 1. SchliefSlich kann man
mithilfe des zweiten Mittelwertsatzes (5.15) die Wirkung von §,(x) unter einem Integral
mit anderen stetigen Funktionen betrachten.

b b
[ a0 = £(5) [ 8 (x)dx —— £(0)-1= £(0).

Denn fiir wachsendes n wird angesichts der Schirfe von §,,(x) jedes Intervall [a, b], das
0 enthilt, dquivalent zu (—oo, +00), und &, muss im effektiven Integrationsbereich liegen,
der - ebenfalls wegen der wachsenden Schirfe — mit n — oo auf 0 zusammenschrumpft.

Wesentlich fiir die Interpretation der Folge 8, (x) als einer Darstellung der §-Funktion
ist es also, erst das Integral zu bilden und dann n — oo. Andere solche ,,Darstellungen® der
0-Funktion vermitteln die Folgen

1 n
&,(x) = ;m, n — oo, (544)
5 R
() =——5 5 €20 (5.45)

Bu(x) = (s”;:x) . n oo, (5.46)
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+n

1 si 1 i
8u(x) = % = = [ o dk, > oo, (5.47)
X 27

—-n

Zeichnen Sie diese Funktionen einmal auf und priifen Sie, ob jeweils [ "> &, (x)dx = 1 ist.
Es ist wohl evident, dass man jeweils Darstellungen von §(x — x,) erhilt, wenn man
anstelle der Variablen x jeweils x — x¢ schreibt.

5.6.4 Praktischer Umgang

Folgende Formeln regeln den praktischen Umgang mit der §-Funktion. Sie sind leicht aus
der Definition durch Substitution o. A. zu beweisen:

1. Stets ist §(. ..) Null, falls nicht das Argument 0 ist. So ist z. B. §(¢(x)) = 0 fiir alle x mit

o(x) £0.
2. (Wiederholung)

fé(x—xo)f(x)dx:f(xo), xo€l,

I

fur alle stetigen oder differenzierbaren Funktionen f(x).

Achtung
Produktbildung von & mit singuliren Funktionen, insbesondere 82, ist i. Allg. nicht mglich!

3. 8(x) = 8(-x), d. h. die 8-Funktion ist eine gerade ,,Funktion®.
4. [ 8(x")dx" = ®(x),d.h. 42 = 8(x).

O(x) ist die oft verwendete Stufenfunktion

5. 8(x)d(x) = g(0)8(x).
Das bedeutet, eine glatte Funktion g, die mit §(x — x¢) als Faktor auftritt, darf durch
eine Konstante ersetzt werden, ndmlich ihren Wert an der Nullstelle x, des Argumentes
der §-Funktion.

6. x8(x) =0.

7. 8(ax) = ﬁ&(x).
Die §-Funktion ist also hochgradig nichtlinear.

8. 8(p(x)) = 2ty O~ )

wobei die x; einfache Nullstellen von ¢(x) seien.
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Abb.5.16 Modelldarstellung der Ableitung der §-Funktion A6 (x - x,)

R
=Y

9. Mittels [ 6"(x — xo) f(x)dx = —f’(xo) kann man eine Ableitung 6’(x — xo) der 6-
Funktion definieren. §’(x) ist ungerade in x. Ein Modell wird in Abb. 5.16 dargestellt.
Esist §’(x) = lim 9§, (x) fiir die glatten Darstellungen 8, (x) der §-Funktion.

5.6.5 Ubungen zum Selbsttest: §-Funktion

1.

[ 30 - f(0))ax =
2. 1+oo

Z lcisxxzé(x— g)dx:?

Dasselbe mit sin x.

0

/ e”‘zé(x +1) [1 - cos (5§x)] dx; dasselbe mit f e
0

—o00

S(x*—x3) =2
5. Skizzieren und interpretieren Sie den Real- und den Imaginirteil von 1/(x F i€), also

1 1 .
Im —, Re —, fir €—0.
X Fie X Fie
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6. Gegeben sei ein frei auf der Abszisse bewegliches Teilchen, das zur Zeit ¢, einen Anstof3
erhilt. Seine Bewegungsgleichung lautet ¥ = ad(¢ — ). Man bestimme x(¢) durch
zweimaliges Integrieren und deute die Konstante a.



Vektorintegration

Im vorigen Kapitel 5 haben wir uns am Beginn klar gemacht, wie vielfiltig Integrale in
physikalischen Fragestellungen auftreten konnen. Nachdem dargestellt worden ist, wie man
den Grundtyp eines Integrals (iiber reelle, stetige Funktionen einer Variablen) zu berechnen
hat, dient dieses Kapitel dazu, die benétigte Vielfalt ndher zu betrachten. Fast immer ist sie
mit den Eigenschaften von Vektoren und Feldern verkniipft; deshalb ,Vektorintegration®.

6.1 (Gewdohnliches) Integral iiber Vektoren

Die trivialste Verallgemeinerung des Integralbegrifts wird verwendet, wenn statt gewohn-
licher Funktionen (genauer: skalarwertiger Funktionen) etwa vekforwertige Funktionen
einer Variablen betrachtet werden, z. B. 9(t).

6.1.1 Definition

Gegeben sei eine vektorwertige Funktion d(t) einer Variablen. Mit ihr kann man véllig ana-
log wie in Kap. 5 Riemannsche Summen bilden. Sie entstehen durch eine Intervallzerlegung
Z des Variablenintervalls I in die Teilintervalle [¢;_;, ¢; ] und die Wahl von Zwischenwerten
7; € [ti-1,t;] und lauten

n

Z a ( Ti ) A ti .

i=1
a(t) besteht aus den Komponentenfunktionen da(t) = (ai(t), a2(t), as(t)). Der jeweilige
Faktor At; wirkt komponentenweise, die Summe ist ebenfalls komponentenweise auszu-
fithren. Somit ergeben die Rechenregeln fiir Vektoren

Zﬁ(T,‘)Ati = (Z al(T,‘)At,‘,Zaz(Ti)Ati,Za3(T,‘)Ati) .

i i

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_6, 215
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Jede Komponente k des Summenvektors ist also eine gewohnliche Riemannsumme,
>i ax(zi)At;, fir k = 1,2,3. Im Limes immer feinerer Intervallteilung, Z — oo, wird daraus
jeweils das Riemannintegral! Somit wird folgende Definition verstindlich:

» Definition Das Riemannintegral (bestimmt oder unbestimmt) iiber eine vektorwertige
Funktion ist derjenige Vektor, dessen Komponenten die jeweiligen Integrale iiber die Kom-
ponentenfunktionen sind

/d(t)dt%(f al(t)dt,faz(t)dt,/a3(t)dt)%(/ ak(t)dt). (6.1)

Das gewohnliche Integral iiber eine vektorwertige Funktion ist also nichts anderes als die
Zusammenfassung von drei Komponentenintegralen, die zusammen einen Vektor bilden.

6.1.2 Beispiele zur iibenden Erlduterung

Zunichst sei nochmals auf die physikalische Motivation zuriickverwiesen (insbesondere
Abschn. 5.1, Beispiel 1), dass und wozu das eingefithrte Vektorintegral in physikalischen
Fragestellungen niitzlich ist. Die folgenden Rechenbeispiele kann man bei Bedarf physika-
lisch ummanteln:

1. Man integriere die vektorwertige Funktion d@ = (¢ + t%,e%,1) iiber das Intervall [0,1].
Das Integral ist ein Vektor F mit den Komponenten Fy, wobei

1

Flzf(t+t2)dt:(lt2+lt3) 1
2 3
0
1

1
FZ:/e_tht:——e_Gt
6
0
1
F3:fdt:t
0

- 51
Also ist F = (g’ g(1—e—6),1).
2.Sei @ = 3¢ + ¢, wobei ¢, ¢ konstante Vektoren bedeuten. Wie lautet das unbestimmte

1 1 5
== -0+--0=2,
2 3 6

1
=1.
0

Integral?

/ G(t)dt = it4é+ v d,

wobei d den Vektor der Integrationskonstanten darstellt. Denn bei jederm der drei Kom-
ponentenintegrale tritt ja beim unbestimmten Integral eine Integrationskonstante auf,
genannt dy. Sie bilden zusammen den Vektor d = (d,, d», d3).
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3. Die Rechenmethoden des gewohnlichen Integrals tibertragen sich auf das vektorielle.
[ (@ x a)dt =2 Offenbar ist d x d = (@ x d) (Beweis?). Daher

[(axaye= [ Saxi=axird.

4. Von einem Teilchen sei die jeweilige Beschleunigung b(t) bekannt sowie seine Lage und
seine Geschwindigkeit zu einem gewissen Zeitpunkt, genannt t = 0. Gesucht werden
seine Geschwindigkeit v (t), seine Bahnkurve 7(t) sowie die Lange des bis zu einer Zeit
t > 0 zuriickgelegten Weges.

Da b = do/dt, ist 5(¢) = [, b(#')dt' + ©(0). Aus #(¢) = dF/dt erhilt man 7(t) =
[Ot v(¢")dt’ + 7(0). Die Lange s(t) des Weges schliefSlich ergibt sich nach Abschn. 3.3.1
aus § = /72 = v(t),d. h.sieist s(t) = fol v(t)dt.

Ein konkretes Beispiel fiir eine mégliche Beschleunigung sei b() = (4 cos 2t, —2sin 2t,
t). Durch Integrieren erhilt man die Stammfunktion (2 sin 2¢, cos 2t, t2/2), also % (t) =
(2sin2t,cos2t —1,¢*/2) + ©(0). Man integriert noch einmal:

+9(0)

+7(0),

B 1. 1
#(t) = (—cosZt’, —sin2t’ - t/, —t's)
2 6 0

- 1. 1 . -
also 7(t) = (1—cos2t,zs1n2t— t, gt3) +9(0)t+7(0) .

Der die Lange der Bahn bestimmende Betrag der Geschwindigkeit ist

5(1) = [(2sin2t+ v (0))* + (cos2t =1+ 1,(0))* + (%tZ + 1;3(0))2]3 .

Diese komplizierte Funktion wire zu integrieren, um s(¢) herauszubekommen.

6.1.3 Ubungen zum Selbsttest: Integral iiber Vektoren

f da (sin a, ;, cosh \/E) =2
1+ a?

[ [(sinhx)d) + e d,]dx =72

wobei dy, d; konstante Vektoren seien und y eine feste Zahl.
3. Bestimmen und diskutieren Sie die Bahn eines Korpers, der einer konstanten Beschleu-
nigung unterliegt, b=- gées. Die Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 konnen sein:
7(0) = 0 sowie:
1. 9(0) =0,
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2. 17(0) = ’U()éz,
3. 9(0) = (vo/\/2) (& + é,) oder
4. 9(0) = (v/V2)(é + &).
Was bedeuten sie? (¢€; drei orthonormierte Basisvektoren, in —é3-Richtung wirke eine
konstante Beschleunigung g.)

4. Untersuchen Sie die Bahn eines Teilchens, dessen Beschleunigung die Parameterdarstel-
lung b(t) = (—w? cos wt, —w’ sin wt, 0) hat.

5. Man berechne die Linge s des Weges, den der Kérper auf den verschiedenen Bahnen
gemifl Aufgabe 3 nach einer gewihlten Zeit ¢ > 0 zuriickgelegt hat. Dabei gebe man
auch Naherungen der exakten Resultate fiir kleine sowie fiir grofle ¢ an.

6.2 Kurvenintegrale

Als néchsten physikalisch interessanten Integraltyp betrachten wir das in Abschn. 5.1, Bei-
spiel 2, besprochene Integral. Es beschreibt z. B. die Arbeit, die ein Kérper bei Bewegung
durch ein Kraftfeld verrichtet. Man lese die fritheren Ausfithrungen tiber die physikalische
Motivation noch einmal.

6.2.1 Definition

Die mathematischen Grundelemente, auf die man durch die physikalische Fragestellung
gefithrt wird, sollen herausgearbeitet werden.

Liege zuniichst einmal ein Vektorfeld vor, etwa ein Kraftfeld, allgemein A(7). In diesem
sei ferner eine Kurve C gegeben (s. Abb. 5.3). Wir haben frither schon die analytische Dar-
stellung von Kurven im Raum besprochen, s. Abschn. 3.1. Sei also C in einer geeigneten
Darstellung explizit angegeben, z. B. in einer stiickweise glatten Parameterdarstellung 7(t).
Die Kurve beginne an der Stelle 7, und ende bei #,.

Wir machen nun eine verallgemeinerte Intervalleinteilung, ndmlich auf der Kurve
(s. Abb. 5.2). Wir nennen sie wieder Z und kennzeichnen sie durch die Punkte 7, =
T0>T15.«sTire.., Ty = 1. Alle 7; liegen auf C. Zu Z moge ferner die Auswahl von Zwi-
schenwerten 7} gehoren, 7} € C, jeweils zwischen 7;_; und 7; gelegen. Z — oo soll heifien,
dass eine immer feinere Unterteilung getroffen wird, also n — oo, A7; = 7; — 7;_; — 0 fiir
allei.

» Definition Der Grenzwert

n Fb
Jim > A(7)) - A7 = f A(7) - d7 (6.2)
=1 N
7q,C
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heiflt ,Kurvenintegral® oder ,,Linienintegral® iiber das Vektorfeld A(7) entlang des ,Weges*
C von 7, bis 7},; vorausgesetzt ist, dass der Limes unabhingig von der Wahl der Folgen
Z — oo existiert.

Zusatz
Falls 7, = 7, die Kurve C also geschlossen ist, heif3t

éﬁ A-d7 6.3)

WZirkulation® von A entlang C oder auch ,.geschlossenes Kurvenintegral® .

Merke

Da jeder Summand der Riemannsumme als Inneres Produkt ein Skalar ist, muss die ganze Riemann-
summe ein Skalar sein. Das ist fiir jede Zerlegung Z der Fall, folglich auch fiir den Limes. Somit ist
das Kurvenintegral (6.2) (ebenso die Zirkulation) ein Skalar!

6.2.2 Verfahren zur Berechnung

Um Kurvenintegrale praktisch auszurechnen, fithren wir sie auf die eine oder andere Weise
auf gewohnliche Riemannintegrale zuriick.

1. Sei etwa die Kurve C in Parameterdarstellung gegeben, 7(¢). Dann entspricht jedem 7;
einer Zerlegung Z ein Parameterwert f;, jedem Zwischenwert 7/ ein Parameterwert 7;
und t,, t, liefern Anfangs- bzw. Endpunkt der Kurve.

Ein jeder Riemannsummand wird nun wie folgt umgeformt:

o R oo AF;
A(ri) . Ari = A(T’,‘) . ﬁAti .

Bei Z — oo, also At; — 0, strebt A7;/At; gegen die Ableitung d7/dt an der Stelle des
Parameters, auf die sich das jeweilige Teilintervall [ #;_;, ;] gerade zusammenzieht. Auch
7; strebt gegen eben diese Stelle. Somit

¢:fA(?)-d?:/A(?(t))g(t)dt. (6.4)
7a,C ta

Dieses reprisentiert das Kurvenintegral durch ein gew6hnliches Riemannintegral, des-
sen Integrand die skalare Funktion einer Variablen ist: A - (d7/dt). Der erste Faktor,
A(#(t)), enthilt die Werte des gegebenen Feldes entlang der Kurve, der zweite Faktor,
d7(t)/dt, vertritt explizit die Information, die in der Angabe der Kurve C steckt. Schon
jetzt sei auf ein ausfithrliches Beispiel in Abschn. 6.2.3 hingewiesen.
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2.

Falls C nicht in einer Parameterdarstellung hingeschrieben worden ist, bewahrt sich
folgende Uberlegung: Jeder Summand einer Riemannsumme lisst sich in Komponenten
zerlegen. Denn

A?i = AX,’EI + Ay,'gz + AZ,'53 und 1{ = Axgl’ +Ayéz + Azég, .
(Wenn man, wie iblich, die drei Komponenten mit k = 1, 2, 3 durchnummeriert, wére
A?i = (Axl)i,AX2)i,AX3)i) und A(?,) = (Al(fi),Az(?i),A3(7i)) .

Der Index i bezeichnet die Nummer des Teilintervalls einer Zerlegung Z.)
Es ist dann

¢ = fﬁ(?)-d?:zli_{r:o{ZAx(?i)Axi+2Ay(?i)Ay,»+ZAz(?,»)Azi} .
7 i i i

Jeder dieser drei Summanden geht bei der Limesbildung in ein gewohnliches Rie-
mannintegral iiber. Denn betrachten wir als Beispiel einmal den ersten Summanden.
Bei Z — oo schrumpft jedes Intervall zusammen auf gewisse Werte x. Zu jedem x
gehort bei geeigneter Lage der Kurve relativ zur x-Achse ein wohlbestimmter Punkt
7 = (x,y,2) € C. Notfalls zerlegt man C in geeignete Stiicke, sodass wenigstens stiick-
weise zur Festlegung von 7 € C schon die Angabe einer Koordinate, hier speziell von x,
geniigt.

Anders ausgedriickt: Wir beschreiben die Kurve mittels x als einem moglichen Parame-
ter, 7(x) 2 (x, y(x),z(x)). Dann ist

lim ) A (7;)Ax; = fo(x,y(x),z(x))dx.

Z—o00 =
Xa

Der Integrand ist diejenige Funktion einer Variablen, die durch die x-Komponente des
Feldes, A, an der Stelle (x, y(x), z(x)) gegeben ist. Sie ist teils explizit und teils implizit
von x abhéngig.

Vollig analog fithrt man im zweiten Summanden alles auf eine y-Integration und im
dritten auf eine z-Integration zurtick. Folglich gilt

7p Xp b zp
¢ = fA(?).d'f:fodx+fAydy+fAzdz. 6.5)
74,C Xa Ya Za

Zwecks leichteren Uberblicks sind die jeweiligen Argumente nicht mit hingeschrie-
ben. (Wie wiirden sie lauten?) Es tritt immer die k-Komponente des Feldes zusammen
mit dx; auf! Die Form der Kurve ist mit in der Funktion A enthalten, da ja z.B. in
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A, (x(2), y(z),z) die Art und Weise, wie x und y von z abhingen, genau durch die
Kurvenform bestimmt wird.

Hingewiesen sei noch auf eine unmittelbar aus der Definition (6.2) folgende Eigenschaft,
die uns auch von gewdhnlichen Integralen vertraut ist:

7y Ta
fﬁ-d?:—fﬁ-d?. (6.6)
7a,C

7p,—C

Das Kurvenintegral wechselt das Vorzeichen, wenn man den Weg C riickwirts durch-
lduft, genannt —C.

6.2.3 Beispiele zur iibenden Erlauterung

Wir machen uns die genannten Formeln an einem konkreten Feld mit einigen typischen,
uns schon aus Abschn. 3.1.2 vertrauten Wegen C klar. Das Vektorfeld mége durch

A = (3x* +2y,-9xy, 8x2%)

gegeben sein. Als Kurven betrachten wir die in Abb. 3.4 dargestellten und analytisch so
gekennzeichneten:

« C;: Gerade von (0,0,0) nach (1,1,1),
« Cy: Polygonzug (0,0,0) = (1,0,0) - (1,1,0) > (1,1,1),
o Cs5: Parabelbogen von (0,0,0) nach (1,1,1).

Zugehorige Parameterdarstellungen (kénnen Sie sie durch Uberlegen und nicht durch
Nachschlagen reproduzieren?) sind die Gleichungen (3.5). Dies alles gegeben, berechnen
wir:

Wir benutzen zunichst das erste Verfahren. Parameterdarstellung von C; ist 7 = (¢, t, t),
t € [0,1]. Also d7/dt = (1,1,1), konstant in diesem Falle. Hieraus folgt

A(?(t))-%:(3t2+2t)~1+(—9t-t)~1+(8t-t2)-1:8t3—6t2+2t.

Das ist leicht zu integrieren

1 1
fﬁ~d7:f(8t3—6t2+2t)dt:[2t4—2t3+t2] =1.
C 0

0
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2. Dasselbe Integral, jedoch mit dem anderen Rechenverfahren:

¢1:/A~d?:/Axdx+/Aydy+[Ade
C1 C1 Cl C1

:f(3x2+2y(x))dx+/(—9yz(y))dy+/8x(z)zzdz.
ol G

C
Auf C ist aber y = x bzw. z = y bzw. x = z. Folglich ist
1

1 1
¢1:/(3x2+2x)dx+/(—9y2)dy+/823dz:2—3+2:1.
0 o

0

3. Nun werde das Integral f c, A-dr = ¢, tiber C, berechnet. Da hier der Weg aus drei
glatten Teilstiicken besteht, zerfillt das gesamte Integral in drei Summanden. C; = C, +
C,,y + Cy;. Die Wegteile sind zufillig parallel zu je einer Achse. Deshalb empfiehlt sich
diesmal, d7 in dxé; + dyé, + dzé; zu zerlegen! Auf C,, von (0,0,0) — (1,0,0) ist
y=z=0,alsoauchdy =dz=0

1
/E-d?:fodx:f&czdx:l.
CZ,x CZ,x 0

Auf C;, von (1,0,0) - (1,1,0) ist x =1,z = 0, somit dx =dz = 0

1
ffi-d?:fAydy:/(—w-l)dy:g.
Czy); Cz,y 0

Schlie8lich noch C; , von (1,1,0) — (1,1,1), wobei x = y =1, dx = dy = 0 ist. Folglich

1
fA’.d%*:fAzdF/s-yzzdz:?
Caz Caz 0

Alle Wegeteile zusammen ergeben

¢2:fﬁ-d?:1+2+§:?:9§,
- 273756 %
2

Da ¢, # ¢y, erkennen wir, dass i. Allg. damit zu rechnen ist, dass Kurvenintegrale sehr
wohl von der Kurvenform zwischen Anfangs- und Endpunkt abhiangen.
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%:fA&
Cs

wird zweckmifligerweise wieder mittels (6.4) bestimmt, da 7(¢) in Parameterform vor-
liegt: 7(t) = (t, %, t*),0 < t < 1. Benétigt wird d7/dt = (1,2t, 4¢7) sowie

dr
= (3t + 2%, -9t 2,8t t*) - (1,2t,417) = 5¢* — 18t + 3212,

A1)

1
5 18 32 103
= /(5t2—18t4+32t‘2)dt: S
J 3 5 13 19

Fiir diesen dritten Weg kommt also wieder etwas anderes heraus.

5. Selbstverstandlich kann man auch beim Weg C; die Komponentenzerlegung des Inne-
ren Produktes aus Feld A und Differential d7 vornehmen. Wir rechnen unter Beachtung
von y = x%,z= y>und x = z/* so

%—/A&—/AM+/A@+/A&

1
(3x* +2x7%) dx+/ (-95°?) dy+f821/4zzdz
0

0

\) 8

. 103
, wievorher — .
195

Il
ISR I
|
win| O
+
-J>|;| [e’e)

Geschicklichkeit in der Wahl der in einem konkreten Fall besonders giinstigen Rechen-
methode muss man durch Ubung erwerben. Oft fithrt die Parameterdarstellung mit
(6.4) viel schneller, manchmal aber auch die Methode (6.5) leichter zum Ziel. Abschlie-
Bend sei empfohlen, sich noch einmal die Abschn. 6.2.1 und 6.2.2 anzusehen.

6.2.4 Kurvenintegrale iiber Gradientenfelder:
Unabhéangigkeit vom Weg

Kurvenintegrale iiber Vektorfelder, /. A-d7, hingen prinzipiell von ihren konstituierenden
Elementen ab, also dem Feld A und der Kurve C, insbesondere ihrem Anfangs- und End-
punkt. Wir wissen, dass z. B. die physikalische Arbeit durch Kurvenintegrale beschrieben
wird. Natiirlich hingt die Arbeit stets vom Kraftfeld ab, durch das sich ein Kérper bewegt;
ebenso auch vom Start- und Zielpunkt, etwa der Hohe. Dagegen ist einem schon aus der
Alltagserfahrung bekannt, dass die spezielle Bahn, auf der man den Zielpunkt erreicht, oft
unwichtig ist.

Abstrakter formuliert: Hingen Kurvenintegrale unter gewissen Umstinden von der
Form des Weges gar nicht ab? Ein Beispiel: Das Kraftfeld sei A := 27 2 2(x, y, z), die Wege
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seien Cj 3 aus Abschn. 6.2.3. Wir erhalten

1 1
gbl:ffi-d?:fz(t,t,t)-(1,1,1)dt:2[(t+t+t)dt:3,
C 0 0

1 1 1
¢2:fﬁ-d?:Z/xdx+2fydy+2/zdz:3,
C 0 0 0

1

¢3:/A-d?:/2(t,t2,t4)-(1,2t,4t3)dt:3.
Cs

0

Kéme auch fiir andere Wege C von (0,0,0) — (1,1,1) dasselbe heraus? Ja, und das

verstehen wir so:
[ A= [ordi=2 [ a0 -7
C C C

Es kommt also nur auf lauter Zahleninderungen d(r*) an, nicht auf die Lage der d7 im
Raum!

Dieses Beispiel kann leicht verallgemeinert werden. Falls A(7) = f(r)7 ist - z. B. das
elektrische Feld einer punktférmigen Ladung, E = (—e/r*)7, ist von diesem Typ - gilt

fA-d?:ff(r)f.d?:ff(r)%d(rz)zff(r)rdr.

Wiederum hiéngt der Integrand effektiv nur von r und nicht vom Vektor 7 ab, sodass die
Form des Weges keine Rolle spielt. Nur Anfangs- und Endpunkt sind vom ganzen Weg C
wesentlich.

Entscheidend fiir die Frage, ob die Wegform das Kurvenintegral beeinflusst oder nicht,
ist offenbar das jeweils betrachtete Vektorfeld A(F). Gibt es noch weitere Felder, wo / A-d7
unabhingig von C ist? Falls ja, wie sieht man es einem vorgegebenen Feld an, ob es diese
schone Eigenschaft hat? Diese fiir viele Anwendungen sehr wichtigen Fragen sollen jetzt
erschopfend beantwortet werden.

Um die Antworten zu finden, wollen wir auch gleich methodisch etwas Typisches
lernen! Wir drehen mal den Spiefl um und denken uns ein an sich beliebiges, stetiges
Vektorfeld A(7) vorgelegt, das allerdings die Eigenschaft haben mége, dass ¢ = |, c A-dF
unabhingig sei von der Form des Weges C (Abb. 6.1).

Natiirlich hangt ¢ von Anfangs- und Endpunkt ab. Wie? Da mittels (6.6) Anfangspunkte
zu Endpunkten gemacht werden konnten, geniigt es, 7, festzuhalten und nur den Endpunkt,
jetzt 7 genannt, zu variieren. ¢ hiangt dann nur von 7 ab, s. Abb. 6.1a.

22 =2

7y
= rb _ra .
Ta

8(7) = f A(F)-d7. 6.7)
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a

Ta Ta

Abb. 6.1 Zur Wegabhingigkeit eines Kurvenintegrals ¢ = [ A - d7. a Fiir verschiedene Wege C;
zwischen 7, und 7 habe ¢ voraussetzungsgemaf3 denselben Wert. b Geeignete Verbiegung (- - -) des
nach 7 + A7 fithrenden Weges C»

Um die Abhéngigkeit von ¢(7) von 7 zu studieren, bilden wir, wie schon oft geiibt, ¢(7+
A¥) - ¢(7). Falls (Abb. 6.1b) der Weg C, des ersten Integrals in dieser Differenz nicht schon
durch 7 lauft, wird er entsprechend verbogen (was gemaf3 Voraussetzung schadlos moglich
ist). Da das Kurvenintegral aber additiv bzgl. der Summe von Wegen ist, zerlegen wir C; in
74 — rund 7 - 7+ A7 und bekommen

B+ 07 - 9(7) = [ A)-d7 .

7

A sei als stetig von 7 abhingig vorausgesetzt, die Kurve zwischen 7 und 7 + A7 lisst sich
glatt wihlen, folglich liefert der Mittelwertsatz

¢(7+ AF) - ¢(¥) = A(F") - AF,

mit geeignetem Zwischenwert 7/, der mit A¥ — 0 auf 7 zulaufen muss.

Die linke Seite hatten wir schon frither (s. (4.21)) ausgerechnet zu ¢(7 + A7) — ¢(7) =
grad ¢ - A7 (plus Glieder hoherer Ordnung oder geeignetem Zwischenwert im Argument
von ¢). Folglich ist im Limes A7 — 0

gradg - A7 = A- A7 .
Da A7 Nullfolge mit beliebiger Richtung sein kann, folgt
grad¢(7) = A(F) .
Merke also

Wenn(!) das Kurvenintegral (6.7) tiber ein Vektorfeld A nur von Anfang und Ende, nicht aber von
der Form des Weges C abhingt, dann ist A als Gradient darstellbar, d. h. dann existiert ein geeignetes
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Abb. 6.2 Zerlegung einer geschlossenen Kurve C in zwei Teile C
?1 - Fz und ?2 hnd 71

skalares Feld ¢(7) so, dass A = grad ¢. ¢ ist sogar durch A bis auf eine additive Konstante festgelegt,
z.B. durch (6.7), wo die Wahl von 7, der Wahl der Konstanten dquivalent ist.

Die Darstellbarkeit von A als Gradientenfeld ist also zwingend notwendig, wenn das Kur-
venintegral von C unabhingig ist. Tatsichlich reicht das aber auch hin. Wenn(!) A ein
Gradientenfeld ist, also sich als A = grad v mit irgendeinem geeigneten skalaren Feld v
darstellen lasst, dann ist ein Kurvenintegral dariiber unabhingig vom Weg. Denn

[ srady = [ av=y(i) -y, (68)
74,C 74,C

das Integral hiangt nur von ¥ am Anfangs- und Endpunkt ab.
Unsere Erkenntnisse lassen sich zusammenfassen in dem folgenden wichtigen Theorem.

» Theorem Kurvenintegrale iiber ein Vektorfeld A sind genau dann (d.u. n. d.) vom Weg
C unabhingig, wenn A als grad ¢ darstellbar ist, d.h. eine Funktion ¢(7) existiert, sodass
grad ¢ = A ist. Legt man ¢ an einer Stelle 7, fest, so ist ¢(7) eindeutig.

¢ heifit oft Stammfunktion oder ,,Potenzial* von A; in der Physik wird i. Allg. —¢ so be-
zeichnet. ¢ ist, wie schon gesagt, als stetig differenzierbar anzunehmen.

Es ist niitzlich, sich folgende dquivalente Formulierung klarzumachen:

Genau dann sind geschlossene Kurvenintegrale wie (6.3) stets, also fiir beliebige ge-
schlossene Wege C gleich 0, wenn A als grad ¢ darstellbar ist.

Denn: Sei C eine geschlossene Kurve, s. Abb. 6.2. Durch Wahl zweier beliebiger Punkte
71, 72 € C zerlegen wir C in zwei Teile C; + C; bzw. C; — (—C;). Wegen

jﬁA’-d?:o:/A.d?—/A’.d?
C C -G

folgt aus dem Verschwinden der Zirkulation fir beliebiges C die Unabhingigkeit des Kur-
venintegrals vom Weg.
Schliefien Sie auch umgekehrt!
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6.2.5 Wirbelfreiheit als Kriterium

Nachdem die Frage 1 von oben - nimlich ob es weitere Felder mit wegunabhéngigen Kur-
venintegralen gibt — erschopfend beantwortet worden ist, wollen wir die 2. Frage angehen.

Wir fanden: Genau alle Felder A, zu denen ein passendes Skalarfeld ¢ existiert, fiir das
grad ¢ = A gilt, haben C-unabhingige Kurvenintegrale. Aber was niitzt diese Erkenntnis?
Wie kann man einem vorgelegten Feld A ansehen, ob es ein Gradientenfeld ist?

Wir erinnern uns an Abschn. 4.5.3. Dort fanden wir: Gradientenfelder sind stets wir-
belfrei, rot grad ¢ = 0, sofern ¢ zweimal stetig differenzierbar ist. Falls also ein Feld A
Kurvenintegrale hat, die unabhangig sind von der Kurvenform C, muss notwendigerweise
gelten: rot A = 0. Tatsichlich ist dieser einfache Tatbestand nicht nur notwendig, sondern
sogar fast hinreichend; das ,fast“ bezieht sich auf einen zusitzlichen geometrischen Sach-
verhalt, auf den wir sogleich stofSen werden.

Wir wollen also jetzt nachzuweisen versuchen, dass Kurvenintegrale iiber ein Vektor-
feld A dann vom Weg C unabhiingig sind, wenn die Eigenschaft rot A = 0 vorliegt. Dazu
versuchen wir, unter Ausnutzung dieser Voraussetzung ein geeignetes Skalarfeld ¢ zu kon-
struieren, dessen Gradientenfeld grad¢ = A ist. Dann ist die Erkenntnis des vorigen
Abschnitts anwendbar: [ A - dr ist C-unabhingig.

Offenbar konnte man nach dem gerade in Abschn. 6.2.4 benutzten Vorgehen versu-
chen, ¢ durch Integrieren aus A zu gewinnen. Da fiir den Weg keine Priferenz bestehen
sollte, treffen wir eine bequeme Wahl. Sei C, ein Weg vom Typus C, aus Abschn. 6.2.3 bzw.
Abb. 3.4, namlich von 7, nach 7 auf einem Polygonzug parallel zu den Koordinatenachsen:

Co: Ta2(XarVarza) = (%, ¥ar2a) = (%, 9,20) = (X, 9,2) 27 .

Sei per definitionem

bo(P) = [ AG)-dF

7,,;,C0
X y z
:fo(x’,ya,za)dx’+/Ay(x,y',za)dy’Jr/Az(x,y,z')dz'. (6.9)
Xa Ya Za

Durch Ableiten nach x, y bzw. z priifen wir, ob grad ¢, = A ist? Zuerst die Ableitung nach z.
Diese Variable kommt namlich nur in der oberen Grenze des letzten Summanden vor. Also
ist der Hauptsatz der Differential- und Integral-Rechnung anzuwenden, (5.17) mit (5.16).
W = A,(x, y,2).Bei der Ableitung nach y ist nicht nur in analoger Weise der zweite
Summand zu behandeln; man erhélt A, (x, y, z,). Der dritte Summand héngt aber ebenfalls
von y ab und zwar als Parameter. Die Voraussetzungen von (5.33) gelten, da ja rot A = 0, A

also stetig differenzierbar sein soll. Folglich gilt

900X 022) _ 4 2y + f A (x,y,2)de’
oy dy

Za
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Abb. 6.3 Das Vektorfeld A(F) sei im schwarzen Be- ra
reich nicht definiert. Dieser ist réumlich nach oben bzw. - -
unten aus der Zeichenebene heraus schlauchférmig
fortgesetzt zu denken. Fiir Wege vom Typ Co ist dann
der Bereich zwischen den gestrichelten Linien unzugang-
liches Schattengebiet

Q
(=]

Hmmm————————

Genau wegen der jetzt erst im Detail gebrauchten Voraussetzung rot A = 0 gilt aber
aAz(g}’,y 2) aAY(axz’,y 2) Damit st der Integrand des z’-Integrals eine z'-Ableitung, also

elementar zu integrieren (s. (5.21)), also

0 NN
ai;/o:Ay(x’y’Za)_‘_Ay(x’y’Z) IAy(X,)/,Z)-

Za

Nach demselben Gedankengang (auf beide letzten Summanden von (6.9) angewendet)
verifiziert man, dass 9o /0x = A, (x, y, z) ist. Alles zusammen bedeutet grad ¢ = A, q. e. d.

Damit scheint alles klar und rot A = 0 als hinreichende Bedingung fiir die Darstellbarkeit
von A als Gradientenfeld nachgewiesen zu sein. Doch aufgepasst! Die Wege C, in (6.9)
sind von sehr spezieller Gestalt. Wie nun, wenn Cy zum Erreichen bestimmter Punkte 7
durch Gebiete laufen wiirde, in denen der Integrand A nicht definiert ist, z. B. singulir wird,
nicht definiert oder definierbar ist, o. A.? Ein Beispiel ist in Abb. 6.3 dargestellt. Fiir alle
Punkte 7, zu denen C, durch das ,,Loch im Definitionsbereich von A fithren wiirde, die
also ,,im Schatten“ des fehlenden Gebietes liegen, kann man (6.9) nicht ausrechnen. Es ist
also gar nicht fiir alle 7 des Definitionsbereichs G des Vektorfeldes A () ein Skalarfeld ¢ (7)
definiert!

Dadurch ldsst man sich nicht entmutigen und wihlt einen anderen Weg, etwa vom Typ
C;. Er tiberwindet das ,,Schattengebiet®, allerdings eventuell nicht ganz und insbesondere
nicht ohne ein anderes, neues, zu liefern, rechts des schwarzen Bereichs. Ferner gibt es in
manchen Punkten (z.B. 7 in Abb. 6.3) nun zwei Felder. Da sie durch verschiedene Wege
erzeugt werden, brauchen sie durchaus nicht etwa gleich zu sein. Das soll ja gerade erst aus
der Voraussetzung rot A = 0 herzuleiten versucht werden.

Am besten machen wir uns an einem Beispiel klar, dass i. Allg. bei Verhiltnissen wie in
Abb. 6.3 die durch Cy und Cj erzeugten Felder nicht gleich sind, d. h. dass geschlossene
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Kurvenintegrale iiber Cy + (—C}) nicht Null sind, obwohl rot A = 0 erfiillt ist. Zur Verein-
fachung betrachten wir eine Ebene.

Sei
- y X
A=|-—2—,——]|.
( X%+ y? x2+y2)

Der Nullpunkt ist auszuschlieRen, da A dort nicht stetig ist. Das in Abb. 6.3 schwarze Gebiet
ist also auf einen Punkt zusammengeschrumpft. Ansonsten gilt die Bedingung der Wirbel-
freiheit, die sich in der Ebene auf rot3ff = 01A, — 0,A; = 0 reduziert. (Man rechne einfach
nach.) Wir bestimmen nun die Zirkulation auf einem Kreis um den Nullpunkt:

B —ydx xdy
jg(Axdx+Aydy) = jg (x2+y2 + x2+y2)
2n

7 psingd(pcosg) pcosed(psing)
:f ) P2 : P2

0

2n
:/(sinzgo+coszg0)dgo:2n.
0

p ist der Radius des Kreises, also auf C konstant. Das geschlossene Kurvenintegral ist folg-
lich nicht Null. Allgemein konnen also Kurvenintegrale doch vom Weg C abhingig sein,
obwohl rot A = 0 gilt. Der geometrische ,,Defekt* ist nicht etwa nur eine Schwierigkeit im
Beweisgang, sondern echt sachlicher Natur.

Damit aus rot A = 0 im Definitionsbereich G von A die Darstellbarkeit als Gradien-
tenfeld A = grad ¢ gefolgert werden kann, muss also G gewisse Eigenschaften haben, die
Pannen ausschlieflen, wie soeben diskutiert. Diese sollen jetzt ermittelt werden. Zugleich
soll der Beweis, den wir schon gefithrt wahnten, ergdnzend zu Ende gebracht werden.

Wenigstens in einem hinreichend kleinen Wiirfel um 7, herum geniigt ¢, nach (6.9)
allen Anforderungen. Denn fiir jeden inneren Punkt 7, von G liegt eine Umgebung und
in ihr ein Wiirfel ganz in G, ist also ¢ (7) bildbar und obiger Beweis im Wiirfel schliissig.
Natiirlich darf statt des Wiirfels auch ein anders gestaltetes Gebiet gewahlt werden, sofern
nur mit Wegen von Typ Cy jeder Punkt erreichbar ist, ohne es zu verlassen. So darf z. B.
eine Ecke abgeschriagt sein, eine Kugel gewéhlt werden usw.

Fiir das ganze, grofSe Gebiet G, in dem A definiert ist, muss man mit dem Weg flexibler
werden. Wir iiberdecken deshalb G mit kleinen Wiirfeln (oder anderen, erlaubten Volumi-
na), innerhalb derer jeweils wegen rot A = 0 Kurvenintegrale wegunabhingig sind. Durch
sie erreichen wir jeden gewtiinschten Punkt 7 auf einem Polygonzug7, - 7, > 73 > ... > 7.
Voraussetzung ist, dass G zusammenhéngend ist, d. h. nicht aus getrennten Stiicken besteht,
zwischen denen A nicht definiert ist.

! Durch Wahl von A3 = 0 kénnte das Beispiel in den Raum fortgesetzt werden. Dann fehlte die ganze
z-Achse statt des Nullpunktes allein im Stetigkeitsgebiet von A.
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Abb. 6.4 Zusammenziehen eines Polygonzuges C nach C'.
Durch (gestrichelte) Verbindungslinien zwischen Eckpunkten
entstehen viele kleine Polygone

In Abb. 6.3 ist G zusammenhingend. Mit dem Polygonzug kann man auch jeden Punkt
erreichen. ,Schattengebiete® gibt es fiir die Polygonziige nicht mehr. Allerdings: Zwar ist je-
des Teilstiick von 7;_; nach 7; ein Dreilinienzug vom Typ Cy und damit universell definiert,
jedoch ist die Auswahl der 7; von der aktuell gewihlten Uberdeckung abhingig und des-
halb in gewissem Grade spezifisch. Ein eindeutiges Skalarfeld ¢ (7), dessen Gradientenfeld
A liefert, ergibt sich somit dann und auch nur dann, wenn jeder so gewihlte Polygonzug
von 7, nach 7 dasselbe ergibt. Gleichbedeutend ist, dass entlang jedem geschlossenen Poly-
gonzug das Kurvenintegral 0 ist.

Unter welchen Bedingungen ist das der Fall? Um das zu erkennen, ziehen wir einen
einmal vorgelegten Polygonzug C etwas zusammen, wie in Abb. 6.4 angedeutet. Dabei soll
C’ nicht nur wiederum ein in G befindlicher Polygonzug sein, sondern die lokalen Teil-
polygone zwischen C und C’ sollen jeweils ganz in einem der erwidhnten Wiirfel liegen,
innerhalb derer Kurvenintegrale unabhingig vom Weg sind. Also ist § A-d7 = 0, z. B. iiber
PP, P;P,, aber ebenso iiber die Summe aller lokalen Teilpolygone. Beim Summieren heben
sich jedoch die gestrichelten Teilstiicke heraus, da sie genau zweimal, aber entgegengesetzt
durchlaufen werden. Folglich: 0= Y. § A-df= [, A-dF + [ ., A-dF und deshalb ist

f&d?:yﬁi.d?.
C C’

Dieses Zusammenziehen versuchen wir fortzusetzen. Gelingt es, eine Folge von Poly-
gonziigen C,C’,C",... zu bilden, die sich schliefSlich auf einen einzigen Punkt C(°*)
zusammenziehen, so wird ¢ A - d7 = 0, da der Integrationsweg die Lange 0 hat. Folg-
lich ce

Adi-A-di-§Adi-no.
C cr o
Ebenso hat in der Tat jeder geschlossene Polygonzug die Zirkulation Null bzw. liefert jeder
Polygonzug von 7, nach 7 dasselbe ¢ (7), und unser Beweis wire perfekt.
Nunmehr erkennen wir, welche geometrische Bedingung fiir den Definitionsbereich G
des wirbelfreien Feldes A(7) gelten muss, um die Darstellbarkeit durch einen Gradienten
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zu sichern: Er muss zusammenhéngend sein (s. 0.) und zwar sogar so, dass sich jede ge-
schlossene Kurve C (speziell also Polygone) stetig auf einen Punkt zusammenziehen lasst,
ohne G zu verlassen.

Eben letzteres wire im obigen Gegenbeispiel nicht moglich. Will man ndmlich den Kreis
zusammenziehen, so bleibt man an dem nicht zu C gehérenden Nullpunkt hangen. Dies gilt
allerdings nur fiir die Ebene! Im Raum ist ein einzelner singuldrer Punkt unschadlich, da
man ja C einfach oberhalb oder unterhalb zusammenziehen kann.

Wir fassen unsere Uberlegungen in einprigsamer Weise zusammen. Zuerst folgende
Definition.

» Definition Ein Gebiet G heifle ,einfach zusammenhdngend” , wenn fiir je zwei Punkte
aus G mindestens ein ganz in G verlaufender Verbindungsweg C existiert und jeder an-
dere solcher Weg C’ durch stetige Verformung in C iibergefithrt werden kann, ohne G zu
verlassen.

Oftenbar ist hierzu dquivalent, dass geschlossene Wege sich auf einen Punkt zusammenzie-
hen lassen, ohne G zu verlassen.

Anmerkung

Falls die Menge der moglichen, in G liegenden, Wege zwischen je zwei Punkten in 2 oder m jeweils
nur ineinander deformierbare Klassen zerfillt, heifst das Gebiet 2-fach bzw. m-fach zusammenhin-
gend. Beispiele fiir Zusammenhangsverhéltnisse bei ebenen Gebieten zeigt Abb. 6.5.

Mathematisch ist es oft moglich, ein Gebiet durch ,,Aufschneiden® wie in Abb. 6.5¢ einfach
zusammenhingend zu machen. Physikalisch jedoch ist i. Allg. das Gebiet G vorgegeben und
man kann seine Zusammenhangsverhéltnisse nur konstatieren.

Gewisse Singularititen des Feldes A sind unschadlich fiir die Eigenschaft eines Definitions-
bereiches, einfach zusammenhéngend zu sein. Wie erwéhnt, darf z. B. ein einzelner Punkt in
einem dreidimensionalen Gebiet durchaus fehlen. Bei der Deformation eines Weges umgeht
man ihn einfach. So ist das Coulombfeld (e/r*)7 in R* — {0} definiert, einem einfach zu-
sammenhingenden Gebiet. Fehlt jedoch eine ganze Gerade des R* oder ein Faden, aus dem

Abb. 6.5 Unterschiedlich zusammenhingende Gebiete. a Das Innere eines Kreises ist einfach
zusammenhingend. b Ein Kreisring oder auch ein nur ,,punktierter Kreis sind 2-fach zusammen-
hiangend. ¢ Fehlt auflerdem noch ein Radius (= aufgeschnittener Kreisring), ist G wieder einfach
zusammenhangend
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Unendlichen kommend und auch dahin gehend, so ist das verbleibende Gebiet 2-fach zusam-
menhangend. Fehlen m Fiden, ist es 2" -fach zusammenhiangend.

Auf der Suche nach einem Kriterium fiir die C-Unabhangigkeit von Kurvenintegralen kon-
nen wir nunmehr als hinreichend formulieren den

»Satz Wenn(!) ein Vektorfeld A(7) in einem einfach zusammenhingenden Gebiet G
wirbelfrei ist, rot A = 0, so ist A = grad ¢ mit geeignetem ¢ darstellbar, und so sind Kurven-

integrale iiber A unabhingig von der Form des Weges C. (A einmal, also ¢ sogar zweimal
stetig differenzierbar.)

Erinnert sei daran, dass umgekehrt bei C-Unabhingigkeit der Kurvenintegrale iiber A not-
wendig folgte, dass rot A = 0 ist. Die Zusammenhangsverhiltnisse von G spielen dafiir keine
Rolle.

Diese Aussagen werden in der Physik immer wieder eingesetzt. Man sollte sie unbedingt
lernen! So erschliefSt man z. B. in der Elektrostatik hieraus die Existenz des skalaren elektri-
schen Potenzials, in der Mechanik die Existenz einer potenziellen Energie in wirbelfreien
Kraftfeldern u. A.

Berrlerkung
rot A = 0 wird manchmal auch als ,,Integrabilititsbedingung® bezeichnet.

6.2.6 Beispiel zur iibenden Erlauterung
Sei das Vektorfeld A = (2xy + 2%, x2, 3x2?) vorgelegt. Folgende Fragen sind interessant:

1. Welche Werte hat das Kurvenintegral von (0,0,0) — (1,1,1) auf den Wegen C, , ; aus
Abschn. 6.2.3?

. Hingen Kurvenintegrale iiber dieses A von der Form des Weges C ab?

. Ist die Zirkulation, d.h. die Integration tiber geschlossene Wege, Null?

. Ist A ein Gradientenfeld?

. Wie lautet gegebenenfalls ein geeignetes Skalarfeld ¢, sodass gradg = (2xy + 2°,
x2,3xz%) ist?

G W DN

Um die Antworten geben, ziehen wir zunéchst das alles regierende Kriterium heran: Wie
verhalt sich rot A? Es ist

rotlli = 82A3 - 83A2 =0-0=0
I'OtzA = 83A1 81A3 3Z - 3Z =0 —-rotA=0.
I‘Ot3A = 81A2 - 82A1 =2x-2x=0

Da das Feld A in ganz R?, also einem einfach zusammenhingenden Gebiet, wirbelfrei

ist, sind Kurvenintegrale nur vom Anfangs- und Endpunkt abhingig, nicht von der Form

von C. Insbesondere die Zirkulation, d. h. § A - d7 iiber geschlossene Wege, ist stets Null.
c
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Um nun die erste Frage zu beantworten: Es gentigt, einen Weg zu wihlen, z. B. C,, denn
alle anderen Wege liefern dasselbe

1

1 1
(p:/E~d?:/(2xy+z3)dx+fx2dy+/3x22dz.

0 0

Auf dem ersten Stiick von C; ist y = z = 0, also der erste Summand 0; auf dem zweiten ist
x =1, also [01 dy =1; der dritte Summand schliefflich gibt 3 jol z*dz = 1. Folglich ist ¢ = 2.
Die Frage 4 konnen wir mithilfe des rot-Kriteriums mit ,,ja“ beantworten.
Um fiinftens ¢ explizit zu finden, kénnen wir z. B. so vorgehen. Es muss speziell

grad ¢ = ? =2xy+2°
x
sein. Indem wir tiber x aufintegrieren, folgt

p=x"y+xz2 +g(y,2).

Die Integrationskonstante beziiglich x kann namlich durchaus von y und z abhingen. So-
mit ist

J9 J 3 2
d,p=—=A4,, al — ,2)) =x".
grad, ¢ 5 2, also ay(x y+xz2+g(y,2)) =x

Daraus entsteht die Gleichung dg/dy = 0, also g = g(z). Schliefflich d¢p/dz = A3, d.h.
d(x*y + x2° + g(2))/0z = 3x2?, ergibt dg(z)/0z = 0, also g = const Insgesamt ist

¢ =x"y+xz° + const .

Wir hitten auch ¢ durch die Konstruktion finden kénnen, die zum Beweis des Kriteri-
ums diente. Gleichung (6.9) mit dem Weg C, ergibt:

7 X y z
goz/f?d?z/(Zx'ya+zZ)dx'+[x2dy'+f3xz'2dz'
Fa Xa Za

YVa

X z

y
- [x’zya + zflx'] +x%y | +xZ”

Xa Ya Za

_ 2 3 3 2 2 3 3
=X Y — X Va I X — T Xg + X7y — X Ya + X2 — X2,

= xz)’ +x2° + (—xﬁya - Zf,xu), wie vorher.
Kennt man erst einmal ¢, so sind z. B. die Kurvenintegrale aus 1. leichter zu finden.

(1LL1)
¢ = / gradgo~d?:fdgo:go(l,l,l)—(p(0,0,0):Z.

(0,0,0)
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6.2.7 Kurvenintegrale mit anderem Vektorcharakter:
Skalare Felder, Vektorprodukte

In manchen Anwendungen treten Kurvenintegrale in einer anderen Form auf.

1. Es kann z.B eine Kurve C statt durch ein Vektorfeld A auch durch ein Skalarfeld v
fiihren. Die Riemannsumme (6.2) bestiinde dann aus Summanden y(7)A7;. Diese
sind Vektoren im Gegensatz zu den skalaren Summanden A(#) - A7;, aber den Rie-

mannsummenlimes fiir Z — oo kann man auch betrachten. Man erhilt das vektorielle
Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld

EF:= [ y(7)dr. (6.10)
/

Die Komponenten dieses Vektors sind

F1:/w(x',y(x’),z(x'))dx', (6.11a)
uJ’

Bz/ﬂﬂﬂyﬁ@%@'mw (6.11b)
Ya

Der Vektorcharakter wird vom Differential d7 erzeugt.

Den Zusammenhang mit dem vorher betrachteten skalaren Kurvenintegral [ A-d7 kann
man dadurch herstellen, dass man ein Vektorfeld konstanter Richtung betrachtet, d. h.
A = dy(7) mit beliebigem, aber konstantem Vektor d@ wihlt. Dann ist ¢ = [ A - dF =
da- [ y(7)d7. Fiir d = ¢, z. B. erhdlt man F; usw. Die Rechenmethoden aus Abschn. 6.2.2
tibertragen sich.

Dies zu wissen ist auch niitzlich zum Beweis folgenden Sachverhalts: Das vektorielle
Kurvenintegral [ y(7)d7 ist genau dann vom Weg C unabhingig, wenn y = const.
Denn: F unabhiingig von C heifdt, @-F fiir jedes konstante d ist C-unabhingig; also muss
dy wirbelfrei sein. rot (dy) = —d x grad y = 0 fiir alle d heifit aber® grad y = 0, q. e. d.
Kurvenintegrale iiber skalare Felder y sind also nur im trivialen Fall ¢ = const (dann ist
[ ydf = const 7) vom Weg unabhingig, sonst nicht.

2. Eine weitere Moglichkeit ist, dass die betrachtete Kurve C zwar durch ein Vektorfeld A
fiihrt, aber als kleine Teilsummanden die vektoriellen Produkte A(7;) x Ar; anstelle der
skalaren aus (6.2) interessieren. Auch hieraus kann man wieder vektorielle Riemann-
summen bilden.

* Wiire grad v # 0, gibe es auch ein d, sodass @ x grad y # 0 ist.
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Es ergibt sich ein ebenfalls vektorielles Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld

B:= [ A(F) xdrF. (6.12a)
/

Seine Komponenten lauten

Bo= [ A4,(x(2)3(2).2)d2 = [ A5,y 2())dy
usw. (x,y,z) zyklisch. (6.12b)

Der Zusammenhang mit dem skalaren Kurvenintegral (6.2) ldsst sich diesmal herstel-
len, indem man dort das interessierende Vektorfeld als Auferes Produkt d x A(¥) mit
konstantem d schreibt: [ [d x A]-d7 = d- [ A x d7. Dies benutzend findet man:

Der Vektor B aus (6.12) ist unabhingig vom Weg C, falls A = const; in allen nichttrivia-
len Fillen hangt das vektorielle Kurvenintegral von C ab.

Im Lichte dieser beiden Ergebnisse (1. und 2.) spielt also das skalare Integral /. A(F) - dF
eine besondere Rolle gegeniiber den vektoriellen Integralen [ y(¥)d7 oder [, A(r) x d7.
Es kann als einziges Kurvenintegral auch in nichttrivialen Fillen, also fiir nichtkonstantes
A(r) unabhingig vom Weg C sein; sofern namlich rot A = 0 ist.

6.2.8

Ubungen zum Selbsttest: Kurvenintegrale

1. Man iiberlege, wievielfach zusammenhingend folgende Gebiete im R? sind:

(a)
(b)
()
(d)
(e)
(f)
(g)

(h)

das Innere eines Ellipsoids,

das Innere eines unendlich langen Zylinders,

das Auflere eines unendlich langen Zylinders,

das Innere eines Autoschlauchs,

eine 5-Zimmerwohnung,

die Oberfliche der Erde,

der Innenbereich eines Klosters mit Kreuzgang darum herum, der durch N Siulen
zum Garten begrenzt ist,

das Auflere zweier Kugeln bei verschiedener Lage ihrer Mittelpunkte.

2. Beweisen Sie unter Verwendung von rot A = 0, dass 9o (x, y,2)/0x = A, (x, y, z) fiir
¢o gemif3 (6.9).

3. Gegeben sei das Kraftfeld K = (3xy, —y?,0). Man berechne die Arbeit, die bei Bewegung
eines Kérpers auf der Bahn y = 2x? von (0, 0,0) nach (1, 2,0) verrichtet werden muss.

4. Welche Arbeit verrichtet das Feld K = (3xy, —5z,10x) bei Bewegung eines Korpers auf
dem Weg 7(t) = (t* +1,2t%, £*) fiir ¢ von 1 bis 22

5. [o wdr =2, falls y = 2xyz* und der Weg C = (¢,2£,1*) von £ = 0 bis £ = 1.

6. [ A x dF = ? fiir den Weg C aus Aufgabe 5. und das Feld A = (xy, -z, x?).
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Man berechne alle diese Integrale auf verschiedene Weisen und priife eventuelle Abhén-
gigkeit vom Weg.
7. Ist folgendes Vektorfeld ein Gradientenfeld?

A= (y*2’ cosx — 4x°2,22° ysin x, 3y° 2% sin x — x*)

Falls ja, wie lautet dann ¢, sodass A = grad ¢?

8. Beweisen Sie /. A(F) x d7 ist genau dann unabhiingig von der Form des Weges C, wenn
A = const. Anleitung: Man multipliziere mit d@ und benutze das Kriterium aus Ab-
schn. 6.2.5.

9. Ein Auto bewege sich auf einem ebenen Kreis (als x-y-Ebene gewidhlt) mit dem
Radius/m = 10 um den Koordinatenursprung. Welche Arbeit muss es bei einem Umlauf
im mathematisch positiven Sinn bzw. im Uhrzeigersinn verrichten, wenn das Kraftfeld
K=Qx-y+z,x+y-2z%3x— 2y+4z) wirkt?

10. Berechnen Sie fiir das Kraftfeld K = (T) x 72 (s. Abb. 4.4d) die Arbeit, die das Feld
beim Umlauf eines Korpers lings eines Kreises mit dem Radius R um den Ursprung
verrichtet, der in einer Ebene senkrecht zu dem konstanten Vektor o liegt. Machen Sie
sich das Ergebnis auch anschaulich klar. - Welche Arbeit errechnet man, wenn der Kreis
den Mittelpunkt (1,1,0) und den Radius 1 hat, also den Ursprung nicht umfasst?

11. Sind Kurvenintegrale im Vektorfeld A = (xy, yz, zx) von der Form des Weges abhiingig?
Priifen Sie dieses sowohl durch Berechnung mit den speziellen Wegen C und C’ (s.u.)
als auch mittels des allgemeinen Kriteriums. Zeichnen Sie die Wege auch

C: Gerade (0,0,0) — (1,1,1),
C’: Polygonzug (0,0,0) = (0,0,1) - (0,1,1) > (1,1,1).

6.2.9 Das Vektorpotenzial

Wir haben folgenden Sachverhalt ermittelt: Wenn ein Vektorfeld E die Eigenschaft hat, wir-
belfrei zu sein, also rot E = 0, dann existiert ein Skalarfeld ¢, als dessen Gradienten man E
darstellen kann, also E = grad ¢. Das gilt lokal ohne Einschrinkung, global allerdings nur
fiir solche Definitionsbereiche G, die einfach zusammenhingend sind, wenn man die ad-
ditive Konstante in ¢ durch Angabe von ¢ an einer gewéhlten Stelle 7, festlegen mdchte.

Bei vielen physikalischen Fragestellungen, insbesondere im Falle magnetischer Felder,
taucht folgende verwandte Fragestellung auf: Gegeben ein Feld B, das die Eigenschaft hat,
quellenfrei zu sein, also div B = 0. Gibt es dann auch ein ,,Potenzialfeld*, dessen Ableitung
B darstellt?

Man iiberlegt zunichst so: Im Falle des wirbelfreien Feldes E erinnerten wir uns der
Identitit rot (grad ¢) = 0, um zu erraten, dass man vielleicht E als grad ¢ darstellen kann.
Fiir quellenfreie Felder B, also div B = 0, erinnern wir uns deshalb an eine analoge Identitit,
namlich div (rot A) = 0 fiir jedes (zweimal stetig differenzierbare) Feld A. Daher vermuten
wir, dass sich B als rot A darstellen lassen sollte, B = rot A, mit geeignetem Vektorfeld A.
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Ehe dies verifiziert wird, sei betont:

1. Die Quellenfreiheit eines Feldes impliziert also nicht die Existenz eines skalaren Po-
tenzials, sondern die eines Vektors A, als dessen Rotation sich B darstellt. A heifit das
, Vektorpotenzial“ von B.

2. Wir werden die Aussage nur lokal verifizieren, d. h. fiir hinreichend kleine Umgebungen
eines jeden inneren Punktes 7, aus dem Definitionsbereich G des Feldes B.

3. Das Vektorfeld A kann durch B nicht eindeutig festgelegt sein, nicht einmal bis auf eine
Konstante. Zu gegebenem A kann man sogar ein beliebiges Gradientenfeld addieren,
A+grad y, denn dieses trigt nicht zu den Wirbeln B von A bei. Fiir A kann man deshalb
noch eine Nebenbedingung wihlen, z.B. divA = 0 o. A. Man nennt das die ,,Eichung®
von A.

Wir bestitigen nun unsere Vermutung iiber die Existenz eines Vektorpotenzials A bei quel-
lenfreien Feldern B durch explizite Konstruktion eines A.

Die drei Feldkomponenten A;(x, y, z) miissten den drei partiellen Differentialgleichun-
gen rot; A = B; geniigen fir i = x, y, z:

0A. 9A,  0A, 9A.  0A, A,

*T 9y 9z’ 7 9z ox 7 ax  dy

Wegen der Eichmoglichkeit versuchen wir die Losung mit dem recht grob erscheinenden
Ansatz A, = 0. Dann ist

Ay(x,y,2) = —/Bx(x,y,z')dz'
und Ax(x,y,z):/By(x,y,z')dz’+f(x,y).

Fiir A, wurde, ebenfalls willkiirlich, auf eine Integrationskonstante verzichtet. Ist trotz-
dem auch noch die dritte Gleichung zu erfiillen? Wir setzen A, A, in sie ein und erhalten

[ 9B
BZ(x’)”Z) = _J [aaB;Cx (x,)’,Z,) + a—yy(xry’zl) dZ,— % .
_— . . 0B,
Wegen div B = 0 ist aber die Klammer unter dem Integral [...] = ~ oy “(x,y,2') und

das Integral kann ausgefiithrt werden. Man findet dann

If(x.y)

0= _Bz(x,yyza)_ a)/
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Eine Losung ist f(x,y) = — fy); B.(x,y',2z,)dy’. Das folgende Feld A ist somit also ein

Vektorpotenzial von B:

z y
Ax(x,y,2) = f By(x,y,2")dz' - f B.(x,',z,)dy’,
Zq Ya

z
Ay(x,y,2) = - f Bi(x,y,2")dZ,
Za

A (x,y,2)=0.

Ahnlich wie bei der Konstruktion von ¢ fiir ein wirbelfreies Feld ist das Vektorpotenzial
A durch Integration iiber einen gewissen Weg (Parallelen zur y- bzw. z-Achse) bestimmt.
Wenn B im ganzen Raum R? integrierbar ist, wird auf diese Weise ein Vektorpotenzial A
tiberall definiert.

Bei komplizierteren Definitionsbereichen G des quellenfreien Feldes B ist A nur in je-
weils derjenigen Umgebung eines 7, erklirt, in der die obigen Integrationen durchfithrbar
sind. Eine genauere und erschopfende Spezifizierung der geometrischen Eigenschaften von
G soll offen bleiben.

Als Ergebnis formulieren wir den folgenden Satz.

» Satz Ein quellenfreies Feld B, also div B = 0, lisst sich als Wirbelfeld verstehen, d.h. es
gibt Vektorfelder A, sodass rot A = Bist. Falls B in ganz R? stetig differenzierbar ist, existiert
A iiberall, sonst wenigstens lokal.

Die Darstellung eines quellenfreien Feldes B durch ein Vektorpotenzial A als B = rot A
moge eine andere Indizierung der Vektorkomponenten verstiandlich machen:
Bl = 82A3 - 83A2 =: Bz3 = _B32: 1,2,3 ZykliSCh. (613)

Statt durch eine Komponentenzeile (B, B, B3) wird B dann durch eine antisymmetri-
sche Matrix B;; gekennzeichnet.

0 B; -B,
(Bj)=| -Bs 0 B
B, -B, 0

Diese oft benutzte Darstellung ist nicht nur bequem fiir die Verkniipfung mit dem Vek-
torpotenzial,
Bij:aiAj—ain, Bji:_Bij‘

Sie gestattet auch, das Vektorpotenzial als ein Parameterintegral iiber B zu gewinnen:
1
Ai(7) = xjfBji(ﬁ)rdr, (6.14)
0

sofern 77 fiir 7 € [0,1] im Definitionsbereich von B liegt und div B = 0 ist.
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Zunichst ein Anwendungsbeispiel: Sei B ein iiberall definiertes, konstantes Vektorfeld.
Dann wire

- 1 1
A](T) = Xijl 7dt = EXijl = EX3Bz - 5)6233

bzw. A= -BxF.

1
2

Zum Beweis der obigen Formel (6.14) fiir die explizite Berechnung eines Vektorpoten-
zials fiir ein quellenfreies Vektorfeld B bilde man z. B.

rot; A = 82A3 - 83A2

1
= / dTT[az.XjB]?,(T?) - anijZ(T?)]
0
1
B / d77[Bas + x102B13 + x202B23 — B3z — x103B12 — x303B32](77)
0

1
= f dTT[ZBl + Xz(—asz - 83B3) + (.Xzaz + X383)B1](T?)
0

1
= / dT[ZTBl(T;:) + ijajBl('r?)], da —asz - 83B3 = 81B1 s

0
1

:[dT%[TZBl(T?)]:Bl(?), g.e.d.

6.3 Flachenintegrale

Lassen Sie sich noch einmal zuriickverweisen auf die einfiihrende Motivation zur Betrach-
tung verschiedener Integrale, insbesondere auf Abschn. 5.1 Punkt 6. Die nun folgenden
Uberlegungen dienen zur Ausarbeitung der dortigen Gedanken. Manche zusitzliche Er-
kenntnis wird dazu notwendig und niitzlich sein. (Lesen Sie auch noch einmal den Text zu
(4.50).)

6.3.1 Definition

Es sei ein Vektorfeld, genannt A(7), von Interesse. Von seiner konkreten physikalischen
Bedeutung wollen wir im Moment absehen. Man kann sich z. B. Stromungsfelder @ (7),
magnetische Felder B(7) o. A. vorstellen.
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Fliche F

Afi an einer Stelle?i e F

Facettenapproximation
der Fliche

Vektorfeld A

Abb. 6.6 Fliche F in einem Vektorfeld A. Zerlegung Z von F in Teilflichen, deren jeweilige Lage
durch einen reprasentativen Punkt 7; € I gekennzeichnet und deren Form durch ein ebenes Flachen-
stiick A f(7;) approximiert wird

Dieses Feld A durchsetze eine materielle oder gedachte Fliche F im Raum, s. Abb. 6.6.
Auf der Fliche nehmen wir das Analogon einer Intervallzerlegung so vor: Wir zerlegen F
in viele kleine Teilstiicke, die ihrerseits durch kleine ebene Flichenstiickchen A f approxi-
miert werden - so, wie eine Kurve C lokal durch Geradenstiicke A7; angendhert wurde.
Und ebenso, wie es Kurven gibt, bei denen das womdéglich nicht geht, gibt es auch Flichen,
die einer solchen fischschuppen- oder facettendhnlichen Approximation nicht zugénglich
sind. Zum Gliick ist das bei physikalisch definierten Flichen i. Allg. jedoch der Fall. Wir
nennen F ,glatt“, wenn die anschaulich beschriebene Annaherung der Fliche durch das
»Facettenkleid“ moglich ist, wenigstens stiickweise.

Fiir eine quantitative Behandlung ist es n6tig, analytische Darstellungen fir Flichen im
Raum zu finden. Die als ,,glatt“ bezeichneten Flachen sollen derart sein, dass sie das nicht
nur erlauben, sondern die dabei auftretenden Funktionen stiickweise stetig differenzierbar
sind. (Man vergleiche mit dem Begriff der glatten Raumkurve in Abschn. 3.3.1.) Zumin-
dest diese glatten Flichen sind es, fiir die die gerade untersuchte Approximation sinnvoll
moglich ist.

Die analytische Darstellung von Flichen wird der nachste Abschnitt bringen. Fiihren
wir jetzt erst unsere Uberlegung zu Ende, auf F eine verallgemeinerte Intervallzerlegung
Z zu definieren. Die Af(7;) reprasentieren lokal nach Gréfle (ndmlich A f) und Richtung

(A_f), parallel zur Normalen) die Flichenelemente.
Sie seien so klein, dass das Vektorfeld A innerhalb A f durch einen reprisentativen Wert

A(#;) beschrieben werden kann, der es lokal ersetzt. Der skalare Ausdruck A(7;) - A—J)‘(?i)
- —
heifdt der ,Vektorfluss des Feldes A durch das Flichenelement Af“. Der Gesamtfluss des
—
Feldes durch F ist die Summe iiber die Teilfliisse durch die A f(#;).
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0 —

Abb. 6.7 Nicht zugelassene Folge von Flichenelementen

Abb. 6.8 Mobiussches Band; zusammengeklebt eine
nicht orientierbare Fliche, darunter, aufgeschnitten,
eine orientierbare Flache.

» Definition Der Limes der Riemannsummen von Vektorfliissen bei beliebig fein werden-
der verallgemeinerter Intervalleinteilung, Z — oo, heift ,,Flichenintegral® oder ,,Fluss®

@:/g(?).(ﬁ(?) = Jim YA A (). (6.15)

Der Limes wird als unabhéngig von der Folge der Z existierend vorausgesetzt. Die Z sollen

— —
nur aus immer mehr A f bestehen, sowie max |A f(7;)| — 0, d. h. der maximale Durchmesser
1

aller A—f) soll ebenfalls gegen Null gehen, die Form der A—J)‘ jedoch ansonsten beliebig sein.
F sei stiickweise glatt.

Verboten ist also etwa eine Flichen-Nullfolge, wie sie Abb. 6.7 reprasentiert oder gar, wie

sie eine Flichenfolge mit Linge a mal Breite 1/\/a mit a — 0 darstellen wiirde.
Vorausgesetzt wird ferner, dass die Flidche F ,,orientierbar” ist, also zwei unterscheidbare

Seiten hat. Sonst kann nicht eine der beiden méglichen Flichennormalen fiir die Richtung

aller A_j‘(?i) konsistent ausgewihlt werden. Wieder zeige ein Beispiel, was nicht zugelassen
ist, s. Abb. 6.8.
Folgende Sonderfille von Flichenintegralen treten oft auf:

1. Die Fliche F kann Oberfliche eines Raumgebietes sein. Letzteres mag aus einem oder
mehreren Stiicken bestehen, analog die Flache F. Man schreibt wie bei geschlossenen
Kurvenintegralen ein O-Symbol auf das Integralzeichen,

§Ai-ar.
Im Allgemeinen verabredet man, dass die Flichennormale aus dem interessierenden
Gebiet herauszeigt (6.9).
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Abb. 6.9 Geschlossene Fliche um ein raumliches Gebiet,
die Normalenrichtung jeweils nach auf3en. Umkehr dieser
Richtung bedeutet Vorzeichenwechsel in (6.15)

2. Wenn das Feld A die konstante Richtung d hat, also durch A = dy/(7) beschrieben wird,
wird man zum vektoriellen Flichenintegral

[ v @) (616)

gefithrt. Der Vektorcharakter wird von den Flichenelementen d_])‘ (7) getragen.
3. Die spezielle Form d x A(F) fithrt auf das vektorielle Flichenintegral

f,&xd_]f, (6.17)
F

das ebenfalls ein Vektor ist.

6.3.2 Beschreibung von Flachen im Raum

Wie wir sahen, muss man unbedingt etwas tiber die analytische Beschreibung von Flichen
im Raum lernen. Wir tun es jetzt.

6.3.2.1 Kartesische Koordinaten

Man kann ein Koordinatensystem einfiihren und die Ortsvektoren 7 der Punkte auf der
Fliche F von ihm aus messen, sieche Abb. 6.10. Sei 7 = (x, y,z) € F. Die Angabe zweier
der Koordinaten muss schon ausreichen, um 7 zu finden. Wihlt man z. B. (x, y) aus der
Projektion Fj,, dann gibt es i. Allg. nur genau ein z = z(x, y) so, dass (x, y,z(x,y)) € F.
Falls die Fliche die Parallele zu €5 durch (x, y) mehrere Male schneidet, gibt es ebenso
viele z = z4(x, ). Man beschreibt dann F stiickweise durch 2-parametrige Ortsvektoren
(% Za (%, 7))-

Ebenso hitte man natiirlich auch (y, z) oder (x, z) als Parameter wihlen konnen.
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Abb. 6.10 Beschrei- 34 .
bung einer Flache Af
F in einem Rechts-
koordinatensystem.

Thre Projektion in F
die 1-2-Ebene heifle
Fiz. Zugleich gibt es \
nocb zv.vei weitere N K‘q\_/
Projektionen F,3 und r
F31
0 2
V7 N
‘ F12
(x y)
1
Beispiel
zur Erlduterung sind:
1. Eine Kugeloberfliche wird beschrieben durch
F: (x, y,+(Ry - x* - yz)%) , alle x, y, sofern x* + y* <R{ . (6.18)

Dabei ist Ry der Radius, und der Kugelmittelpunkt ist in den Koordinatenursprung
gelegt worden.

Die drei méglichen Parameterebenen (x, ), (x, z), (¥, z) sind offenbar gleichwertig.
Eine zu (6.18) dquivalente Moglichkeit wire z. B.

1
F: (x,i(Ré - x7 - 22)2,2), alle x, z, sofern x> + z* <R} .

2. Oberfliche eines unendlich langen Zylinders. Natiirlich legt man eine Achse des Ko-
ordinatensystems in die Zylinderachse. Konventionellerweise nennt man sie die
z-Achse. Dann wird allerdings der ganze Zylindermantel in die x-y-Ebene als Kreis
projiziert, d. h. x, y sind zur Bestimmung von z ungeeignete Parameter. Mogliche
Darstellungen der Zylinderoberfliche sind

F: (x,ﬂ:\/R(z) —x2,z) 2 (/R =y p.2) (6.19)
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Abb. 6.11 Zylinderkoordinaten z
_\P (P, ®, Z)

<4
S~ |

-—/

<\

=

0 ¢ X

mit |x| < Rg bzw. |y| < Ry, z beliebig. Ry ist der Zylinderradius.

3. Ein endlich langer Zylinder der Hohe h hat aufler dem Mantel (wie (6.19)), nur 0 <
z < h) auch noch eine kreisférmige Boden- und Deckelfliche (Abb. 6.11).
Deren Parameterdarstellungen sind besonders einfach, da die Flichen eben sind. Sie
lauten in kartesischen Koordinaten so:

Grundfliche: (x,y,z=0),
Deckfliche: (x,y,z=h), (6.20)

wobei —Rg < x < +Rg und —\/R3 —x2 < y < +/R} — x2.

Spétestens hier fallt auf, dass die Koordinatenwahl der Symmetrie und Form der
betrachteten speziellen Fldchen nicht gut angepasst ist. Die kartesische Koordinaten-
wahlist eine (i. Allg. stets) mdgliche, aber fiir die regelmafSigen Fliachen nicht optimale.
Wegen der auflerordentlichen Bedeutung sollen zwei andere Koordinatensitze auch
diskutiert werden.

6.3.2.2 Zylinderkoordinaten

Statt durch die bisher benutzten kartesischen Koordinaten (x, y, z) lasst sich ein Punkt 7 im
Raum auch z. B. so kennzeichnen, dass die Parameter die zylindrische Symmetrie bertick-
sichtigen (Abb. 6.11): In Richtung der Zylinderachse bleibe z als Variable, aber senkrecht
dazu verwenden wir ebene Polarkoordinaten gemifd Abb. 6.12.
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Abb. 6.12 Ebene Polarkoordinaten (p, ¢). Esist p > 0 y
und 0 < ¢ <21

Der Ubergang zwischen den beiden Parametersitzen (x, y,z) <> (p, ¢, z) wird geregelt
durch die Formeln

tang = y/x, sofern (x, y, z) vorliegen; (6.21)
z=z,
X =pcose,
y=psing, sofern (p, ¢, z) vorliegen. (6.22)
z=7z,

In diesen Koordinaten wird die Mantelfliche eines Zylinders vom Radius R, beschrie-
ben durch p = Ry = const und ¢, z beliebig. Es treten also nur noch zwei, wirklich benétigte
Koordinatenparameter auf.

6.3.2.3 Kugelkoordinaten
Eine Koordinatenwahl, die der Kugelsymmetrie angemessen ist, wird aus Abb. 6.13 er-
sichtlich. Der Winkel 9 liegt zwischen dem Ortsvektor 7 = @ (mit der Lange r) und der
z-Achse, die konventionell als zweiter Schenkel gewahlt wird: 0 < 9 < n. Der Auftreffpunkt
des Lots von P auf die x-y-Ebene wird durch Polarkoordinaten (p, ¢) in dieser Ebene be-
schrieben. Aus Abb. 6.13 entnimmt man, dass p = rsin 9 ist.

Daher regeln folgende Formeln den Zusammenhang mit den kartesischen Koordinaten:

z=rcos 9,
y =rsin9sin ¢, falls (7,9, ¢) gegeben; (6.23)
x =rsindcos @,

r=\/x*+y?+ 22,
tan 9 = +_\,x;+y2’ falls (x, y, z) gegeben. (6.24)

tang = 2,
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Abb. 6.13 Sphirische Polarkoordinaten oder Kugelkoor- z A
dinaten

©
|
<Y

Kugeloberflichen werden in sphiarischen Polarkoordinaten nun ganz einfach beschrie-
ben. Es ist r = Ry = const, wihrend 9, ¢ die natiirlichen Oberfldchenvariablen sind:
9 e[0,m], ¢ €[0,2n].

Es gibt fiir andere Symmetrien auch noch weitere ,,krummlinige* Koordinaten, doch
sind die Zylinder- und die Kugelkoordinaten die besonders wichtigen.

Alle Beispiele zur analytischen Darstellung von Flichen zeigten, dass und auf welche
Weise Flachen ihrer Natur nach 2-parametrige Gebilde sind.

6.3.2.4 Ubungen zum Selbsttest: Krummlinige Koordinaten

1. Man zeichne den Punkt mit dem Zylinderkoordinaten (p, ¢,z) = (1,-45°,2) in ein
kartesisches Koordinatensystem.

2. Welche Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten haben die Punkte (x, y,z) = (1,0,1), (0,1, -1)
und (-1,-1,1)?

3. Der Punkt mit den Kugelkoordinaten (7, 9, ¢) = (3,30°,120°) werde in ein kartesisches
System eingezeichnet. Analog (1,90°,-180°), (1,180°,50°), (2,1rad, /2 rad).
Hinweis: 360° und 2 rad sind dquivalent.

4. Wie konnte man in der Ebene Koordinaten einfiithren, die einem elliptisch geformten
Gebiet angepasst sind?

5. Wie wird eine Gerade durch den Ursprung in ebenen Polarkoordinaten dargestellt?

6. Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir die Oberfliche einer Blechbiichse ohne Deckel.
Der lichte Durchmesser sei 2R, die Blechdicke d, die Hohe h.

6.3.2.5 Flichenelemente
Zur Berechnung von Flidchenintegralen wie (6.15) braucht man nicht allein eine analytische

Darstellung der gesamten Fliche F, sondern auch die Grofle der Flaichenelemente A—])C einer
Zerlegung Z. Diese soll jetzt bestimmt werden.
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Abb. 6.14 Verinderung ei-
ner Fliche ab in a(bcos )
bei Projektion einer um « ge-
gen die Bildebene gedrehten
Ebene

Wie in Abb. 6.10 erkennbar, entspricht einem Fliachenelement A—])C eine gewisse Projek-
tion in die gewahlte Parameterebene, im Beispiel die x- y-Ebene. Deren Grofie ist natiirlich
einfach zu bestimmen. Sie ist etwa AxAy fiir kleine Rechtecke in der Parameterebene.
Solche konnen wir deshalb wihlen, weil es auf die aktuelle Form der A—f) in (6.15) nicht
ankommen soll.

Der Zusammenhang zwischen der Gréfle von Af = 7iA f und AxAy wird gegeben durch

Af-é = AxAy, (6.25)
AxA —
dh Af=—=222 0 Hzaf. (6.26)
|71 - &)

Denn: Falls der lokale Normalenvektor 7 mit der Koordinatenebenen-Normalen €3
einen Winkel 7 - €5 = cos « bildet, also F lokal um « gegen die x- y-Ebene geneigt ist, kann
man sich eine Drehachse als Schnittlinie beider Ebenen denken. Strecken in F parallel zu
ihr werden mit gleicher Lange projiziert, s. Abb. 6.14, solche senkrecht dazu jedoch um den
Faktor cos « verkiirzt. Das driickt (6.26) aus.

Beachtet man (6.26) in der Riemannsumme (6.15), erhilt man fiir das Flichenintegral

A(x, y,2(x, )) - 7i(x, y, 2(x, )
¢ = fA df = f TPy i AL (6.27)

Fyy

Dabei ist Fy,, die Projektion von F in die x-y-Koordinatenebene. Eventuell besteht sie aus
Teilstiicken, sofern F aus mehreren glatten Stiicken besteht.
Es ist natiirlich zulédssig, wegen der Additivitat

fAdf fAdf fAdf (6.28)

des Flachenintegrals beztiglich von Teilstiicken in jedem Summanden andere Parameter
zu wihlen. (Schon jetzt sei auf die Beispiele in Abschn. 6.3.5.2 hingewiesen.) Berechnet
man etwa das Integral tiber die Flidche einer Saule, die durch eine Halbkugel abgedeckt ist,



248 6 Vektorintegration

so wird man fiir den Mantel zylindrische und fiir die Kuppel sphirische Polarkoordinaten
bevorzugen. Anstelle von dxdy kann dann etwa d9d¢ usw. stehen.
Formel (6.27) diirfte im Prinzip klar sein. In ihr ist explizit angegeben, dass der lokale

Normalenvektor 7 = A—fo) (ein Einheitsvektor) von der Stelle 7 = (x, y, z(x, y)) abhingt, an
der das jeweilige Flichenelement liegt. Man gewinnt 7 als parallel zu grad y, wenn man die
Fliachengleichung y(x, y,z) = 0 hat; normieren nicht vergessen; dxdy ist als Limessym-
bol der Flichenelemente AxAy anzusehen. Aber Integrale von diesem Typ sind uns bisher
noch nicht begegnet. Sie heiflen ,,Doppelintegrale®, da sie zwei unabhéngige Variablen be-
riicksichtigen.

6.3.3 Doppelintegrale

Bevor wir Flichenintegrale, etwa in der Form (6.27), tatsichlich ausrechnen kénnen,
miissen wir lernen, mit Doppelintegralen umzugehen. Auch wenn man nicht kartesische,
sondern geeignete andere Koordinaten verwendet: Stets braucht man zwei, da Flichen
F zweiparametrige Mannigfaltigkeiten sind. Folglich lassen sich Flichenintegrale (6.15),
(6.16), (6.17) immer auf Doppelintegrale zuriickfithren.

Bei Kurvenintegralen wurde {iber eindimensionale Gebilde, die Wege C, integriert. Da-
her konnten wir sie auf gewohnliche Integrale von einer Variablen reduzieren.

6.3.3.1 Definition

Folgende Gegebenheiten liegen vor: Ein ebenes Gebiet G mit Punkten P, etwa wie in
ADbb. 6.15 durch kartesische Koordinaten beschrieben. P = (x, y); ferner tiber den P € G
eine Funktion f(P), also von zwei Variablen. f(x, y) ist z. B. in (6.27) durch (A - #)/|é; - #i|
als Funktion von x, y reprasentiert; darauf kommt es jetzt aber nicht an.

» Definition Das Doppelintegral
[ £y = [ fey)asdy= im 3 fGe, sy, (629)
G G b

ist die Zahl, die als Limes der Riemannsummen entsteht, sofern dieser Limes unabhén-
gig von der Folgenwahl Z existiert. Z seien Zerlegungen des Gebietes G in Teilflichen mit
angebbarem Inhalt Ay (einschliefSlich der Auswahl reprisentativer Punkte P, 2 (x4, Vo)
in jedem Flichenelement). Z — oo soll Verfeinerung bedeuten mit max Au(P,) — 0,
maximaler Durchmesser jeder Teilfliche gegen Null (vgl. aber Abb. 6.7), Form ansonsten
beliebig.

f(x,y) ist in diesem Sinne integrierbar, wenn die Funktion stetig ist (einschliefSlich
Rand). Die zugelassenen Gebiete sollen stiickweise glatten Rand haben.
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Abb. 6.15 Zweidimensionales Gebiet G, kartesi-

Y G
sche Koordinaten und Streifenzerlegung parallel y 1 TN /‘3
zu den Achsen x = const, y = const. Der Rand C A G
wird gegeben durch y = yi1(x) und y = y2(x),
jeweils von x, bis x; P(x, y)
X, X x, Tc

Oft schreibt man auch dP statt du(P) als Maf fiir den Inhalt der Flichenelemente;
ebenso ist d*P oder d*r gebrauchlich, um die Dimension des Gebietes bzw. die Zahl der
Variablen schon in der Symbolik erkennbar zu machen.

6.3.3.2 lIterierte Integrale

Da die Zerlegungen Z aus weitgehend beliebig geformten Flichenelementen bestehen diir-
fen, treffen wir eine fiir die tatsdchliche Berechnung besonders giinstige Wahl. Gemif3
Abb. 6.15 seien die Flichenelemente kleine Rechtecke Ax;Ay;. Macht man bei fester j-
Einteilung in y-Richtung die i-Einteilung in x-Richtung hinreichend fein und summiert

erst tiber letztere, entsteht
Sy [ Fxy)dx.
j

Wird nun auch noch die j-Einteilung verfeinert, so hat man iiber den Parameter y in
| f(x,y)dx eben auch noch (gewdhnlich) zu integrieren.

Natiirlich kam man auch die umgekehrte Reihenfolge betrachten, da voraussetzungsge-
mdfS die Art des Limes Z — oo keine Rolle spielen soll.

Zur praktischen Berechnung von Doppelintegralen dienen folglich die Ausdriicke

xp ya(x) o x(y)
ff(x,y)dxdy:/dx f f(x,y)dy:fdy f fx,y)dx. (6.30)
G Xa y1(x) Ya x1(y)

Sie heiflen ,,iterierte Integrale, denn man hat nacheinander (also wiederholend) jeweils tiber
eine Variable zu integrieren.

Der erste Ausdruck z. B. meint ndmlich: Man integriere bei festem Wert x beziiglich y.
In Abb. 6.15 wire das entlang einer Parallelen zur y-Achse und zwar an der Stelle x. Dort
lduft aber die Variable y von der einen Kurve C; bis zur anderen, C,. Je nach x ist der tiefste
und der hochste Punkt verschieden, genannt y;(x) bzw. y,(x). Das zuerst zu bestimmende

Integral
y2(x)

[ fendy= i)

yi(x)
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hingt also auf mehrfache Weise von x ab, im Argument der Funktion f(x, y) und auch in
den jeweiligen Integrationsgrenzen. Hat man f(x) aber berechnet, so wird anschlielend
tiber alle x-Werte summiert, will sagen integriert, die im Gebiet G vorkommen. In Abb. 6.15
sind das alle x € [x,, xp ]

Auf diese Weise haben wir Doppelintegrale letztlich auf zweimalige gewohnliche Inte-
gration zuriickgefithrt und damit der Berechnung zuginglich gemacht!

Anmerkungen

1. Prinzipiell sollte die Reihenfolge der Integrationen (fiir die zuldssigen Funktionen) keine Rolle
spielen. Ein Blick auf Abb. 6.15 zeigt allerdings, dass man eventuell Vorsicht walten lassen muss.
Wiirde man dort erst iiber x integrieren (bei festem y), so kommt es vor, dass man, wie etwa auf
der Geraden j, das Gebiet G zwischendrin verldsst. Dann muss man das x-Integral zerlegen, etwa

m
x2(y) x5 (y)

[ reepdss [ pxps.
x(y) x3(y)

Das ist immer dann nétig, wenn der Rand von G die Gerade y = const (bzw. x = const) nicht nur
zweimal, sondern 2n-mal schneidet. xq(y) (bzw. y«(x)) sind die jeweiligen Punkte, in die der
Rand zerlegt werden muss, weil man hier das Gebiet G verlésst oder wieder eintritt.

2. Falls sich G teilweise oder ganz bis Unendlich erstreckt oder der Integrand f(x, y) Singularititen
hat, benutzt man sinngemaf3 die Regeln fiir uneigentliche Integrale, s. Abschn. 5.4. Es entstehen
uneigentliche Doppelintegrale.

3. Falls speziell f(x, y) = g(x)h(y) als Produkt zweier nur jeweils von x oder y abhingender Funk-
tionen faktorisiert, ist das Doppelintegral ein Produkt aus zwei gewohnlichen Integralen:

[ @ne)axay= [ g(x)ax- [ niy)dy. (631

Wegen der Integrationsgrenzen kann aber und wird i. Allg. trotzdem eine Verkniipfung beider
Integrale tibrigbleiben (siehe spater, Abschn. 6.4.5, sowie auch Beispiel 2 in Abschn. 6.3.3.3).

6.3.3.3 Ubungen zum Selbsttest: Doppelintegrale

1. Integrieren Sie die Funktion f(x,y) = x*y iiber das Dreieck (0,0) — (1,0) — (1,1).
(Zeichnung.) Vergleichen Sie die zwei méglichen Rechnungen nach (6.30), falls erst iiber
x bzw. falls erst tiber y integriert wird.

2. Sei f(x,y) = 1und das Gebiet G der Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius Ro.
Bestimmen Sie [, f(x, y)dxdy und interpretieren Sie das Ergebnis.

3. Die Funktionen f(x,y) = x*y und f(x, y) = x*|y| sind iiber den Kreis um den Null-
punkt mit dem Radius R zu integrieren.

6.3.4 Wechsel der Variablen

Flachenintegrale lassen sich auf Doppelintegrale, letztere auf iterierte gewthnliche Integrale
iber 2 Variablen zuriickfithren. Da bei der Wahl der Flichenkoordinaten gewisse Freihei-
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ten bestehen, oft sogar verschiedene Mdglichkeiten sich als zweckmiflig erweisen kénnen,
taucht die Frage nach dem Wechsel der Koordinaten in Flichen- oder Doppelintegralen
auf. Dies wird auf eine Verallgemeinerung der Substitutionsregel (s. Abschn. 5.3.1) fiihren.

6.3.4.1 Parametertransformation
Sei neben den kartesischen Koordinaten (x, y) das Parameterpaar (u,v) als geeignete
Koordinaten von Interesse. So konnten es z. B. die ebenen Polarkoordinaten (p, ¢) sein.
Jedem Punkt P € G entspricht genau ein Parameterpaar der einen oder anderen Art:
P o (x.9) < (,0).

Zumindest lokal muss diese ein-eindeutige Zuordnung bestehen, d. h. in geeigneten Ge-
bieten G ¢ R?. Thr entsprechen die Transformationsformeln

x=x(u,v) und u=u(x,y)

> (6.32)
y=y(u,v) v=0(xy)
die den Ubergang vom Parameterpaar (x, y) nach (u, v) und umgekehrt regeln.
Als Beispiel seien noch einmal ebene Polarkoordinaten genannt.
- = I xZ1 2
x=peosy und PTHV* P4 . (6.33a)

y=psing ¢ =arctan(Z)

Hingewiesen sei ferner auf die Darstellung von Kugeloberflichen in einer Parameter-
ebene. Durch die Transformationsformeln (6.23) und (6.24) (s. auch Abb. 6.13) wird fir
r = Ro zum Beispiel der Kreis x> + y* < R in der x-y-Ebene auf ein Rechteck 0 < 9 < I,
0 < ¢ < 27 abgebildet, das die (eine) Halbkugeloberfliche représentiert.

£=Rosindcosg g sing = Y (633b)
¥y =Rysin Isin ¢ tang = 2

6.3.4.2 Die Funktionaldeterminante
Es gibt nun eine wichtige Bedingung, die zu entscheiden gestattet, ob ein vorgelegter Satz
(6.32) von Transformationsformeln eine lokal ein-eindeutige Zuordnung vermittelt. Wir
leiten sie jetzt ab, da sie von grof3er praktischer Bedeutung sein wird.

Sei P 2 (x, y) 2 (u, v) beliebig herausgegriffen und dann festgehalten. Die Umgebung
von P iiberstreicht man durch (x + Ax, y + Ay) mit geeignet verdnderlichen Ax und Ay.
Die zugehorigen anderen Parameter lauten dann

u(x+Ax,y+Ay) =u+uAx+u,Ay+...,

6.34
v(x+AX, Y+ Ay) = v+ v Ax + v, Ay + ... (6.34)

Wir stellen uns Ax und Ay klein vor und haben deshalb eine Taylorentwicklung ge-

macht. Es bedeuten 5 5
b Suley) o o du(xy)

* ox 7 dy

die partiellen Ableitungen an der Stelle P = (x, y).
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Aus (6.34) kann man offenbar zu jedem (Ax, Ay) ein wohlbestimmtes Paar
Auzu(x+Ax,y+Ay)—u und Av=ov(x+Ax,y+Ay)-v

ausrechnen. Damit das auch umgekehrt moglich, also die Zuordnung ein-eindeutig ist, wie

. . . u u . .
erhoftt, muss die Koeffizientendeterminante ’ A ’ des linearen Gleichungssystems
Ve Uy

fiir Ax, Ay ungleich Null sein, wie man leicht nachrechnet (oder aus der linearen Algebra
kennt).

» Definition Die aus den partiellen Ableitungen der (u, v) nach den (x, y) gebildete De-
terminante

Uc Uy
Ve Uy

(u,v)
=: 6.35
3(x,) (633

heift ,, Funktionaldeterminante der Transformation (6.32).

Das Kriterium lautet dann: Ein Satz von Transformationsformeln (6.32) erlaubt genau dann
eine ein-eindeutige Zuordnung (u, v) < (x, y) in der Umgebung eines Punktes, wenn dort
die Funktionaldeterminante nicht verschwindet:

(u,v)
(%) 0. (6.36a)

Wegen der ,Gleichberechtigung® der Parameterpaare ist zu erwarten, dass dann auch

9(x.y)

ist. Tatsdchlich braucht man aber nur eine Funktionaldeterminante wirklich auszurechnen,
denn es wird spiter der Zusammenhang (6.42) hergeleitet werden.

Die Funktionaldeterminante fiir den Ubergang (6.33a) von Polarkoordinaten zu karte-
sischen lautet

d(x,y) _

I(p.9)

cosp —psing
sing  pcos¢

‘ =pcos’ ¢ — (—psinp)=p. (6.37)

Die Abbildung des (x, y)-Kreises auf das (9, ¢)-Rechteck als Reprasentant der Kugel-
oberfliche hat wegen (6.33b) die Funktionaldeterminante

a(x, ) _‘ Rocos9cos¢p —RysinIsing

" | Rocos9sing +Rysin9cos g

=R%sin9cos 9. (6.38)
(9, 9) ‘ ’
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6.3.4.3 Die Transformation von Flachenelementen
Der Wunsch, verschiedene Parameterpaare zu betrachten, war aus dem Studium von
Flachen- bzw. Doppelintegralen erwachsen. Daher sei jetzt die Frage behandelt: Welchen
Effekt hat die Transformation der Variablen fiir ein Doppelintegral [ f(x, y)dxdy?
Wegen (6.32) wird aus der Funktion f(x, y) eine solche von u, v: f(x(u, v), y(u,v)) =
f(u, v). Wie aber verhalten sich die Flichenelemente AxA y, deren Limes durch dxdy sym-
bolisiert wird?
Um dies zu studieren, iiberziehen wir das ebene Gebiet G (s. Abb. 6.16) mit einem
Koordinatennetz u = const, v = const, statt wie in Abb. 6.15 mit einem x- y-Netz. Im Allge-
meinen werden diese neuen Koordinatenlinien nicht wie x = const, y = const gerade sein,

sondern gekriimmt. Man spricht deshalb von ,,krummlinigen Koordinaten™ .

Bei der Bildung der Riemannsummen in (6.29) kommt es auf die Form der Flichenele-
mente voraussetzungsgemafd nicht an. Deshalb diirfen wir auch die krummlinig begrenzten
Elemente wie in Abb. 6.16 verwenden. Wie grof3 ist ihr jeweiliger Fldcheninhalt, z. B. der
des Gebietes PP, P;P,?

Naive Gemiiter wiren geneigt, AuAv als Flicheninhalt anzugeben. Dies meint man niamlich
unmittelbar aus Abb. 6.16 ablesen zu konnen. Doch so simpel kann es offenbar schon deshalb
nicht sein, weil im Beispiel ebener Polarkoordinaten (Abb. 6.17) dpd¢ die Dimension einer
Lange und nicht die einer Flache hitte.

Fiir geniigend kleine Au, Av sind die Flichenelemente niherungsweise kleine Parallelo-
gramme; ihr Flicheninhalt ist |(7, — 71) x (74 — 71)|- Deshalb ist die jeweilige Seitenlinge
nicht Au bzw. Av, sondern so zu bestimmen:

Pi: (u,v) < (x1, 1),

Py (u+ Au,v) < (x2,92), x2=x(u+Au,v)=x+x,Au,
y2=y(u+Au,v) =y + y,Au.
Py (u, v+ Av) < (x4, y4), X4 =x(1, v+ Av) = x1 + x, Av,
ya=y(u,v+Av) =y + y,Av.

Daraus folgt als Parallelogrammfléche

€ |(Fa—F)x (Fa—11)| =€ - [(x2—x1, 72— y1,0) x (x4 — x1, ya — ¥1,0)]
= (%2 =x1)(ya = 1) = (2 = y1) (x4 — x1)
= xyAuy,Av — y,Aux,Av

d(x,y)
o(u,v)’

Die krummlinig begrenzten Flichenelemente sind somit zwar ~ AuAw, enthalten
jedoch noch zusdtzlich die Funktionaldeterminante, und zwar an der Stelle, wo das Fla-
chenelement sich gerade befindet.

Beispiel ebene Polarkoordinaten: Nach (6.37) ist d(x, y)/9(p, ¢) = p; die Flichenele-
mente in Abb. 6.17 haben folglich den Inhalt pdpdg. Dies ist in der Tat das Produkt aus
einer Seitenlidnge dp und einer weiteren Linge, pd¢g, dem Bogenstiick iiber dg.

= Aulv(x,yy — Xy yu) = Aulv
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Abb. 6.16 Zerlegung eines Gebietes in kleine Vi
Flichenelemente, die durch das vorgegebene Para-

meternetz (u, v) entstehen. Die Begrenzungslinien
sind u = const, u + Au = const, usw. Ein konkretes
Beispiel gibt Abb. 6.17

v = const

u+Au
0 %
u = const
Abb. 6.17 Koordinatennetz, das durch ebene Polar- v
koordinaten erzeugt wird
Py
P2
P3 ?3
P>
#1
*
Das Doppelintegral lautet in den krummlinigen Koordinaten (u, v) so:
a >
/ f(x,y)dxdy = f f(x(u,v), y(u,v)) (x y)dudv . (6.39)
o(u,v)
Um sich dieses leichter merken zu konnen, schreiben wir symbolisch
a >
drdy = 259 Gudy (6.40)

o(u,v)

Diese Transformationsformel fiir Flichenelemente ist offensichtlich das 2-dimensionale
Analogon zur Substitutionsformel (5.19), symbolisch geschrieben als

d
dx = Zdu. (6.41)
du
Nach demselben Schema kann man vorgehen, wenn man etwa von (u, v) zu weiteren
Variablen (&, 7) iibergeht. Wahlt man dafiir etwa speziell wieder (x, y), so muss natiirlich
wiederum das urspriingliche Flichenelement herauskommen (x, y) — (u,v) = (x, y):

dxdy = 9(x, y) dudv = d(x,y) d(u, v)

a(u, ) (u,v) 3(x, y) dxdy.
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Es folgt die wichtige Formel

o(u,v) 1
= . (6.42)
o) 365

Auch sie entspricht der fiir Umkehrfunktionen bekannten Formel dx/du = 1/(du/dx).

6.3.4.4 Ubungen zum Selbsttest: Variablentransformation

1. Man bestimme explizit d(p, ¢)/9d(x, y) fiir ebene Polarkoordinaten und verifiziere die
Formel (6.42).

2. Wie lautet die Funktionaldeterminante fiir den Ubergang zu ebenen elliptischen Koor-
dinaten (y, ¢)? Esist x = f coshycos¢ und y = f sinh ysin ¢. Hierbei ist f der halbe
Abstand zwischen den beiden Brennpunkten der jeweiligen Ellipse; er setzt das Langen-
maf3.

3. Verstehen Sie (6.41) als Spezialfall von (6.40), indem Sie y = v unveréindert lassen.

4. Versuchen Sie, aus (6.40) und (6.41) zu erraten, wie man wohl bei drei Variablen
(x,y,2) = (4, v, w) kleine Volumenelemente zu transformieren hitte? Ein moglicher
Test: Durch Spezialisierung z = w muss sich wieder (6.40) ergeben.

5. Man verifiziere die folgende Zusammenstellung niitzlicher Eigenschaften der Funktio-

naldeterminante:
a(x,y) _o(y,x) __ 9(yx)
o(u,v) 9(v,u)  A(u,v)’
d(x,z) ox

a(u’z) ) a z=const ,

I(x,y) _9(x.y) 9(&n)
o(u,v) (&) d(u,v)

Sie spielen z. B. in der Thermodynamik eine grofle Rolle.

6.3.5 Berechnung von Flichenintegralen

Nachdem wir viele Begriffsbildungen gelernt haben, die im Zusammenhang mit Flichen-
integralen wichtig sind, kénnen wir nun zusammenfassen und an Beispielen iiben, mit
Flachenintegralen umzugehen. Als Physiker muss man dauernd damit umgehen.

6.3.5.1 Zusammenfassung der Formeln

Gegeben sei ein Vektorfeld A oder auch ein anderes interessierendes Feld, etwa ein skala-
res oder tensorielles. Im Definitionsbereich des vorgegebenen Feldes liege eine (eventuell
stiickweise) glatte Flache F, orientierbar, offen oder geschlossen. Dann kann man als
Riemannsummen-Limes das Fldchenintegral des Feldes berechnen:

Q:fﬁ(?)-d—f)(?). (6.43)
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Dazu wihle man eine der geometrischen Form der Fliche F angepasste analytische Dar-
stellung fiir F. Sie ist stets 2-parametrig und besteht eventuell aus Stiicken, sodass F = ) F,
ist. So wird z. B. mittels kartesischer Koordinaten, etwa (x, y), F durch die Menge der Orts-
vektoren 7 = (x, ¥, zo(x, y)) mit geeigneten Funktionen z,(x, y) dargestellt.

Mit 7 (x, ¥, zo(x, y)) als Normalenvektor zu F an der Stelle 7 € F und € als Normalen-
vektor der Parameterebene wird das Flichenintegral auf ein Doppelintegral zuriickgefiihrt

o= / A(x,y,za(x,y))'ﬁ(%)/,za(?c»)’))dxdy‘

ZalX 6.44
€5 - i (x, y,za(x, ¥))| e

Y Fa
«

Ein eventuell zweckméfliger Wechsel der Parameter wird durch die Funktionaldetermi-
nante geregelt, die aus den Transformationsformeln gebildet wird:

d(x,y)
dxdy = dudv , 6.45
xdy 3(m,v) udv (6.45)
. d(x,y) Xu Xy X
b = R W= — . 6.46
wobei 3(m,v) Ve o x o USW. ( )

Erlaubt sind nur Transformationen, fiir die die Funktionaldeterminante nicht 0 wird.
Um die lokalen Normalenvektoren 7 (7) auf der Fliche F zu finden, hilftim Allgemeinen
Fall das aus Abschn. 4.3.3 bekannte Faktum: Sei y(x, y, z) = const eine (eventuell nur lokal
benutzbare) analytische Darstellung von F. Dann steht der Vektor grad y lokal senkrecht
zur Fldche, also
grad y
lgrady| -

Ist die Fliche F analytisch explizit durch z = z,(x, y) gegeben, so lautet die Flichenglei-
chung y(x, y,2) = z — z4(x, y) = 0. Oft kennt man umgekehrt zunichst nur eine implizite
Darstellung y(x, y,z) = const fiir die Fliche. Dann hat man hieraus z,(x, y) zu bestim-
men, um es in (6.44) verwenden zu konnen.

n= (6.47)

6.3.5.2 Beispiele zur iibenden Erlauterung

1. Gegeben sei das Vektorfeld A = (42,1, 2x) sowie die Fliche F, die als der im ersten Ok-
tanten gelegene Teil der Ebene 2x+2y+z = 6 definiert ist. Wie lautet das Flichenintegral
von A iiber F?
Wir miissen uns zuerst mit der analytischen Darstellung von F befassen. Eine an-
schauliche Vorstellung vermittelt Abb. 6.18. Eine durch die Parameter x, y vermittelte
analytische Beschreibung ist 7 = (x, y,6 — 2x —2y) € F, (x, y) € Fy,. Die iiberall auf F
konstante Normale folgt gemifs (6.47) mit

y(x,y,2) =2x+2y+z = const
so: grady =(2,2,1), also#=(2,2,1)/3.
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Abb. 6.18 Ebenenstiick im ersten Oktanten. Die Projek- zA
tion Fyy ist ein Dreieck

Mit 7i - €5 = 1/3 findet man als Flichenintegral

(/5:/dxdy(4(6—2x—2y),l,2x)~(2,2,1):fdxdy(50—14x—16y).

Fyy Fyy

Das Doppelintegral bestimmen wir nach dem in Abschn. 6.3.3.2 geschilderten Verfah-
ren der iterierten Integration.

F,, ist ein Dreieck. Es wird durch die Gerade x + y = 3 aus dem 1. Quadranten herausge-
schnitten und entsteht als Fn{z = 0}. Integriert man z. B. erst iiber y,s0ist0 < y < 3—x.
AnschliefSend lauft x von 0 bis 3

3-x 3

dxfdy(50—14x-16y):/dx[so(s—x)—14x(3-x)-8(3-x)2]

0

¢ =

3
=2-27-22-9+78-3=90.
0

dx[6x* — 44x + 78] = 2x° — 22x* + 78x

/
/

Man kann auch jeden Summanden in der Formel fiir ¢ einzeln integrieren. Die Kon-
stante 50 kommt vor das Integral: |, r,, dxdy ist die Dreiecksfliche, also 3 - 3 - (1/2);
somit I; = 50 - (9/2) = 225. Im zweiten Summanden integriert man erst iiber y, also
I = f03 dx(-14x) f03_x dy = -14 f03 dxx(3 — x) = —63. Im dritten Summanden inte-
griert man besser zuerst iiber x: I = [’ dy(-16y) [ dx = =16 [ dy y(3 - y) = -72.
Insgesamt ¢ = I} + I, + I3 = 22563 - 72 = 90.

2. Ein Vektorfeld A, z. B. das in Aufgabe 1 gegebene, soll iiber die Oberfliche der Kugel mit
dem Radius R, integriert werden.
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Zunichst bleibe A noch allgemein. Wegen der geometrischen Form von F ist es sinnvoll,
sphérische Polarkoordinaten (6.23) zu benutzen. Dann ist mit r = Ry = const das Feld
eine Funktion der zwei Polarwinkel, A = A(9, ¢). Der Normalenvektor ist stets radial
gerichtet, also

fi = — = (sin 9 cos ¢, sin Isin ¢, cos I) .

r
Ry
Insbesondere wird # - €3 = cos 9. Schliefflich transformieren wir das Flichenelement
dxdy gemifl (6.40) mit (6.38) auf d9d¢. Dann lautet das Flichenintegral iber die Kugel:

¢=R; ij A, (9, ¢)sin 9d9dg .
Dabei ist A,(9,9) = A-7i = A- 7. Man kann also
R;sin 9d9dg, d.h.- Rjd(cos 9)de

als Flachenelement auf der Kugeloberfliche interpretieren. Ist A, =1, so erhilt man

e 2n
¢ =R} f sin 9d9 f de = R} -4n  als Kugeloberfliche .
0 0

Das Feld A = (4z,1,2x) aus Aufgabe 1 lautet in sphirischen Polarkoordinaten
(4Rp cos 9,1,2Rysin d cos ¢). Es folgt A, (9, @) = 4Rgpcos Isin dcos ¢ + sin Isin ¢ +
2Ry sin J cos 9 cos ¢. Jeder Summand wird einzeln tiber 9, ¢ integriert. Da jeder Inte-
grand in Faktoren zerfillt, die nur von 9 bzw. nur von ¢ abhingen, faktorisiert jedes
Integral.

Esistz.B.:

/(sinSsingo)deq):/sinSdS-[singodgo.

2n 2n
Weil [ singpde = [ cos pdg = 0, erhalten wir
0 0

¢ = 5{ (42,1,2x)-df =0 .

Kugel

6.3.5.3 Flachenintegrale in Parameterdarstellung
Manchmal ist es geschickt, fiir eine im Raum liegende Fliche F eine Parameterdarstellung
anzugeben. In Abschnitt 3.1.2ff. wurde die Parameterdarstellung 7(¢) von Kurven C im
Raum behandelt. In Abschn. 6.2.2 erwies sich diese Darstellung als gut geeignet zur Be-
rechnung von Kurvenintegralen.

Flachen sind zweidimensionale Mannigfaltigkeiten. Sie miissen deshalb durch zwei Pa-
rameter beschrieben werden, evtl. stiickweise.
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Abb. 6.19 Koordinatenlinien auf zA
einer Fliche im Raum

Sei F gekennzeichnet durch die Menge von Ortsvektoren 7(s, t). Die Parameter s und ¢
mogen geeignete Definitionsbereiche durchlaufen. 7 dndere sich glatt mit s, ¢, d. h. stetig
differenzierbar, evtl. stiickweise. s = const bzw. ¢ = const sind geeignete Koordinatenlinien
auf der Flache, s. Abb. 6.19, sofern s, t unabhidngige Parameter sind. Sie seien so gewihlt.
Infinitesimale Anderungen ds, dt fithren zu infinitesimalen Anderungen des Ortsvektors.

di (s, t) = %ds + gdt. (6.48)

Da 7(s + ds, t + dt) ebenso wie 7(s, t) ein Punkt der Fldche ist, liegt d7 tangential zur
Fliche an der Stelle 7(s, t). Insbesondere sind

A\
-

lokale Einheitsvektoren in Richtung der Koordinatenlinien ¢ = const bzw. s = const

Das lokale Flichenelement d—])‘, aufgespannt durch die zwischen s,s + ds und ¢, t + dt
liegenden Punkte, hat die Grofle und Richtung

— or or or or
=|=—d —dt) == x — | dsdt. 6.49
4f (85 S)X(at ) (8sxat) ’ (6.49)
(Denn nach Abschn. 2.7.2 beschreibt das duflere Produkt zweier Vektoren die von ihnen
aufgespannte Fliche nach Grofle und Richtung.)
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Das Flichenintegral iiber ein Vektorfeld A(7) lisst sich nun als Integral iiber die Para-
meter s, t schreiben:

¢:/A(?)Ef’:[ﬁ(?(s,t)).(gxg)dsdt. (6.50)

Dabei ist D der Definitionsbereich der Parameter s, ¢, den diese durchlaufen, um die Fliche
F aufzuspannen.

Anwendungsbeispiel

Integration eines Vektorfeldes tiber eine Kugeloberfliche. Die Kugel habe den Radius
Ry, die Parameter seien Hohenwinkel 9 und Azimut ¢, s. Abschn. 6.3.2.3. Die Parame-
terdarstellung der Ortsvektoren der Kugeloberfliche lautet dann (nach (6.23)):

7(9,¢) = (Rosin 9 cos ¢, Rysin Isin ¢, Rycos9), 9 €[0,7], ¢ €[0,27].

Das Oberflichenelement ((97/09) x (97/9¢))d9dg lautet

d_])‘ = (R cos 9 cos ¢, Ry cos 9sin ¢, —Rysin 9) x (=R sin Isin ¢, Ry sin 9 cos ¢, 0)d9dg
= (sin 9 cos ¢, sin 9 sin ¢, cos )R sin 9dIde .

Der vektorielle Faktor ist ein Einheitsvektor, ndmlich 7/R, und zeigt somit in radiale
Richtung. Folglich ist

no2m
I

¢ = f A-df:ffA,(s,go)RgsinSdego,
0 0

Kugeloberfl.

wobei A,(9,¢) = A - 7/R, die radiale Komponente des Vektorfeldes ist. Dieses Ergeb-
nis fiir ¢ wurde in Beispiel 2 aus Abschn. 6.3.5.2 mittels kartesischer Koordinaten und
anschliefender Koordinatentransformation ebenfalls ermittelt; man vergleiche.

Ergdanzende Hinweise
1. Der das Flichenelement bestimmende Vektor (07/ds) x (97/0t) hat als Komponenten die Funk-
tionaldeterminanten je zweier kartesischer Koordinaten nach den Parametern s, t:
of or
— %X = = (X5, ¥, 25) % (X6, y1,2¢) = (ysze = zsyt,...)
ds ot

:(3(%2) 9(z,x) 3(X»J’))
d(s,t)” (s, t)” a(s,t) )~

(6.51)
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2. Der Betrag dieses Vektors lautet

or 97| (a_?)z(al)z,(ﬁ.ﬁ)z

os ~otl N\ \os/) \ot os ot)

Esist namlich |[Fs x 7|* = (Fs x F¢) - (Fs x 71) = Fs - (Fe x (75 x F¢)) = Fs - (575 = Fo(¥s - 71 ) ), wobei
fs := d7/ds usw.

2
=7

2 - -
- or or .
=7, F= L Fund G =

ds ot

or

ot

3. Die historischen Gaufischen Parameter E =

or
ds

bestimmen sowohl das Linienelement
72 2 2
dr” = Eds” + 2Fdsdt + Gdt

als auch das Flichenelement .
|df| = VEG — F2dsdt .

: 0
Falls F = 0,d.h. % . a—z = 0, spricht man von einer orthogonalen Parameterdarstellung. Die Para-

meterlinien s = const und ¢ = const bilden dann lokal miteinander rechte Winkel auf der Fliche.
(Dies ist z. B. fiir die Kugelkoordinaten 9, ¢ der Fall: (97/09)-(97/d¢) = 0.) Die Flichennormale
lautet dann

=& xé =7 xi/VEG |i|=1.

4. Schliefilich sei angemerkt, dass das Oberflichenelement d_])‘ von der Parameterwahl unabhingig
ist.
— (0F OF or or
= = x — f=— x =—
df (asxat)dsd (auxav)dudv

fiir zwei verschiedene zuldssige Parametersitze s, t bzw. u, v. Dies versteht man leicht bei
Erinnerung an die Eigenschaften von Funktionaldeterminanten, die den Ubergang zwischen ver-
schiedenen Variablen regeln, s. Abschn. 6.3.4.2 Es ist gemif3 1.

= (9(y.2) 9(z,x) I(x,y) _[9(y,2) 9(s, 1)
df = ( 35,0 (s, 1) 96, 1) )ds‘”‘ ( (s, 1) ) 3, 0y 2udv

_(9(r:2)
= (a(u’v),...)dudv,

weil 9(y,2) 9(s,t) = 9(y.2) etc. gilt, gemif Kettenregel, wie man direkt nachrechnet:
a(s,t) a(u,v)  d(u,v)

9(y.2) _

o(u,v)

Yu Yo

2 2o | Ouze—yozi)

= (yssu +yttu)(zssv + Ztt’v) - (yssv +yttv)(zssu + Zttu)

o(y,z) (s, t)
a(s, t) d(u,v)’ ce.d.

= (52t = yi2zs) (Sutv — Sutu) =
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6.3.5.4 Beispiele zur iibenden Erlduterung

L.

Bestimme die Oberfliche O einer Halbkugel, F = [ df. Wir wihlen Kugelkoordinaten,
)

s. 0. Die Parameter seien 9, ¢, wobei ¥ € [0, %] und ¢ € [0, 21t] eine Halbkugel aufspan-
nen. Es ist mit
7(9, ¢) = Ro(sin 9 cos ¢, sin 9 sin ¢, cos 9)

der Betrag des Flichenelementes

or  or
=

d—):

d9d¢ = Rjsin 9d9dg ,

also die Gesamtflidche der Halbkugel

% 2n
F= f f R2sin 9d9dg = R? (—cos 9|g/2) 21 =2nR2 .
0 0

Erginzung: Die Gauflschen Fundamental-Parameter lauten fiir Kugelkoordinaten E =
|07/d9? = R, G = |07/d¢[* = R%sin? 9. Die Parameter 9, ¢ sind orthogonal, da F =
(07/99) - (97/0¢) = 0.

. Die interessierende Fliche sei eine schief im Raume liegende Ebene. Ihre Parameterdar-

stellung laute
F(s,t) =7y +ds+Dbt.

Sie geht durch 7, und wird von d, b aufgespannt. Das Flichenelement laute
— -
df = (axb)dsdt.

o —
Insbesondere fiir orthonormale Grundvektoren a = €, b = é,, ist df = e3dsdt, wobei
€1, €5, €3 ein orthonormales Dreibein bilden. s, f sind dann kartesische Koordinaten.
Die Gaufparameter lauten E = a®>, G = b*, F = d - b.

. Um den Anschluss an die vorher behandelte kartesische Berechnung von Flichenin-

tegralen herzustellen, wahlen wir z. B. als das Parameterpaar s, t die Koordinaten x, y.
Die Fliche werde durch z = f(x, y) gekennzeichnet. Die Ortsvektoren 7(x, y) auf der
Flache sind gegeben durch

76, y) = (%9, f(x.7)) -

Somit ist 5 p”
r r

= = 1) 0) x)» = = 0: 1) .

o - (L0 f) 3 (0,1, 1)

Das Flachenelement

— (o oF
df = (a x a—y)dxdy = (~fx» = fy>1)dxdy
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Abb. 6.20 Wendelrampe

hat den Betrag

df = ,/1+f§+f)% dxdy
i =dfJdf = (~forfrD\1+ f2+ 2.

Hieraus liest man 7 - é; = 1/y/1+ f2 + f} ab, sowie d—_)f = ndf = ndxdy/|s - &
Fiir Kugelkoordinaten ergibt sich das schon bekannte Ergebnis bei Aufgabe 2 aus Ab-
schn. 6.3.5.2. Die Flichengleichung ist tibrigens v = z — f(x,y) = 0 und deshalb
wiederum 7 ~ grad v = (- fx, —fy,1).

4. Als ein Beispiel, bei dem die Parameterdarstellung besonders geeignet ist, soll die Fliche
einer Wendelrampe berechnet werden. Die Rampe habe den Durchmesser 2p, und die
Ganghohe a, s. Abb. 6.20. Sie sei definiert durch die Parameterdarstellung

und die Richtung

(p,9) = (pcos g, psing,ap/2n), pe[0,po], ¢20.

Eine Umdrehung erfolgt, wenn ¢ sich um 2m dndert. Es liegt eine orthogonale Parame-
terwahl vor, da
or 9r _ (cos @,sing,0) - (—psing, pcosg,a/2n) =0
op g ¢,sin g, psing,pcosg, =0.

Das Flachenelement hat den Betrag

df = — | dpd
o (5o

77 2
ﬁ:df/df:(%singo,—%cosgo,p)/ P2+(i) )

2n

und die Richtung



264 6 Vektorintegration

Insbesondere im Zentrum p = 0 ist
#i = (sin ¢, —cos ,0) ,

die Flichennormale also parallel zur x-y-Ebene und senkrecht auf dem Radiusvektor
(cos ¢, sin g, 0). Aulen, bei p = py, ist 7 fiir kleine Ganghéhe praktisch senkrecht zur
x-y-Ebene,

i |2 ? sing,1)~(0,0,1)
ne= COoS ¢, — s @, ~ U, .
2mpg 4 2mpo ¢

Stets ist 7i - (cos ¢, sin ¢, 0) = 0, die Flichennormale senkrecht auf dem Radiusvektor in
der x-y-Ebene.
Die Flache der Wendelrampe bei einem Umlauf betragt (man beachte und verwende:

[ V375 aldx = £V/aT 5 a? + LatIn(x + Va + o)),
2n Po )
gnaee
2n
0 0
2 2 7\ 17°
ol P/ o2 (i) l(i) 2 (i)
2n|:2 pr+ - +2 o Inf{p+ p+2ﬂ 0
=T 2+(i)2+(i)zln + 2+(i)2 i
R LAV R P 2n po P 2n 2n
2
a
2 , I+ 1+
w) () )
— ] + In

21po 21po a

=T[p(2) 1+(

Zﬂpo

In Einheiten von ntp3 wird die Fliche der Wendelrampe somit durch das Verhaltnis

a

K=
2mpo

der Ganghohe zum Umfang der Rampe bestimmt.

F - 1+V1+«?
—::F(K)=V1+K2+K21n—K.
K

2
Tpo

Fiir kleine Gangho6he und somit kleines « gilt die Naherung
E(k)~1-x*Ink -1, bzw. F~mnpy;
fiir grofle Ganghohe erhilt man

F(k) =2k > 00, bzw. Fw~apy.
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6.3.6 Ubungen zum Selbsttest: Flichenintegrale

1. Wie grof ist der Fluss des Vektorfeldes A := 7 durch die Oberfliche der Kugel vom
Radius Ry um den Koordinatenursprung?

2. Bestimmen Sie das geschlossene Oberflichenintegral des Feldes A := 7 iiber den Ein-
heitswiirfel 0 < x <1,0< y<1,0<z <L

3. Gegeben sei das Vektorfeld A = (yz, —xz, xy) sowie:

(a) ein Wiirfel mit der Kantenldnge L oder
(b) die Kugel um 0 mit Radius Ry.
Man bestimme die geschlossenen Oberflichenintegrale.

4. Man berechne den vektoriellen Fluss des Skalarfeldes ¢ = xyz durch die Fliche F, die
durch die Koordinatenebenen sowie die Oberfliche des Zylinders mit dem Radius R,
und der Hohe h gebildet wird, soweit sie im 1. Oktanten liegt. Koordinatenursprung
sei der Mittelpunkt des Zylinderbodens, die z-Richtung sei Zylinderachse, die ebenen
Seitenflichen sollen mit beriicksichtigt werden.

Man kann kartesische Koordinaten oder Zylinderkoordinaten verwenden. Uben Sie bei-
des.

5. § 7 x df fiir eine Kugel und fiir einen Zylinder?

6.4 Volumenintegrale

Ein weiterer physikalisch wichtiger Integraltyp ist das rdumliche Volumenintegral. Da wir
als denkende Menschen einen drei-dimensionalen Raum vorfinden, ist es ein ,,3-faches In-
tegral. Verstindnismiflig schlief3t es an die Flichenintegrale an, die 2-fache Integrale sind.
Daher kénnen wir ohne viele Worte eine Ubertragung von Abschn. 6.3 auf die neue physi-
kalische Problemstellung vornehmen. Auch die Begriindungen und Beweise lauten jeweils
analog. Ein typisches Volumenintegral ist in der einleitenden physikalischen Motivation
dargestellt worden. Auf Abschn. 5.1 Punkt 5 sei riickverwiesen.

6.4.1 Definition

Gegeben sei ein skalares Feld ¢(7) iiber dem R* oder Teilen davon, definiert jedenfalls iiber
einem ebenfalls durch die Problemstellung vorgegebenen Gebiet V' (dessen Volumeninhalt
ebenfalls mit dem Buchstaben V' bezeichnet werde, falls wir ihn benétigen sollten). Es ist
V ¢ R, Wir bilden Unterteilungen Z des Volumens V in endlich viele Teile AV; (mit Vo-
lumeninhalt AV;) gemaf3 Abb. 5.4; in jedem wird ein reprisentativer Punkt #; ausgewéhlt,
AV; = AV (7;). Jede solche Zerlegung Z definiert eine Riemannsumme, deren Limes fiir
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Z — oo das Volumenintegral:

[ oav= [ o= lim ¥o)av(). (652)

14

Vorausgesetzt wird, dass der Limes von der Folge der Zerlegungen Z unabhingig ist, falls
nur die Zahl der Teile AV; beliebig grof$ und ihr Inhalt sowie ihr maximaler Durchmesser
beliebig klein werden. (Hinweis auf den Text nach (5.9) sowie auf das Analogon zu Abb. 6.7.)

Das Volumenintegral existiert gewiss, falls ¢ stetig ist in V einschliefllich Rand sowie
letzterer (notfalls stiickweise) glatt und endlich ist.

6.4.2 Dreifachintegrale

Volumenintegrale auszurechnen, ist - zumindest gedanklich — noch leichter als die Bestim-
mung von Flichenintegralen. Bei letzteren musste zunéchst eine analytische Darstellung
der Flache gesucht und mit ihrer Hilfe das Flachenintegral auf ein Doppelintegral iiber die
2 Parameter zuriickgefiithrt werden. Volumenintegrale andererseits sind bereits Dreifach-
integrale, d. h. die unmittelbare Erweiterung von Doppelintegralen.

Dies verdeutlicht Abb. 6.21, die eine spezielle Zerlegung des vorgegebenen Gebietes
zeigt.

Aus ihr wird die Berechnung des Volumenintegrals als 3-fach iteriertes Integral verstind-
lich. Etwa so:

/go(?)d3r5/(p(x,y,z)dxdydz:/xbdx{(/ dydzgo(x,y,z)}

Xa (x)

Xp zp(x) yu(%,2)
:fdx f dz / dye(x,y,2) ¢ - (6.53)
a(x) a(x,z)

Xa

Wenn die Riemannsummen (6.52) unabhéngig von der Zerlegungsart (und damit der
Summationsreihenfolge) konvergieren, existieren auch die iterierten Integrale, sind gleich
dem Volumenintegral und spielt die Reihenfolge bei der Iteration keine Rolle.

/go(x,y,z)dxdydz:/dx/dy/dzgo:/dy/dxfdzgo
:/dzfdx/dy(p... (6.54)

Man braucht zwar keine analytische Darstellung fiir V' extra zu suchen, denn die Punkte
7 € V werden durch die Komponenten (x, y,z) des Ortsvektors beschrieben. Wohl aber
bendtigt man eine analytische Darstellung der Oberfliche Fy, die V umgibt. Sie bestimmt
ndmlich die Integrationsgrenzen fiir die einzelnen Variablen im iterierten Integral!
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Abb. 6.21 Zerlegung eines Gebie-
tes V in Scheiben der Breite Ax;
parallel zur y-z-Ebene. Die Schei-
ben wiederum werden in Siulen
zerlegt, z. B. in Richtung y-Achse,
mit einer Stirke Ax; Azy. Die Vo-
lumenelemente sind kleine Wiirfel
AxiAy;iAzy

Saule

Scheibe

Am Beispiel der Abb. 6.21 lernen wir: Jede Scheibe, gekennzeichnet durch ein festes
x, hat eine durch Fy bestimmte, individuelle Berandung. Bei festem x ist daher ein Dop-
pelintegral tiber eine Fliche AF auszufithren, deren Form i. Allg. je nach x anders ist, d. h.
AF = AF(x).

Um das Doppelintegral iiber y, z zu bestimmen, ist jede Scheibe nochmals in Sdulen in
y-Richtung zerlegt worden. y lauft von dem durch Fy wohlbestimmten ,,linken® bis zum
»rechten Rand des Gebietes V, der je nach Lage der Siule, also je nach x, z anders sein
kann: y,(x,2) < y < yp(x, 2).

Hat man tiber y integriert, muss man {iber alle Sdulen derselben Scheibe summieren,
d.h. bei festem x tiber alle z integrieren. Der ,tiefste” bzw. ,,hochste” nétige z-Wert ist wie-
derum durch Fy bestimmt und héngt daher i. Allg. von der gerade betrachteten Scheibe,
also von x ab: z,(x) < z < z;(x).

Hat man so eine Scheibe ,,abgefegt“, muss man noch iiber alle Scheiben summieren. Die
wvorderste“ und ,,hinterste“ Scheibe sind wiederum durch Fy bestimmt, x, < x < x;,.

Die genannte analytische Darstellung der Oberfliche Fy des betrachteten Volumens V'
taucht hier also in Form der jeweiligen Begrenzungsfunktionen auf: y,(x,z),z.(x), xq.
TIhre Eigenschaften werden bei sinnvollen physikalischen Problemen verniinftig sein. Al-
lerdings kann durch sie das Volumenintegral selbst bei einfachem Integranden ¢ recht
kompliziert werden. Prinzipiell setzen wir V stets als mit glatter Oberfliche Fy versehen
voraus, d. h. die zugehorigen Randflichen sollen — zumindest stiickweise — stetig differen-
zierbar sein.

Natiirlich konnen Gebiete auftreten, bei denen die Scheiben aus mehreren Teilflichen
bestehen (etwa beim Autoschlauch). Dann gibt es eben mehr als 2 Randfunktionen pro
Variable.

Ferner diirfte klar sein, dass bei verdnderter Reihenfolge der Iteration von ein- und der-
selben Oberfliche Fy verschiedene Begrenzungsfunktionen erzeugt werden. Neben obigen
etwa x4 (¥,2), y4(2), 24, falls man die Scheiben senkrecht zur z-Achse schneidet, usw.
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6.4.3 Wechsel der Variablen

Gliicklich ist der Physiker, wenn als Gebiet V ein regelmiflig berandetes von Interesse ist,
z.B. ein Quader
0<x<a, 0<y<b, 0<z<c. (6.55)

Die Randfunktionen sind in diesem Falle alle Konstanten. Fein ist man auch dran, wenn V
der ganze Raum IR?, ein Halbraum oder etwas dhnliches ist. Dann ist zwar das Volumenin-
tegral uneigentlich (da die Integrationsgrenzen unendlich sind), aber die Randfunktionen
sind wiederum sehr einfach und voneinander unabhingig: —oco < x < +0c0 usw.

Fein ist man auch noch dran, wenn das Gebiet regelmaflig geformt ist oder zumindest
aus regelmafligen Stiicken besteht. Zwar sehen die Begrenzungsfunktionen dann schon viel
komplizierter aus; z. B. geniigen die Punkte der Kugel vom Radius Ry um den Koordina-
tenursprung den Einschrankungen

x| < Ry, <\/R2—x2, |z]</R2—x2—y2. (6.56)
y 0 0 y

Doch kann man sich in solchen Fillen dadurch gut helfen, dass man andere Koordina-
ten zur Beschreibung der Punkte von V benutzt als kartesische. So lautet z. B. die soeben
beschriebene Kugel in sphérischen Polarkoordinaten (6.23), (6.24)

0<r<Ryp, 0<9<m, 0<@<2m. (6.57)

Dies ist so einfach wie ein Quader (6.55)! Man erkennt, welchen grofien Nutzen die
Verwendung geeigneter, der speziellen Form des betrachteten Gebietes V' angepasster,
eventuell krummliniger Koordinaten hat. (Lesen Sie noch einmal Abschn. 6.3.2.)

Es ist deshalb offenbar zweckmifiig, die Rechenregeln bei Wechsel der Koordinaten in
Volumenintegralen zusammenzustellen. (Hingewiesen sei auf Abschn. 6.3.4.)

6.4.3.1 Funktionaldeterminante
Sei ein Punkt 7 € V entweder durch kartesische Variable (x, y, z) oder durch ein geeignetes
anderes Tripel (u, v, w) beschrieben.

7 (x,y,2) < (u,v,w) . (6.58)

Die Transformationsfunktionen
u=u(x,y,z), v=v(x,y2), w=w(xyz) (6.59)
miissen eine ein-eindeutige Zuordnung erlauben, wenigstens stiickweise. Sie miissen folg-
lich lokal umkehrbar sein. Die Umgebung eines beliebig, aber fest herausgegriffenen

Punktes (x, y,z), gekennzeichnet durch kleine Ax, Ay, Az, ldsst sich in den anderen Pa-
rametern durch Taylorentwicklung der Transformationsfunktionen um die Stelle x, y, z



6.4 Volumenintegrale 269

gewinnen:

Au =u(x+Ax,y+ Ay, z+ Az) —u(x, y,2) = uxAx + uyAy + u Az,
Av = ... = 0 Ax + v, Ay + v Az, (6.60)
Aw= ... = wyAx + wy Ay + w,Az.

Zu jedem Tripel (Ax, Ay, Az) gehort ein Tripel (Au, Av, Aw). Damit man umgekehrt
bei Vorgabe von Au, Av, Aw genau ein kartesisches Tripel (Ax, Ay, Az) aus der dann als
lineares Gleichungssystem zu lesenden Gleichung (6.60) berechnen kann, muss die aus den
partiellen Ableitungen

Uy i= %(x z) usw.
X ax ay) .

bestehende Koefhizientendeterminante ungleich Null sein, wie man aus der linearen Alge-
bra weif3.
Sie heif3t wiederum ,, Funktionaldeterminante®,

Uy Uy U
a v, X y z
% S (6.61)
o)z Wy w, W,
und ist i. Allg. eine Funktion des Ortes.
Zwei besonders wichtige Beispiele:

1. Die Funktionaldeterminante fiir den Ubergang zwischen kartesischen und zylindri-
schen Koordinaten gemif (6.22) lautet

cosp —psing 0

a b b
ox.y.2) =| sing pcosg 0 |=p. (6.62)
a(p’ (P’Z) 0 0 1

2. Der Ubergang zwischen kartesischen und sphérischen Polarkoordinaten wird geregelt
durch (6.23).

sinYcos¢p rcosdcosgp —rsindsing

a bl bl
a—(xgz): sinYsing rcosIsing rsindcos g
(r,9,9) cos 9 —-rsind 0
rcos9cos¢g —rsindsing
=co . .
rcos9sing rsindcos¢
Crsmg | Snbexe randing
sin9sing rsin9cos¢

=12 cos’> 9sin 9 + r*sin® 9sin 9 = r¥sin 9. (6.63)
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Damit eine Transformation umkehrbar eindeutig ist, muss neben (6.61) auch die Funk-
tionaldeterminante

Ix,y2) 1
3w, v, w) 9,0, w) (6.64)
(x,y,2)

ungleich Null sein. Die hingeschriebene Formel beweist man véllig analog zu (6.42),
nachdem man den niachsten Abschnitt verstanden hat.

6.4.3.2 Transformation von Volumenelementen

Im Volumenintegral (6.52) ist nicht nur ¢(x, y,z) durch ¢(x(u, v, w),...) = ¢(u, v, w)
zu ersetzen, sondern analog wie in Abschn. 6.3.4.3 eine auf drei Variablen erweiterte Trans-
formation der Volumenelemente AxAyAz vorzunehmen. Man findet (s. u.)

9(

9522 udvduw . (6.65)

fgo(x,y,z)dxdydz:Vfgb(u,v,w)a(u)v)w)

14

Diese auf Dreifachintegrale verallgemeinerte Substitutionsregel lasst sich symbolisch
abgekiirzt so schreiben:

9422 4udvdw . (6.66)
o(u, v, w)

Bei Anwendung auf die beiden besonders interessierenden Beispiele (6.62) (Zylinder-)
und (6.63) (Kugelkoordinaten) erhalten wir:

dxdydz =

1. das Volumenelement in zylindrischen Koordinaten
dxdydz = pdpdedz, (6.67)
2. das Volumenelement in sphérischen Polarkoordinaten

dxdydz = r*drsin 9d9d¢
= r*drd(-cos 9)dg . (6.68)

Wihrend (6.67) leicht zu interpretieren ist — das Volumenelement ist ein kleines Flichen-
element dp - pdg in Polarkoordinaten, multipliziert mit der Hohe dz - hilft uns Abb. 6.22
beim anschaulichen Verstindnis von (6.68).

Aus (6.68) gewinnen wir tibrigens das uns schon bekannte Oberfldchenelement auf einer
Kugel von Radius R, wieder (siehe das Anwendungsbeispiel in Abschn. 6.3.5.3)

df = R} sin 9d9dg. (6.69)

Als Raumwinkelelement definiert man in Verallgemeinerung des ebenen Winkels dg =
Bogenelementds/Radiusp folgendes Verhaltnis:

dQ = 4 sin 9d9d¢ = -d(cos 9)dg . (6.70)

RS
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Abb. 6.22 Das Volumenelement in sphi- zA
rischen Polarkoordinaten besteht aus dem
Produkt der drei Langenelemente dr, rd9
und (7 sin 9)dg¢. Letzteres folgt daraus, dass
bei ¢p-Bewegung der effektive Radius rsin 9

ist I~
N \\\\\\
KA ;
NN (r sin9)de
29, rd9
\/44 = dr
9.72=770 N
\’ \ \ >
dp=z>_ N\ y
ST~
~ V>
N e
\4//
x
Abb. 6.23 Volumenelement in u, v konstant
krummlinigen Koordinaten, appro-
ximiert durch ein Parallelepiped mit
Rauminhalt [PyP; x PyP,] - PyP3 u, w konstant

v, w konstant

Die Herleitung der entscheidenden Formel (6.65) ist v6llig analog zu der fiir die Transformati-
on von Flichenelementen in Abschn. 6.3.4.3. Man zerlegt V in kleine Elemente zwischen den
Hyperflichen u = const, u + Au = const usw., s. Abb. 6.23. Die Koordinaten der benétigten
Eckpunkte sind

Py = (u,v,w) 2 (x,9,2),
P2 (u+Au,v,w) 2 (x+xu0Au, y+ yulu, z+ zyAu)
P2 (u,v+Av,w) 2 (x + x0Av, y + Yo Av, 2+ 2, AV)

Py 2 (u,v,w+ Aw) 2 (x + XwAw, y + ywAw,z + zywAw) .

Nach der bekannten, in Abb. 6.23 noch einmal wiederholten Volumenformel erhilt man

AV = ((xuBu, yulu, zyAu) x (x0A0, yo Av, 2y AV) ) - (X0 Aw, Yo Aw, 2w Aw)

xubu  yuAu  z,Au
=| xAv  yAv z,Av | = AuAvAwM,
XwAw  yuAw  zyAw (u,v,w)

q.e.d.
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6.4.4 Vektorielle Volumenintegrale

Selbstverstandlich kann man auch Volumenintegrale betrachten, die statt {iber skalare Fel-
der iiber Vektor- oder Tensorfelder auszufithren sind. In der Definition (6.52) steht dann
statt des Skalars ¢ (; ) z. B. der Vektor A(#;). Jeder Riemannsummand ist dann natiirlich ein
Vektor, folglich auch die Riemannsumme sowie deren Limes, das Volumenintegral. Somit
ist

fA’(?)d%: /Al(?)d3r,/A2(?)d3r,/A3(?)d3r (6.71)

ein Vektor, dessen Komponenten die jeweiligen Volumenintegrale iiber die Komponenten

des Feldes A sind.
Ein physikalisches Beispiel ist die Bestimmung des Schwerpunktes einer Massenver-
teilung p(7). Wihrend die Gesamtmasse M = [ p(7)d’r aus der Dichte p(7) durch ein

skalares Volumenintegral berechnet wird, ist der Schwerpunkt R = (1/M) [ 7p(7)d*r ein
vektorielles Volumenintegral, néamlich iiber das Vektorfeld A = 7p(r).

Volumenintegrale iiber Tensorfelder sind selbst Tensoren; [, A;;(7)dV (7) sind deren Kom-
ponenten.

6.4.5 Beispiele zur iibenden Erlauterung

1. Betrachten wir das skalare Feld ¢ = x yz sowie das Volumen, das unter der Fliche F aus
Abb. 6.18 im 1. Oktanten liegt. Das Volumenintegral

fgod3r:/xyzdxdydz:/xdxfydyfzdz
v v v

hat die angenehme Eigenschaft zu faktorisieren. So etwas kennen wir schon aus (6.31)
fiir Doppelintegrale.

Allgemein gilt: Ist das Feld ¢ = f(x)g(y)h(z) ein Produkt aus drei jeweils nur von einer
Variablen abhingenden Funktionen, so faktorisiert das Volumenintegral

fgodV(?):ff(x)dx/g(y)dy[h(z)dz. 6.72)

Zu beachten ist jedoch, dass durch die Begrenzungsfunktionen von V gemiafd Ab-
schn. 6.4.2 eine Verkniipfung der iterierten Integrationen vorhanden sein kann!

Im betrachteten Beispiel ist das in der Tat der Fall. Dies erkennen wir aus den Randfunk-
tionen, die wir uns mithilfe der Abb. 6.24 tiberlegen; dabei ist die Wahl getroffen worden:
Erst iiber z integrieren (Siule S(x, y)), dann iiber alle Sdulen einer Scheibe F(x), d.h.
tber y integrieren, schliefSlich alle moglichen Scheiben abfegen, also iiber x integrieren.
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Abb. 6.24 Zerlegung des Integrati- z A
onsvolumens in Scheiben und dieser in 6
Sdulen parallel zur z-Achse. Die Glei-
chung der Begrenzungsfliche F ist
2x+2y+2z=6

Sdule S(x, y)

Scheibe F(x)

Die Randfunktionen gewinnen wir so: Die Sédule S(x, y) durchstofle die Oberfliche des
Integrationsgebietes bei z;(x, y) und z,(x, y). Offenbar ist z;(x, y) = 0; z2(x, y) liegt
auf F, folgt also aus der Gleichung der Dreiecksfliche zu z;(x, y) = 6 — 2x — 2y. Beim
Summieren iiber y treten alle Werte auf von y;(x) = 0 bis y2(x) = 3 — x; denn der
grofitmogliche y-Wert liegt auf der Schnittgeraden von F mit der Ebene z = 0. Die x-
Werte schliefllich beim Summieren iiber alle Scheiben laufen von x; = 0 bis x, = 3.

Mit diesen Randfunktionen als Integrationsgrenzen lautet das gesuchte Volumen-
integral
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2. Schon am Anfang von Abschn. 6.3.4 war darauf hingewiesen worden, dass auch Vo-
lumenintegrale uneigentlich sein kénnen. Dies kommt in den physikalischen Anwen-
dungen sogar sehr oft vor. Entweder erstreckt sich V' bis unendlich oder der Integrand
wird singuldr. Wir studieren die Verhiltnisse exemplarisch. Sei ¢ = 1/r". Existiert
[ (1/r")d’r? (Man kann auch n verschieden wihlen fiir r — oo oder r — 0.)

Wir benutzen sphirische Polarkoordinaten fiir das Volumenelement d*r, also Formel
(6.68). Uber die Winkel kann man sofort integrieren - und erhilt 47 - sofern V kugel-
symmetrisch ist.

1 r? 41
f —nd3r = 4nf —dr = 3 =" + const .
r r -n

Hieraus kann man schliefen:

(a) Bezuglich der Singularitit des Integranden an der Stelle r = 0 existiert das uneigent-
liche Integral, falls 3 — n > 0, also n < 3. Selbst der fir r — 0 ziemlich singuldre
Ausdruck 1/r* kann noch 3-dimensional, also raumlich, iiberintegriert werden.

(b) Im Falle der unendlichen Ausdehnung des Integrationsgebietes, Ry — oo, existiert
das uneigentliche Integral, falls 3 — n < 0, d.h. n > 3. Also:

¢(r) ist volumenintegrierbar, falls
1. ¢ bei r = 0 schwicher als 1/r° singular wird,

2. ¢ asymptotisch stirker als 1/7° abfallt. (6.73)

Die Herleitung zeigt, dass der Grenzfall 3 genau die Dimension D des Raumes widerspie-
gelt! Bei 1-dimensionaler Integration findet man natiirlich die fritheren Ergebnisse aus
Punkt 6 in Abschn. 5.4.2 und Punkt 5 in Abschn. 5.4.4 wieder.

6.4.6 Ubungen zum Selbsttest: Volumenintegrale

1. Rauminhalte von Gebieten V lassen sich als Volumenintegrale mit ¢ = 1 als Integran-
den bestimmen. Berechnen Sie so das Volumen eines Zylinders der Hohe /1 und des
Durchmessers 2R. (Benutzen Sie kartesische und zylindrische Koordinaten.)

2. Man bestimme nach dieser Methode das Volumen einer Kugel vom Radius R. (Man
verwende verschiedene Koordinatensysteme.)

3. Die Ladungsverteilung eines Atomkerns sei niherungsweise durch p(r) = % zu be-
schreiben. R ist als Radius des Kerns zu interpretieren. Skizzieren Sie p(r). Wie grofd ist
die gesamte Ladung des Kerns?
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4. Das Dipolmoment einer Ladungsverteilung p(#) wird durch das vektorielle Volumen-
integral p = [ 7p(7¥)dV(7) definiert. Man berechne die Komponenten [ x;pdV des
Dipolmomentes einer gleichmiflig geladenen Kugel vom Radius R.

5. Kénnen Sie in Aufgabe 4 die Uberlegungen zur §-Funktion und deren Eigenschaften
aus Abschn. 5.6 so verallgemeinern, dass Sie das Dipolmoment zweier Punktladungen
e im Abstand d als |p| = e d verifizieren?

6. Das Trigheitsmoment einer Massenverteilung mit der Dichte p(7) ist der Tensor ®;; =
8ijqkk — qij. Dabei bedeutet g;; das tensorielle Volumenintegral q;; = [ x;x;p(7)dV (7).
Bei g ist die Summenkonvention wie iiblich zu beachten. Wie grof} sind die fiir Dreh-
bewegungen des Korpers bestimmenden Komponenten des Tensors g;;, falls der Kérper
a) quaderformig oder b) kugelférmig ist? Die Massendichte sei als konstant angenom-
men, p(7) = po. Legen Sie das Koordinatensystem zweckmafig; hangt das Ergebnis von
seiner Wahl ab?

Abschlieflend eine leichte, wenn auch formale Aufgabe.

7. Berechnen Sie das Volumenintegral iiber a) das Vektorfeld A = (2xz, —x, y*) sowie b)
das zugehérige skalare Quellenfeld divA. Das Gebiet V habe die Oberflichen x = 0;
y=6;y=0;z=x%z=4. Zeichnen Sie V auf!



Die Integralsatze

Wir haben uns nun mit der Integrationsidee beschiftigt, ihrer physikalischen Motivation,
den wichtigsten Rechenregeln sowie zuletzt mit den verschiedenen Integralen iiber Felder.
Insbesondere Kurven-, Flichen- und Volumenintegrale werden fiir die Formulierung vieler
Naturgesetze benétigt.

Dieses Kapitel soll nun der Untersuchung des engen Zusammenhangs zwischen den
Vektorintegralen tiber Felder und der vektoriellen Ableitung, dem Nabla-Operator, dienen.
Dieser Zusammenhang tragt nicht nur zur Interpretation bei, sondern wird uns eine oft sehr
niitzliche Umformung der verschiedenen Integrale ineinander ermdglichen. Das geschieht
mittels der berithmten Integralsitze von Gauf$ und Stokes. Insbesondere werden wir mittels
des Gauf3schen Satzes eine Verallgemeinerung der partiellen Integration auf Vektorintegra-
le vornehmen kénnen, die von gréfiter praktischer Bedeutung ist.

7.1 Die Darstellung des Nabla-Operators
durch den Limes von Flachenintegralen

Wir haben gelernt, den Fluss eines Vektorfeldes A(7) durch eine Fliche als Flichenintegral
darzustellen, s. Abschn. 6.3. Wir hatten schon vorher gelernt — Abschn. 4.4.3 - den Fluss
durch eine geschlossene Fliche mit der Quellstirke des Feldes zu verkniipfen, mit seiner
Divergenz. Dieser Zusammenhang soll jetzt vertieft werden.

Die Divergenz ist allerdings nur eine Form der Wirksambkeit des Nabla-Operators. Man
kann auch die anderen vektoriellen Formen (neben div noch grad, rot) mit dem Fluss, d. h.
dem Oberflichenintegral, verkniipfen (s. etwas spiter).

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_7, 277
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Abb.7.1 Fluss eines Vektorfeldes durch die
Oberfliche AF einer Umgebung AV eines
herausgegriffenen Punktes 7

A@r)

Normalen nach aufien

7.1.1 Integraldarstellung von div

Ausgehend von der in Abschn. 4.4.3 gewonnenen Erkenntnis, dass der Gesamtfluss durch
die Oberfliche eines kleinen Quaders AxAyAz an der Stelle (x, y, z) im Definitionsbereich
eines Stromungsfeldes j(7) niherungsweise AxAyAz divj(7) ist, iiberlegen wir jetzt allge-
meiner und genauer so:

Gegeben sei ein Vektorfeld A(7). Es interessiere uns das Verhalten von A an einer spezi-
ellen Stelle 7, beliebig, aber dann festgehalten. Wir legen um 7 herum ein ,,kleines“ Volumen
AV mit der (geschlossenen!) Oberfliche AF. Es ist also 7 € AV sowie A in ganz AV defi-
niert, s. Abb. 7.1. AV ist sonst beliebig, nur soll AF glatt sein, damit das Oberflidchenintegral
bildbar ist.

Betrachten wir nun

1 L —>

— ¢ A-df,

v P Adr
AF

den Fluss von A durch die Oberfliche, pro Volumen.

Falls(!) AV speziell als Quader gewdhlt sein sollte (wie in Abb. 4.9), kennen wir das
Ergebnis schon aus Abschn. 4.4.3. Wir rechnen noch einmal gemif3 den Regeln tiber Fla-
chenintegrale:

f A- d_])‘ = f Al(x+Ax,y',Z')dy'dz" + f (-Ai(x,y'Z"))dy'dZ’
AF »rechte Seite® »linke Seite®

+ Integrale tiber die anderen Seitenflichen.

Dabei ist die Normalenrichtung verabredungsgemif} stets aus AV heraus gerichtet. So-
fern nun A stetig differenzierbar ist, kann man A;(x + Ax,y’,Z") = Ai(x,y',2') +

% (%, y',2") Ax mit geeignetem Zwischenwert % € (x,x + Ax) schreiben sowie den Mit-

telwertsatz der Integralrechnung anwenden. Man erhalt

A A
AxA{ %(i,y’,z')dy'dz’ = %(i,)’/,é)AxAyAz.
VAxX
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Es folgt (immer noch in diesem Spezialfall)
— (%, ),z = % 0,2) .

Wenn man nun immer kleinere Quader betrachtet, also schliefSlich den Limes Ax — 0,
Ay — 0, Az — 0, miissen alle Zwischenwerte 7, 7, ¥ gegen 7 streben, dem einzigen Punkt in
der Volumenschachtelung.

Wir erhalten (Normalen nach aufen)

Al‘%loﬁfA df = divA . 7.1)

Es leuchtet wohl ein, dass die Form der Volumina in der Folge AV — 0 bei den
verwendeten Schliissen nicht so wichtig sein sollte. Wesentlich allein ist, dass man die Mit-
telwertsétze anwenden kann. Deshalb kénnen wir sagen:

Sofern der Limes AV — 0 fiir jede Folge von sich auf 7 € AV zusammenziehenden Volu-
mina mit glatter Oberfldche existiert und jeweils gleich ist, definieren wir diesen Limes als
,div A, auch wenn A nicht differenzierbar sein sollte. Wenn A jedoch stetig differenzierbar
ist, gilt dariiber hinaus unsere frither als Definition verwendete Formel

o1 - = - 0A; 0A, O0A3
lim — jDrA~d =divA= —+—+—. 7.2
=0 AV f = div ox i dy " 0z 2

Denn dann kann man ja Quader wdihlen und beweist diese Tatsache durch die eben durchge-
fithrte Rechnung.

Es versteht sich wohl von selbst, dass mit dem Symbol AV — 0 stets auch gemeint ist, dass
auch der maximale Durchmesser der AV gegen null geht.

Wer sich iiber den Nutzen der allgemeineren div-Definition (7.1) fiir die Physik weitere
Gedanken machen méchte, sei verwiesen auf Miiller (1969)." Hier geniige das Folgende.

Die Darstellung der Divergenz gemafd (7.1) vermeidet die explizite Benutzung der kar-
tesischen Koordinaten, die in der &lteren, engeren Formel (7.2) ja vorkommen. Da wir
schon wissen, wie bedeutsam eventuell andere, krummlinige Koordinaten sind, miissen
wir uns dariiber Gedanken machen, wie div A in diesen aussieht. Gleichung (7.1) bietet
einen bequemen Ansatz: Man berechnet das Flichenintegral sogleich in den gewiinschten
Koordinaten!

Ein weiterer grofler Nutzen liegt darin, dass (7.1) bereits den Kern des Gauf3schen In-
tegralsatzes enthalt. Wir werden diesen in Abschn. 7.2.1 aus der Integraldarstellung der
Divergenz herleiten.

! Miiller, C.: Foundations of the Mathematical Theory of Electromagnetic Waves. Berlin-Heidelberg-
New York 1969
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7.1.2 Integraldarstellung von V allgemein

Die Quellstirke eines Vekorfeldes A, also div A, ist hinsichtlich des Vekforcharakters des
Nabla-Operators V = (9, 9, d3) nur eine interessierende Bildung partieller Ableitungen.
Um auch fiir grad und rot eine zu div aus (7.1) analoge Darstellung durch einen Limes von
Flachenintegralen zu finden, benutzen wir unseren fritheren Trick.

Sei A das spezieller gestaltete Vektorfeld A = dg(7) mit beliebigem, aber rdumlich kon-
stantem Vektor d und beliebigem Skalarfeld ¢(7). Dann kann 4 in (7.1) vor das Integral
und den Limes gezogen werden. Es folgt

1 Y.
Al‘llrllo HAF pdf =gradg. (7.3)

Auch dies ist fiir stetig differenzierbare Felder ¢(#) unser fritheres Ergebnis, (grad ¢); =
0¢/0x;, anderenfalls als Definition aufzufassen.

Komponentenweise gilt (7.3) nur in einem ortsunabhéngigen Koordinatensystem, also in
kartesischen Orthogonalsystemen. Um namlich die i-Komponente von grad ¢ zu bestim-
men, hitte man mit €; zu multiplizieren. Falls nun ¢é; von Ort zu Ort anders wire, musste
man €;(7) an der Stelle 7 nehmen, an der grad;¢ bestimmt werden soll. Auf der linken

Seite von (7.3) ist dann aber €;(7) - d—_)f (7") nicht gleich der i-Komponente des lokalen Fla-

chenelementes d_])‘ (7'); beim Integrieren dndert sich auflerdem 7. Fiir die Berechnung der
Komponenten von grad ¢ in krummlinigen Koordinaten (s. Kap. 8) ist folglich (7.3) nicht
so zweckmaflig.

Um die Wirbel zu finden, verwenden wir das Feld d x A(7) mit beliebigem, konstantem
d. Falls A stetig differenzierbar ist, also die alten V-Regeln aus Abschn. 4.6.2 gelten, ist
div(dxA) = V-(@xA)=-V-(Axd)=—(VxA)-d. Analog § (lefi)‘af =a-¢§ Echf).
Da a beliebig (jedoch konstant), schlieflen wir

lim —— ¢ df x A = rotA 7.4
A\I/Toﬁ fxA=rotA. (7.4)
AF

Komponentenweise gilt auch (7.4) nur im ortsunabhéingigen (also im kartesischen) Ko-
ordinatensystem. Die Formel entstand namlich durch ,, Kiirzen® eines konstanten Vektors 4
und auch die ey, €,, €, wiren konstant. Das zu (7.3) Gesagte gilt analog.

Wir fassen die Ergebnisse in einer gemeinsamen Formel zusammen:
Integral-Definition des Nabla-Operators:

1
Vo..=lim — ¢ dfo..., (7.5)

wobei o.... bedeutet -A, ¢ bzw. xA. Dadurch werden div, grad und rot definiert. In Anwen-
dung auf stetig differenzierbare Felder stimmt (7.5) mit der fritheren Definition {iberein.
(Normalenrichtung stets aus AV heraus.) In kartesischen Koordinaten kann man (7.5) auch
komponentenweise lesen.
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Noch einmal sei angemerkt: Bei der Anwendung auf krummlinige Koordinaten (sieche Kap. 8)
ist (7.5) nur in der skalaren Form (7.1), also fiir o... = -A, von besonderem Nutzen. Genau
dann tritt das i. Allg. ortsabhingige lokale Koordinatendreibein €y, €., €., nicht explizit im
Flichenintegral in Erscheinung. Natiirlich sind (7.3) und (7.4) auch in krummlinigen Koordi-
natensystemen giiltig, jedoch nur schwer auszuwerten. Deshalb leitet man sich Darstellungen
von grad ¢ bzw. von rot A in allgemeinen, krummlinigen Koordinaten besser aus anderen,
némlich skalaren Bildungen her, s. Abschn. 8.2.1. Insofern spielt die Integraldarstellung (7.1)
gerade fur die Divergenz eine Sonderrolle.

7.2 Der GauBlsche Satz

Wir kénnen jetzt einen fiir Physiker wegen seiner besonderen Wichtigkeit fundamentalen
Satz herleiten und anwenden.

7.2.1 Herleitung und Formulierung

Die Integraldarstellung (7.1) der Divergenzoperation div sagt aus, dass vor der Ausfithrung
des Grenzwertes, also fiir ein kleines, aber endlich grofies Volumen AV um einen Aufpunkt
7 gilt
5{ A-F=AVdivA(F) + AVO(AV) . (7.6)
AF

Dabei strebt 0(AV) — 0, falls AV — 0, ist also ein kleiner Rest.

Wir legen nun ein weiteres, ebenfalls kleines Teilvolumen AV, um einen benachbarten
Aufpunkt 7,. Seine Oberfliche AF, falle teilweise mit AF zusammen. Fiir Quader (die wir
als bequeme, aber zuldssige Form der Volumina in (7.1) wéhlten) verdeutlicht das Abb. 7.2.

Auch fir das zweite Volumen gilt eine (7.6) entsprechende Gleichung. Wir addieren
beide

95 Ad—])‘ + 95 Ad—])‘ = AVidiv A(#,) + AVydiv A(F,) + kleiner Rest.

AF, AF,

Dabei wurde zur einheitlicheren Bezeichnung der Index 1 fiir den Beitrag des urspriingli-
chen Teilvolumens AV benutzt. AF, heifit also, diese Fliche umfasst den Aufpunkt 7.

Uber die gemeinsame Seitenfliche Fg (in Abb. 7.2 schraffiert) wird in beiden Oberfla-
chenintegralen integriert. Ein wichtiger Unterschied allerdings besteht: Da die Normale
stets aus AV heraus zeigt, ist die Flichennormale von Fj als Teil von AF, genau entgegen-
gesetzt zur Normale von Fg, aufgefasst als Teil von AF,. Deshalb ist A-fiy = —A - iy auf
Fg, sodass sich der Beitrag von F, aus dem ersten Integral mit demjenigen aus dem zweiten
genau kompensiert!

Wenn aber die gemeinsame Trennfliche keinen Beitrag zur linken Seite der Gleichung
liefert, bleibt allein das Integral @iber die einhiillende Oberfliche des vereinigten Gebietes
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Abb.7.2 Zwei Quader AV}, AV,, im Vek-
torfeld A(7) um zwei Aufpunkte 7, € AV;,
72 € AV, mit gemeinsamer Seitenfliche F

AVy U AV, tibrig. Wir bezeichnen sie mit AF;.,.

95 A d—])‘ = divA(#)AV; + div A(7,) AV, + Kleiner Rest .
AFy4

Dieses Spiel konnen wir nun fortsetzen und vorn, oben usw. immer mehr Quader AV;
um Aufpunkte 7; anfiigen. Stets fallen die Trennflichen bei der Oberflichenintegration her-
aus und es verbleibt die Oberflichenintegration iiber die einhiillende Oberfliche Fy 2 4+n
der Vereinigung U AV; aller Teilvolumina.

Auf diese Wei;e kann man offenbar ein vorgegebenes grofies Volumen V mit der Ober-
fliche Fy mit Quadern ausschopfen (sofern V ganz zum Definitionsbereich des Feldes
gehort). Im Allgemeinen bleiben am Rand eines beliebig geformten V kleine Restbereiche
frei, d.h. Fi4o4 4+, stimmt nicht vollig mit Fy tiberein. In

— n
yg A-df = divA(F;)AV; + kleiner Rest
4 i=1
soll der ,,Rest* den kleinen Fehler mit erfassen, der durch den Ersatz von Fj,,,..., durch
Fy entsteht — neben dem aus (7.6) verursachten.

Unsere Konstruktion hat offenbar in V' eine Zerlegung in Teilvolumina erzeugt, wie
wir sie aus Abschn. 6.4.1 zur Berechnung von Volumenintegralen kennen. Verfeinern wir
sie, dndert sich auf der linken Seite nichts, da hier die Trennfldchen ja nicht mehr vor-
kommen. Auf der rechten Seite wird der ,,Rest” immer kleiner, denn F;, ., — Fy und
| > AV;0(AV;)| < (X; AV;)| max 0(AV;)| — 0. Die div-Summe aber ist augenscheinlich ei-
ne typische Riemannsumme, sérebt also gegen ein Integral, und zwar das Volumenintegral
mit dem Integranden ¢(7) = div A(7).
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Damit haben wir konstruktiv folgendes Ergebnis bewiesen:

» GauBscher Satz Gegeben sei ein Vektorfeld A(7), darin ein Volumen V mit einer (ge-
schlossenen) Oberfliche Fy, deren Normale nach auflen gerichtet sei. Dann gilt folgender
Zusammenhang zwischen Oberfldchen- und Volumenintegral

fﬁ.cﬂ’f:fdiv,&’dv. (7.7)
Fy v

Dadurch werden die Eigenschaften des Feldes A im Inneren eines Volumens — insbesondere
seine Quellen — mit denen auf der Oberfliche — insbesondere dem Fluss — verkniipft. Die
physikalische Bedeutung dieses Sachverhaltes ist wohl evident. Doch spielt dieser Gauf3sche
Satz (7.7) auch mathematisch und fiir praktische Rechnungen eine bedeutende Rolle.

Heute bezeichnet man (7.7) oft als Satz von Gauf3-Ostrogradski, da er von beiden unabhingig
voneinander gefunden worden ist.

7.2.2 Beispiele und Erlduterungen

Wegen der Wichtigkeit des Satzes sollen die zwecks besserer Einpragsamkeit zunachst aus
der Formulierung weggelassenen Voraussetzungen am Ende dieses Abschnitts nachgeholt
werden. Vorher mogen Beispiele den Nutzen des Gauf3schen Satzes verdeutlichen

1. Wie grofd ist das Oberflichenintegral tiber eine Wiirfel-, eine Kugel- o. 4. Oberfliche im

Feld A(7) = 72
¢?~c1—j)f:f(div?)dV:/3dV:3V
14 14

F

Die Form des Gebietes geht gar nicht mehr ein, nur [ dV = V, der Rauminhalt.
2. Leicht ist auch der Wirbelfluss durch eine geschlossene Fliche zu berechnen.

jlg(rotﬁ)~(Tf):fdivrotng:/OdV:O
v v

F

Da der Gesamtfluss eines Wirbelfeldes durch eine geschlossene Oberfliche 0 ist, miissen
Wirbel also entweder ganz in V verlaufen oder es gehen an einigen Stellen so viele hinein
wie an anderen herauskommen.

3. Die globale Quellstirke eines Feldes A, das auf dem Rande Fy des interessierenden Ge-
bietes V verschwindet, muss null sein. Denn

fdivAdV: yggd_f: 5156«1_}:0, da A(F) = 0 vorausgesetzt .
\4 Fy Fy
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a b
F,
F F,
\ /
R
F=F UF,
F=F UF, V=V,uV,

Abb. 7.3 Beispiele von Gebieten, bei denen das Oberflichenintegral und eventuell auch das Volu-
menintegral im Gauf3schen Satz aus Stiicken besteht

4. Merke: Die Oberfliche F kann je nach Art des Gebietes V' eventuell aus mehrfach zu-
sammenhingenden oder aus mehreren, nicht zusammenhingenden Teilen bestehen.
Beispiele zeigt Abb. 7.3. Denn evidenterweise kann man in der durchgefiihrten seifen-
schaumdhnlichen Ausfiillung eines Gebietes V' mitkleinen Zellen AV; auch solche, nicht
einfach zusammenhéingenden Gebiete G erfassen. G darf auch Locher enthalten.

5. Eine genauere mathematische Formulierung der Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit des
Gaufischen Satzes hat festzustellen:®
(a) V soll ein regulires Gebiet sein.

(b) Fy, die Oberfliche, soll reguldr sein.

(c) A(F) soll stetig in V sowie stetig differenzierbar in jedem reguliren Teilbereich sein,
der ganz in V liegt. Dann kann div A als 0;A; verstanden werden.

Dabei heif3t ein Gebiet ,,regular, wenn es endlich und abgeschlossen (im R?) ist sowie

von hochstens endlich vielen geschlossenen reguldren Oberflichen umrandet wird.

Eine Oberfldche heif3t ,,reguldr, wenn sie aus hochstens endlich vielen reguldren Fla-

chenstiicken in glatter Weise (d. h. mit glatter Randkurve) zusammengesetzt ist.

Ein Flachenstiick heif3t ,,reguldr, wenn fiir mindestens ein kartesisches Koordinaten-

system eine Darstellung x3 = f(x;, x,) mit stetig differenzierbarer Funktion f existiert.

Wir nennen regulidre Gebiete mit reguldrer Oberfldche kurz ,.glatt®.

6. Unendlich ausgedehnte Gebiete kann man im Gauf3schen Satz zulassen, indem man die
Integrale wie iblich als uneigentlich versteht, d. h. V als Limes glatter, endlicher Gebiete
darstellt.

% Hingewiesen sei auf das gegen Ende von Abschn. 7.1.1 erwiihnte Buch von C. Miiller (1969), sowie
Kellog, O. D.: Foundations of Potenzial Theory, 1929.
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7.2.3 Allgemeine Form des Gauf3schen Satzes

In Abschn. 7.1.2 hatten wir uns tiberlegt, dass nicht nur fiir die Divergenz, sondern fiir den
Nabla-Operator allgemein eine Darstellung als Flichenintegrallimes gilt, zusammengefasst
in (7.5). Daher kann man die Formel (7.7) fiir den Gaufischen Satz entsprechend umfor-
mulieren. Die spezielle Form A = d¢(7) mit konstantem d (siehe Abschnitt 7.1.2) fithrt auf
die vektorielle Gleichung

jqu)d—f): /gradgodV. (7.8)
v

Fy

Dies ist der GaufSsche Satz fiir skalare Felder.

Setzen wir in (7.7) das Feld a x K(?) ein, so konnen die Integranden wie vor (7.4) um-
geformt werden. Die Koeffizienten vor dem beliebigen Vektor d miissen wieder gleich sein,
sodass wir erhalten:

jﬁcT]’foe/mtA’dv. (7.9)

Fy v

Die drei Formen, in denen uns der Gauf3sche Satz entgegentritt, lassen sich symbolisch
so zusammenfassen (und merken!):

Jq§ dfo.. f dvio. (7.10)

Das Zeichen o... bedeutet wieder -A, ¢ oder xA. Komponentenweise lesen darf man
(7.10) in ortsunabhidngigen (in kartesischen) Koordinatensystemen. Im speziellen Fall
o...=-A (also (7.7)) ist wegen der Unabhiingigkeit der Integranden von den Koordina-
tenrichtungen ¢, die Ubertragung in krummlinige Koordinatensysteme leicht mdglich.

Sehr tibersichtlich und bequem zu behalten ist die Formulierung des GaufSschen Satzes
in kartesischen Komponenten

jgdf, . /dva (7.11a)

i = 1,2,3 und im D-dimensionalen Raum i = 1,2,...,D. Anwenden kann man diese
symbolische Gleichung auf A; (Summenkonvention beachten!) und bekommt die ur-
spriingliche Form (7.7); auch auf ¢ und bekommt die Vektorgleichung (7.8) sowie aufe;x A ;
und findet die k-Komponente der Vektorgleichung (7.9) wieder.

Die Essenz des Gauf3schen Integralsatzes ist aus (7.11) besonders deutlich zu erkennen:
Ein (geschlossenes) Oberflichenintegral wird mit dem Volumenintegral iiber die Ableitung

des Feldes verkniipft:
dfi =dVvo;. (7.11b)
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7.2.4 Der Gauf3sche Satz in D Dimensionen

In der von der Symbolik div, grad, rot losgelsten Komponentenform (7.11) ist der Gauf3-
sche Satz fiir beliebige Dimensionen D richtig. Er findet dann z. B. Anwendung bei ebenen
Problemen (also D = 2, s. u.) oder in der Relativititstheorie (D = 4) usw.

Warum ist diese Behauptung richtig? Nun, auch wenn man fiir einen D-dimensionalen Qua-
der das wohldefinierbare Integral

R 1
Avl(llglao AV(D) 55 dfidi
AF(D-1)

ausrechnet, kann man stets zwei gegeniiberliegende Seiten-Hyperflichen zusammenfassen
underhdlt A; (... xi+Ax;...)—Ai(...xi...) = %Axi firrjedes i = 1,2, ..., D. Folglich gilt
(7.1), also (7.6) usw.

Was besagt der Gauf3sche Satz etwain D = 2 Dimensionen, also fiir Felder in der Ebene? Jetzt
istA 2 (A, A »). »Volumen*“-Elemente im R? sind offenbar ebene Gebiete, deren Gréfe
durch dV 2 dxdy zu kennzeichnen ist. ,,Flachen“-Elemente sind folglich 1-dimensionale
Gebilde; sie haben die Grof3e eines Stiickchens der Berandung, also des Kurvenstiicks |(T;|,
und die Richtung senkrecht zur Randkurve, s. Abb. 7.4. Als Richtung 7 senkrecht zu dr
finden wir aus

ﬁ-d—f)znldx+n2dy:0,

dass # ~ (dy,—dx). Da |#| = 1 sein muss, ist i = (dy, —dx)/|<T;|, also d_f) = ﬁ|cT;| =
(dy, —dx). Leicht erkennt man auch, dass dieser Vektor aus dem Gebiet V zeigt, wenn man
die Randkurve C mathematisch positiv durchléuft.

Damit kénnen wir als Gaufischen Satz im R? hinschreiben:

0A
yg(Axdy—Aydx) = / dxdy IAx +—2. (7.12)
J J 0x dy

Zwar ist der Sinn der linken Seite als Integral entlang einer Kurve C klar; eine etwas
andere Form als die uns aus Abschn. 6.2.2 vertraute hat der Integrand jedoch.

Um auf die bekannte Gestalt 4 - dr zu kommen, betrachten wir das dem Felde A =
(Ax,A,) zuzuordnende Feld A= (A y>—Ay). Hierfiir lautet (7.12) unter Fortlassung des
Strichs

oA
2 an) ) (7.13)

Ay A = —
f( dx +A,dy) Gfdxdy( x 3y

In der Ebene spielt der Gauflsche Satz sowohl in der Form (7.12) als auch (7.13) eine
Rolle. Wihrend sich natiirlich (7.12) véllig in (7.11) einordnet, wird (7.13) den Weg zu
einem weiteren fundamentalen Satz er6ffnen.

Wir kénnen némlich die linke Seite als gewohnliches, riumliches Kurvenintegral ¢ e
dr lesen, sofern entweder A3 = 0 ist oder die Kurve in der 1-2-Ebene liegt und daher dz = 0.
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Abb.7.4 Zur Interpretation des Gauf3schen F2C
Satzes in zwei Dimensionen "

"
dr = (dx, dy)
als Vektor des Kurvenstiicks

Der rechte Integrand ist aber gerade die 3-Komponente von rot A, also &;-rot A. Beachtet
man noch, dass dxdye; als gerichtetes Flichenelement im R* anzusehen ist, so kann man

(7.13) als
jgﬁ~d_;: /(i_])‘~rotﬁ (7.14)

C G

lesen. Dies wird als Ausgang dienen, um den Stokesschen Satz zu verstehen, s. die Ab-
schn. 7.5 und 7.6.

In D = 1 Dimension gibt uns der Gaufische Satz leider nichts Neues, sondern ist uns
lingst wohlbekannt. Hier ist A einkomponentig, also A 2 f(x). Ferner ist das Volumen
V jetzt 1-dimensional, also dV = dx, V 2 (a,b), ein Intervall. Die Randfliche Fy ist 0-
dimensional, besteht also aus den Punkten a und b. Formel (7.11) liefert uns damit einen
alten Bekannten:

b df
af dx o = f(b) - f(a).

N
In D = 4 Dimensionen istdV = d*r = dx;dx,dx3dxs und d f ist 3-dimensional. Letzteres

N
heif3t, d f ist ein Vektor mit vier Komponenten df;, i = 1,2, 3, 4, deren Gréf3e die Dimension
eines Volumens hat.

0
— =2 d’f;.
E)x,» f

d'v

Anwendungen gibt es z. B. in der Relativitétstheorie.

In diesem verallgemeinerten Sinn bleibt der letzte Satz aus Abschn. 7.1.2 richtig: Der
Gauflsche Satz verkniipft ein D-dimensionales Volumenintegral iiber die Ableitung eines
Feldes mit einem (D —1)-dimensionalen Hyperflichenintegral iiber den Rand des Gebiets.

Eine Zusammenstellung der Integralsitze in D = 4 Dimensionen erfolgt in Abschn. 7.8.
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7.3 Partielle Integration mittels Gau3schem Satz

Der Gauf3sche Satz verkniipft das Integral tiber die Ableitung eines Feldes mit dem Feld
auf dem Rande des Gebietes. Insbesondere in der 1-dimensionalen Form wird man daran
erinnert, dass diese Verkniipfung die Grundlage fiir die Methode der partiellen Integration
ist, s. Abschn. 5.3.2, speziell (5.21) und (5.23).

7.3.1 Methode

Genau nach dem Verfahren in Abschn. 5.3.2 kann man die Methode der partiellen Inte-
gration auf Volumenintegrale iibertragen. Sie lasst sich anwenden, wenn der Integrand ein
Produkt aus einem Feld mit der Ableitung eines anderen Feldes ist.

Sei etwa [ y(7)grad ¢(7)dV zu bestimmen. Der Integrand hat die genannte Form. Es

v
ist
ygradg = grad(yg) — g grady .

So entstehen zwei Volumenintegrale. Beim ersten liegen aber die Voraussetzungen des
Gauf3schen Satzes - speziell in der Form (7.8) - vor. Folglich

fwgradfpdV: jgwpd—f)—/gogradl//dV. (7.15)
v Fy v

Dies ist offensichtlich das Analogon zu (5.23). Man hat die Ableitung von einem Feld
auf das andere ,,ibergewilzt” sowie zusitzlich Randterme des Produktfeldes erhalten. Da
auch diese noch die Form eines (Flichen-)Integrals haben, ist der Name ,,partielle®, d. h.
»teilweise Integration {ibertrieben. Doch erinnert er daran, dass (7.15) bei Reduktion auf
1-dimensionale Gebiete V (also Intervalle) identisch ist mit der fritheren, wirklich teilwei-
sen Integration in Abschn. 5.3.2.

Oft kann man physikalisch die Oberfldche Fy des Gebietes V so wihlen, dass wenigstens
ein Faktor-Feld auf Fy null ist. Unter diesen Umstinden gilt

del//gradfp:—/depgradt//. (7.16)

In dieser Form wird die partielle Integration besonders oft verwendet. Man priife aber
stets sorgfaltig, ob die Randterme beitragen oder nicht!

7.3.2 Beispiele

Mit dem Gebrauch der Methode der partiellen Integration macht man sich am besten durch
Ubung und Beispiel vertraut. Im Grunde ist nichts weiter zu beachten als die Vektorrechen-
regeln des Nabla-Operators in Verbindung mit dem Gauf3schen Satz in einer seiner Formen
(7.7) bis (7.9)
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1. Nach demselben Prinzip wie vor (7.15) findet man

f(pdiv/idV: —/E~gradgodV+jDr(pA-d_j>f. (7.17)
v v Fy

Versuchen Sie, die zugehérige Nabla-Gleichung hinzuschreiben. Sie lautet ¢V - A =
V- (@A) -A-Ve.

2. Falls A ein Gradientenfeld ist (unter welchen Umstinden?), A = grady, gilt mit
divgrady = Ay

f eAydV = —/grad(p-grady/dV+ 95 gogradt/wd_])f. (7.18)
v v Fy

Diese wohl evidente Formel heif$t manchmal auch 2. Form des Greenschen Satzes.
3. Essoll [ AxgradpdV partiell integriert werden. Wir formen um: Ax V¢ = (Vo) x A =
~V x (@A) + ¢V x A.

/Exgrad(pdV: / (protAdVJr 515 (pffx d—j)f (Vorzeichen beachten!)  (7.19)
Vv \%4 Fy

4. Um die niitzliche Formel

f B-rotAdV = / A-rotBdV + yg(ﬁ x B) - d—j‘ (7.20)
v v Fy

zu verifizieren, rechnen wir so:
B-rotA=B-VxA=(VxA)-B=V-AxB=V.-(AxB)-V-AxB
[ L 4
=diV(A><B)+BxA:diV(AxB)+(V><B)'A

Ein weiteres Beispiel, das historisch frither gefunden wurde und oft angewendet wird, ist
der sog. Greensche Satz oder die sog. 1. Form des Greenschen Satzes, der im folgenden
Abschnitt angegeben wird. Manche Autoren bevorzugen die umgekehrte Numerierung
der Greenschen Formeln. Im Grunde ist stets der Gauf3sche Satz gemeint, in der einen
oder anderen Spezialisierung.

7.3.3 Der Greensche Satz

Wir betrachten [ [@Ay — yAgp]dV fiir zwei skalare Felder, wobei wie iiblich A = div grad
bedeutet. Partielle Integration beider Terme liefert

- [ (50 Sy-Vy-Volav+ § [pTy - yTe]-df .

v Fy



290 7 DieIntegralsatze

Das Volumenintegral ist aber offenbar identisch zu null, weil [...] = 0.

» Greenscher Satz Seien ¢, v je zweimal stetig differenzierbare Felder, V ein regulires Ge-
biet mit reguldrem Rand Fy. Dann gilt

f [pAy - yAp]dV = j5 [pgrady - ygradp] - df . (7.21)

% Fy

Dieser Satz wurde von George GREEN verdffentlicht.” Heute erscheint uns dieser sog. I.
Greensche Satz als ein gar nicht separat merkenswerter Spezialfall des Gauflschen Satzes,
aber:

»Der Satz ist in Art. 3 der Abhandlung (l. c.) in voller Allgemeinheit ausgesprochen und
bewiesen, wobei natiirlich nicht vektoriell, sondern kartesisch gerechnet wird. GREEN be-
weist seinen Satz durch partielle Integration. ... Der Gaufische Satz war GREEN offenbar nicht
bekannt.“

Nach diesem kleinen historischen Exkurs sei auch dem um physikalische Motivation
bemiihten Leser zum wiederholten Male Unterstiitzung gegeben. Sommerfeld sagt (1. c.):

»Wir kommen jetzt zum ,Kénig* der vektoriellen Integralsitze, dem Satz von GREEN. Seine
Anwendung in der mathematischen Physik ist unerschépflich. In der Potenzialtheorie, fiir die
er von GREEN erdacht worden ist, spielt er eine beherrschende Rolle; in der Hydrodynamik,
Elektrodynamik, Optik ist er unentbehrlich. Aber auch in der reinen Mathematik ist er von
grofitem Nutzen. RIEMANN hat auf ihn (in 2-dimensionaler Spezialisierung) seine Theorie
der komplexen Funktionen gegriindet; auch in der Variationsrechnung, in der Theorie der
Eigenfunktionen sowie Integralgleichungen begegnet man ihm auf Schritt und Tritt.“

Es ist wohl klar, dass dieses Loblied auch dem Gauf3schen Satz gilt.

7.4 Ubungen zum Selbsttest: GauBBscher Satz

1. Berechnen Sie ¢ 7 x d—f) fir einen Zylinder der Hohe h und des Durchmessers 2R, und
zwar einmal direkt und einmal mittels des Gauf3schen Satzes.

2. Gegeben sei das Vektorfeld A = ¢7°. Wie grof ist der Fluss durch die Oberfliche der
Kugel vom Radius Ry um den Koordinatenursprung?
Zeichnen Sie das Feld. Wenn man es als elektrostatisches Feld versteht, kann man die
zugehorigen Quellen, d. h. die Ladungsdichte, berechnen. Welche Gesamtladung ist in
der Kugel?

3 Green, George: Ein Versuch, die mathematische Analyse auf die Theorien der Elektrizitit und des
Magnetismus anzuwenden. Nottingham 1828 (Ostwalds Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr.
61).

4 Sommerfeld, A.: Vorlesungen tiber Theoretische Physik II, §3.
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3. Eine elektrische Punktladung im Punkt 7 = 0 erzeugt das skalare Potenzial ¢ = e/r und
die elektrische Feldstirke E = —gradg. Man bestimme den Fluss des Feldes E durch eine
Oberfliche, die a) die Ladung nicht enthilt, bzw. b) die die Ladung umschliefit. Wenden
Sie den Gauf3schen Satz kritisch an!

7.5 Die Darstellung des Nabla-Operators
durch den Limes von Kurvenintegralen

Der mit Formel (7.14) liegengelassene Faden soll wieder aufgegriffen werden. Da die folgen-
den Uberlegungen hnlich zu denen in Abschn. 7.1fF sind, kann die Darstellung knapper
sein. Das Ergebnis ist eine Verallgemeinerung von (7.14), namlich der Stokessche Satz.
Zwischenstation ist eine Integraldarstellung des Nabla-Operators als Limes von Kurven-
integralen.

7.5.1 Kurvenintegral-Darstellung von rot

Wir wissen schon, dass geschlossene Kurvenintegrale null sind, falls rotA = 0, s. Ab-

schn. 6.2.5. Deshalb ist an (7.14) der Aspekt verstindlich, dass ¢ A- d_; ein Maf fiir rot A ist.
Das kommt noch klarer zum Ausdruclf, wenn man G_s)o klein wihlt, dass rot A fiir die 7 € G
praktisch konstant ist. Dann ist [ rot A-df = rot A- AF + Rest, wobei AF die Richtung von
€s hat und die Gréf8e der Fliche von G. Der Rest ist O(AF 2). Deshalb bilden wir den Limes
AF — 0. Beachten wir noch, dass durch geeignete Drehung des Koordinatensystems € in
jede gewiinschte Richtung 7 gebracht werden kann, so gelangen wir zu folgender wichtiger
Aussage:

1 - - -
lim — jDrAd_; =7-rotA= (rotA); . (7.22)
AF—0 AFC

AF

Der Limes ist zu verstehen als unabhéngig von der Folge der Flachen AF existierend, wenn
diese nur eben und regulir sind, die Richtungsnormale 7 haben und ihr maximaler Durch-
messer ebenfalls nach null strebt. Car ist die jeweilige glatte Randkurve von AF.
Gleichung (7.22) erlaubt folgende allgemeinere Interpretation: Gegeben sei ein Vek-
torfeld A. Betrachtet werde ein Aufpunkt 7 im Definitionsbereich sowie eine Richtung 7
(Abb. 7.5). Dann legen wir um 7 in der Ebene senkrecht zu 7 glatte Kurven Cyp, orientiert
in Rechtsschraubung um 7, und bilden den Limes (7.22). Existiert er im beschriebenen
Sinne, so definieren wir ihn als (rot A); auch dann, wenn das Feld A woméglich gar nicht
differenzierbar sein sollte. Ist A jedoch stetig differenzierbar, so gilt die frithere Formel

. 1 L — -
A1113I—r>10 E % A- df = I‘OtlA = 82A3 - 83A2 s (723)
Car

wobei 7 jetzt gerade als 1-Achse eines Rechtssystems gewahlt worden ist.
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Abb.7.5 Berechnung der 7i-Komponente der Ro-
tation in einem Vektorfeld A(7)

Abb.7.6 Berechnung der Zirkulation fiir 34
einen Rechteckweg um 7. Esist AF = AyAz

—1—7=( 22

oy

y-30y  y+3hy

Die 3. Bemerkung nach (7.2) gilt sinngemaf3.

Selbstverstandlich kann man (7.23) auch direkt verifizieren, also ohne sich auf (7.14)
zu beziehen. Wegen der Unabhingigkeit des Limes von der Kurvenform kann man spezi-
ell kleine Rechtecke wiahlen und - wie vor (7.1) - Taylorentwicklung und Mittelwertsatz
benutzen, s. Abb. 7.6. Dann ist

yﬁg.d?:/Ay(x,y',z—%Az)dy'—/Ay(x,y',z+%Az)dy'

PP, P3Py

1 1
+/Az(x,y+sz,z')dz'—fAz(x,y—EAy,z')dz'

2 Py PyPy

0A 0A
= —AzAy—2(x, 7,2) + AyAz—2(x, 9, 2), q.e.d.
Zyaz(xy2)+yzay(xy2) q.e
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7.5.2 Kurvenintegral-Darstellung von V allgemein

Ahnlich wie die Darstellung von divA als ein Limes von Flichenintegralen durch geeignete
Wahl der Form des Feldes A zu einer Integraldarstellung des ¥-Operators verallgemeinert
werden konnte, ldsst sich auch eine Darstellung als Limes von Kurvenintegralen fiir Nabla
allgemein aus derjenigen fiir rot A herleiten.

Sei speziell A = dg(7). Wegen

i-rot(dag) =i (Vxdp)=—-i-(axVe)=-ad-(Voxi)=d-(ixVe)
kann man in (7.22) wieder Koefhizientenvergleich vor dem konstanten, aber beliebigen Vek-
tor 4 machen:

111:1110 E 515 odr =1 x grade . (7.24)

Car

Wiihlt man als Feld d x A(¥) und beachtet

findet man |
nm—Fjﬁd?xA:(ﬁx@)xA. (7.25)

Man vermutet, dass 7i x V die allgemeine, durch die Zirkulation § d7 o ... vermittelte
Nabla-Operation ist. Diese Ableitung wirkt in der Ebene senkrecht zu n.

Algoﬁjﬁdro (7ix¥)o... (7.26a)

Fiir o. . . gleich ¢ bzw. xA ist dies (7.24) bzw. (7.25), wihrend -A die Ausgangsgleichung
(7.22) liefert. (Denn: (7 x V) - A =#-(V x A) = 7i - rot A.)

Gleichung (7.26a) kann in kartesischen Koordinaten (allgemeiner: bei ortsunabhéingi-
gen Koordinatendreibeinen) auch komponentenweise gelesen werden. Im Falle o... = -A,
also in (7.22), ist der Integrand ein Skalar und enthilt das Koordinatendreibein é, nicht.
Deshalb ist (7.22) zur Ubertragung in krummlinige Koordinaten besonders geeignet, siehe
spater Abschn. 8.2.1.

In kartesischen Koordinaten lisst sich (7.26a) schreiben

lim. . 5{ dxi ... = ey nid) .. (7.26b)

Anwenden kann man diese symbolische Gleichung auf A; (Summenkonvention beach-
ten) und erhalt (7.22); auch auf ¢ und erhilt die Vektorgleichung (7.24); sowie auf €;,,, A
und findet die n-Komponente der Vektorgleichung (7.25) wieder.
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Abb.7.7 Benachbarte kleine, ebene Fli-
chen mit stiickweise gemeinsamem Rand

Hinweis
€ikiNk = €x1ing = 1 - (€] x €;) = ny; bedeutet die Projektion des Normalenvektors 7 auf die Normale
der [, i-Ebene.
In den Formeln (7.5) und (7.26) haben wir zwei verschiedene Integraldarstellungen der Nabla-
Operation zur Verfiigung, einmal durch Flichen- und zum anderen durch Kurvenintegrale.
Speziell im R? sind beide aquivalent, da ,,Flachen® im R? niamlich Kurven sind. Im R® oder ho-
herdimensionalen Rdumen ist das anders. Die Flachenintegral-Darstellung fithrte zum Gauflschen
Satz, die jetzt gefundene Kurvenintegral-Darstellung wird den Stokesschen Satz ergeben.

7.6 Der Stokessche Satz

Er beinhaltet einen Zusammenhang zwischen dem Kurvenintegral tiber ein Feld und dem
Flachenintegral tiber eine beliebige, eventuell auch gekriimmte Fliche, die tiber die Kurve
C gespannt werden kann.

7.6.1 Herleitung und Formulierung

Fir kleine, ebene Flichen AF; um einen Aufpunkt 7; in einem Feld A liefert (7.22)

515 A-d7 = AF, - rotA(?l) + Rest . (7.27)
C

Wir legen um einen benachbarten Aufpunkt 7, eine weitere kleine Fliche, AF,, mit Nor-
male 71, und Randkurve C,. Letztere moge teilweise mit C; zusammenfallen. Es wird
zugelassen, dass 71, nicht parallel zu 7, ist, also n; # 713, s. Abb. 7.7.

Addiert man (7.27) zu der entsprechenden Gleichung fiir die Nachbarfliche, so fallt der
Beitrag des gemeinsamen Stiicks der Randkurven heraus, da dieses im Zuge von C; genau
negativ zum entsprechenden fiir C, durchlaufen wird. Es verbleibt das Kurvenintegral iiber
die gemeinsame einhiillende Randkurve Ci.,.

Das kann man mehrfach machen. Es entsteht eine grofiere Fliche, zusammengesetzt aus

lauter kleinen ebenen Stiicken E um Aufpunkte 7; und einhiillendem Rand Cy ... Die
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Abb.7.8 Eine Kurve C mit Umlaufsinn und

eine von C ,eingespannte®, dariiber , gestiilpte® V F
o

Fliche Fc

=y

Addition aller zugehorigen Beziehungen (7.27) liefert

55 A-dF= zrotg(ﬂ)-ﬁ + Rest .
i=1

Cra24mtn

Die facettenahnliche Fliche ist aber gerade so, wie wir sie von der Definition des Fli-
chenintegrals kennen, siehe Abschn. 6.3.1. Die Summe auf der rechten Seite kann also als
Riemannsumme iiber die Funktion rot A(7) interpretiert werden.

Gibt man sich eine (glatte) Randkurve C vor, gegen die die einhiillende Kurve Ci.....p
strebt, sowie eine dariiber gespannte Flache F¢, gegen die bei immer weiterer Verfeinerung
die Facettenflichen streben, so geht der ,,Rest” — 0, die Summe gegen das Flichenintegral
(zumindest falls rot A stetig, also A stetig differenzierbar ist) und die Zirkulation erstreckt
sich iiber C.

Abbildung 7.8 zeigt ein Beispiel fiir die moglichen geometrischen Verhiltnisse.

Wir kénnen zusammenfassen.

» Stokesscher Satz Gegeben sei ein (stetig differenzierbares) Vektorfeld A (7). Im Definiti-
onsbereich liege eine (glatte) Kurve C mit Umlaufsinn und eine itber C gespannte (regulére)
Fliche F¢. Dann gilt folgender Zusammenhang zwischen dem Kurvenintegral und dem
Fluss des Wirbelfeldes von A:

%A-d?:froui-cﬂ’:. (7.28)
C

Fc

Die Orientierung von F¢ ist so mit derjenigen von C verkniipft: Man umgibt einen beliebi-
gen Punkt 7 der Flache F¢ mit einer kleinen, orientierten Kurve Cy und errichtet in 7 die
Normale #, die von Cy mathematisch positiv umlaufen wird (s. Abb. 7.8). Verschiebt man
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dann Cy und 7 stetig tiber die Fliche, so erhilt man nicht nur die Menge 7 (7) aller Norma-
len und damit eine Orientierung von Fc, sondern man kann am Rand die Orientierungen
von Cp und C vergleichen. Sie sollen tibereinstimmen.

Ein Hinweis soll vor falschem Gebrauch des Stokesschen Satzes warnen. Nicht nur die
Kurve C muss im Definitionsbereich des Vektorfeldes A(7) liegen. Auch fiir die ganze
Fliche Fc muss rot A bildbar sein. Sonst ist (7.28) nicht anwendbar, gestattet also keine
Aussage.

Ein Beispiel moge verdeutlichen, dass diese im Satz genannte Voraussetzung unbedingt
zu beachten ist; sonst macht man Fehler. Durch einen diinnen Draht fliele ein stationérer
Strom I. Er erzeugt ein Magnetfeld B(7), das sich auferhalb des Drahtes als wirbelfrei er-
weist, rot B = 0. Mittels (7.28) kénnte man schlieRen, dass die sog. magnetische Spannung
[ B-d7 (= [ rotB - dF) entlang einer geschlossenen Kurve C, die ganz auferhalb des
Drahtes verlauft, null sei, weil dort ja rot B = 0 gilt. Dies erweist sich als richtig, wenn sich
tiber C eine Fliche spannen lisst, die nirgends vom Draht getroffen wird (s. C; in Abb. 7.9).
Es ist jedoch falsch, wenn C den Draht umschlingt (s. C; oder Cs). Der Stokessche Satz ist
dann gar nicht anwendbar, weil an der Durchstof3stelle des Drahtes durch F¢ die Eigen-
schaft rot B = 0 nicht erfillt ist. .

Ohne hier einen Beweis zu geben, sei erwahnt, dass §. B - dr = 2nl sowie f. B-dF =
3-2nl. Bei n Umldufen der Kurve kommt fiir das Kurvenintegral » - 2nI heraus.

Obwohl rot B = 0 iiberall auSerhalb des Drahtes, ist das Kurvenintegral iiber B also
i. Allg. nicht null, ja hingt von der Art der Kurve ab. Dies ist auch nicht im Widerspruch
zur Gradientendarstellung, wie in den Abschn. 6.2.4 und 6.2.5 besprochen; ist doch wegen
des Drahtes das Gebiet, in dem rot B = 0 gilt, nicht einfach zusammenhiingend.

7.6.2 Beispiele und Erlduterungen

1. Zunichst ein einfaches konkretes Beispiel. Sei A = %E x ¥ (s. Abb. 4.4d) und C der
Kreis vom Radius Ry mit dem Mittelpunkt im Koordinatenursprung sowie in der Ebene
senkrecht zu B.

Dann ist

2m
fAVd?: ll?-jbr?xd?: lB/Rgdgo:BnRZ:BF,
c 2 2 3
wobei F = R} die Fliche des Kreises ist. Der Stokessche Satz liefert das nicht nur schnel-
ler,
§ A-ai- [rotd-aF=B- [ dF-BF,
C Fc Fc

sondern zeigt zugleich, dass es auf die Form von C und damit F¢ im einzelnen gar nicht
ankommt. Es interessiert nur die Grofe der Fliche F senkrecht zu B.

2. Der Wirbelfluss eines Feldes durch eine geschlossene Fliache ist null. Das ist uns schon aus
Abschn. 7.2.2 Beispiel 2 bekannt. Jetzt kdnnen wir auch so schliefSen: Eine geschlossene
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Abb.7.9 Stromdurchflossener, diinner, langer
Draht. C; umschlingt diesen nicht, C; einmal,
Cs dreimal

Flache entsteht, wenn man C, die Randkurve, auf einen Punkt zusammenzieht wie bei

einem Beutel. Dann ist §. ... = 0, da die Kurvenlinge null ist. Folglich gilt
L —
yg rotA-dF=0.
F

3. Hieraus folgt, dass man die in (7.28) vorkommende Fliche F¢ tiber einer festgehaltenen
Randkurve C beliebig (aber natiirlich im Definitionsbereich von A) verformen darf. Es
kommt auf die Wahl der Fliche F. im Stokesschen Satz nicht an, wenn sie nur C als
Rand hat.

Denn verschiebt man sie, etwa von Fc nach F(, soist [ ... = ng et ch—Fg ... We-
gen der Additivitit des Flichenintegrals. Der zweite Summand ist 0, da F¢ —‘F’C eine
geschlossene Fliche ist.

4. Der Stokessche Satz erlaubt es, noch einmal die Frage nach der Unabhingigkeit von
Kurvenintegralen vom Weg iibersichtlich zu diskutieren. Weg-Unabhéngigkeit ist ja
dquivalent dazu, dass geschlossene Kurvenintegrale null sind.

Wenn ¢ A - dF = 0 fiir beliebige, geschlossene Kurven, so wihle man insbesondere eine
Kurve um eine kleine Fliche. Man findet aus (7.28): rot A = 0.

Umgekehrt: Sei rot A = 0 sowie seien geschlossene Kurven C im Definitionsbereich be-
trachtet. Sofern man iiber jede von ihnen (mindestens) eine Fliche F spannen kann, die
ganz im Definitionsbereich verlduft, liefert (7.28): §. A-dF = 0, also die Unabhingigkeit
des Kurvenintegrals vom Weg.

Eine solche Fliche existiert aber offenbar genau dann, wenn der Definitionsbereich
einfach zusammenhingend ist. Denn auf ihr kdnnte man C auf einen Punkt zusam-
menziehen.

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Weg-Unabhingigkeit von Kurvenin-
tegralen in einfach zusammenhingenden Gebieten ist also, wie schon in Abschn. 6.2.5
dargelegt: rot A = 0.
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5. Abschlieflend noch ein weiteres, konkretes Beispiel. Wir betrachten noch einmal Ab-
schn. 6.3.5.2, Aufgabe 1. Das dortige Fliachenintegral soll jetzt mithilfe des Stokesschen
Satzes berechnet werden.

Um [, FA -d f als Kurvenintegral {iber die Berandung von F zu berechnen (also das
Dreieck ABC in Abb. 6.18), stellen wir A als rot K mit einem geeigneten Vektorfeld
K dar. Es sei daran erinnert®, dass dies stets moglich ist, wenn divA = 0. Der Ansatz
K = (2z - 2xy,0,x + 4yz) hat offenbar die Rotation A = (4z,1,2x), wie gewiinscht.
Jemand mag K’ = (z - 2xy, 0, 4xz) bevorzugen. Der Unterschied ist K — K’ = (2,0, x),
also grad(xz), was unter rot sowieso nichts beitriigt. Viele andere K tun es natiirlich
auch.

Der Fluss lautet dann ¢ = [, A-df = [,rotK-df = §.K-dFmit C = C, + C, + Cs.
Es hat C; = AB die Parameterdarstellung 7(t) = (¢,3 - £,0), also 7 = (1, -1,0), wobei ¢
von 3 bis 0 lauft. Entsprechend fiir C, = BC : 7(t) = (0, t,6 — 2t) mit ¢ von 3 bis 0 und
7= (0,1, -2). Schlieflich C3 = CA : 7(t) = (£,0,6 - 2t), t von 0 bis 3, 7 = (1,0, -2). Die
drei Randstiicke liefern folgende Beitrége zu ¢:

3
¢= | K-di= [ K-#dt= [ (-2)t(3-1t)dt=09,
- I

(Zz—Zx)dt:/[2(6—2t)—2t]dt:9.

0

Also ist ¢ = ¢ + ¢ + P53 = 90, wie frither.

7.6.3 Allgemeine Form des Stokesschen Satzes

Es ist wohl klar, dass die Uberlegungen und Ergebnisse in Abschn. 7.5.2 Umformulierungen
des Stokesschen Satzes (7.28) auf vektorielle Kurvenintegrale ermoglichen. Das Feld A =
dg(7) fithrt (7.28) tiber in

95 pdr = f dF x gradg . (7.29)
C F¢

Man vergleiche mit (7.24). Das Feld ¥ x A(7) ergibt
jﬁd?x,i:f(dﬁxﬁ)xg, (7.30)
C F¢

worin man (7.25) wiedererkennt.

> Siehe Abschn. 6.2.9
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Diese verschiedenen Formeln zur Umwandlung eines geschlossenen Kurvenintegrals in
eines iiber die Wirbel des Feldes, die durch eine von C eingefasste Flidche gehen, lassen sich
formal so zusammenfassen und leicht merken:

jﬁd?o..;/(dﬁx@)o... (7.31)
C

Fc

Wie iiblich liefert o... als -A, ¢, xA die speziellen Beziehungen (7.28-7.30). In kar-
tesischen (ortsunabhingigen) Koordinatendreibeinen ist (7.31) auch komponentenweise
richtig.

Auf krummlinige Koordinaten iibertragbar ist der Fall o. .. = -A, weil dann die ortsab-
hingigen Koordinaten-Einheitsvektoren €, nicht explizit auftauchen. Die Zuordnung

— iy =
dF2dFxV (7.32)
des Stokesschen Satzes ist zu kontrastieren mit derjenigen des Gaufschen Satzes,
dF 2dVV . (7.33)

Die (kartesische!) Komponentendarstellung von (7.33) steht in (7.11b), diejenige von

(7.32) folgt aus (7.26b) zu

Wie schon nach (7.26b) erliutert, kann man auch hier €;;; dFy = €5;;dFy = cﬂ; (é;x¢€;) =
dFj; als die Projektion des Flichenelementes in die [, i-Ebene verstehen. Die Zuordnung der
Differentiale im Stokesschen Satz lautet dann

7.6.4 Der Stokessche Satz in D Dimensionen

Die Komponentendarstellung des Stokesschen Satzes ist hochst niitzlich, da sie sich auf
beliebig-dimensionale Rdume iibertragen ldsst. Die Begriindung ist sinngeméf; wie in Ab-
schn. 7.2.4 fiir den Gaufischen Satz zu geben.

Wihrend das Kurvenelement d7 natiirlich — auch in D Dimensionen - durch dx; repra-
sentiert wird, muss das Flichenintegral von der speziell fiir den R® geltenden Formulierung
gelost werden. Nur hier sind 2-dimensionale Flichenelemente dF in ihrer Richtung durch
einen Vektor zu kennzeichnen, namlich durch die auf der Flichenebene senkrechte Norma-
le. Falls D > 3 ist, gibt es iiber einer 2-dimensionalen Flidche dF beliebig viele Senkrechte.

Schreibt man (dF x V)= €ijkdF;0y und definiert

dFyy = exdF; = dF - (8, x &), (7.34)
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so erhilt man als Essenz des Stokesschen Satzes:

0.3

dF;; kennzeichnet ein 2-dimensionales Flichenelement durch seine Projektion auf die
i-k-Ebene. Dies beinhaltet nimlich die im R* wohlerklirte Definition (7.34). Mit dieser
verallgemeinerungsfihigen Interpretation von dF;j beziiglich der Koordinatenebenen i-k
in R gibt nun (7.35) auch den Inhalt des Stokesschen Satzes im D-dimensionalen Raum
wieder. N

Denken wir uns das Flachenelement dF durch zwei infinitesimale Vektoren d7 und d7’
erzeugt, so ist im R* dF = d7 x d7', also

dF;i = (dF x dF') - (6 x &;) = d7 - (dF' x (&, x &))
= dF- (& d? - ¢ - 6;d7 - &),
dx, dx;

dxp  dxf |

1

dF;; = dxgdx] — dx;dx; = (7.36)

Formel (7.36) ist auf den D-dimensionalen Raum zu tibertragen. Auf eine Zusammen-
stellung der Integralsitze in D = 4 Dimensionen in Abschn. 7.8 wird hingewiesen.

Es sei bemerkt, dass auch in Formel (7.11b) das ,,Flichenelement“ dF; als
d°(x1,..., #is..., xp) uminterpretiert werden muss, also als (D —1)-dimensionales Stiick
einer Hyperfliche. Dies haben wir in Abschn. 7.2.4 tatsichlich mehrfach ad hoc getan!

Der interessierte Leser sei beziiglich allgemeinerer Formulierungen in D-dimensionalen
Riumen verwiesen auf Maak (1969).°

7.7 Ubungen zum Selbsttest: Stokesscher Satz

1. Man bestimme direkt und mithilfe des Stokesschen Satzes 1 §. 7 x d fiir die folgenden
Falle:
(a) Cist ein Kreis um den Koordinatenursprung,
(b) C ist ein Rechteck mit den Seiten a und b,
(c) Cist eine beliebige Kurve.
Interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch, indem Sie %? x d7 als vom Fahrstrahl iiber-
strichenes kleines Flichenelement deuten.

2. Man wende auf ¢ ¢ grad y - d7 den Stokesschen Satz an.

3. Verifizieren Sie den Stokesschen Satz durch explizite Berechnung der beiden relevanten
Integrale, falls A = (xy?, —yz%, zx?), F die obere Hilfte der Kugel mit dem Radius R,
und C der Randkreis der Halbkugel ist.

® Maak, W.: Differential- und Integralrechnung. Géttingen 1969, §. 52/53.
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7.8 Die Integralsdtze in D = 4 Dimensionen

Wegen der Dreidimensionalitit des physikalischen Raumes spielen die Integralsitze von
Gauf$ und Stokes, die in den Abschn. 7.2 und 7.6 behandelt worden sind, in D = 3 Di-
mensionen eine besondere Rolle in der Physik. Die jeweilige Ausdehnung auf beliebige
Dimension D ist angesprochen worden (siehe Abschn. 7.2.4 und 7.6.4). In der relati-
vistischen Physik werden die drei Raumdimensionen und die Zeit zu Vierervektoren
zusammengefasst. Man stof3t ferner auf Vierergeschwindigkeiten, Viererkrifte, Viererpo-
tenziale, Viererfelder, ...In den relativistischen Feldtheorien werden die Integralsitze fiir
D = 4 Dimensionen benétigt. Deshalb sollen sie in diesem Abschnitt separat zusammen-
gestellt werden. Es geniigt, die Aussagen zu formulieren und die Formeln hinzuschreiben;
die Beweise und Herleitungen sind aus den vorigen Paragrafen klar bzw. lingst gegeben. Es
ist nicht nur ausreichend, sondern verbessert den Uberblick, sich auf die jeweiligen Diffe-
rentialelemente zu beschranken. Integralzeichen und Integranden davorzusetzen, ist dann
keine Kunst mehr:

1. 1-dimensionales Kurvenintegral. Darstellung einer Kurve C in einer vierdimensionalen
Mannigfaltigkeit durch die Parameterdarstellung 7(s) € R*. Das Lingenelement ist d7 =
dx, oder = (dx,/ds)ds. a durchliuft die Werte 1,2, 3, 4.

2. 2-dimensionale Flachenintegration. Darstellung einer 2-dimensionalen Fliche F im R*

—
durch die Parameterdarstellung 7(s,s’) € R*. Lokal werde die Fliche durch cT;, dr’ auf-
gespannt. Aus dxg, dx;j gewinnt man die Projektion von dF auf die Koordinatenebene
af:

dF,p = dxadx;; — dxpdxy, . (7.37)

Wir priifen das im R* nach. So wire z.B. dFy; = €, - (dF x d7') = (df x d¥'); =
dx,dx} — dx3dx}. Im R’ kann man aus den dF,g einen Vektor dF aufbauen, mit den
Komponenten dF, = €,,3dF,p/2. Er steht senkrecht zur Fliche und hat als Linge den
Inhalt des Flichenelementes. Im R* gibt es zu einem 2-dimensionalen Flichenelement
jedoch mehr als nur einen senkrechten Vektor.

Beachte die Antisymmetrie dF,p = —dFg,. Natiirlich durchlaufen «, B usw. die Werte
von 1 bis 4.

3. 3-dimensionale Integration iiber eine Hyperfliche H. Eine Hyperfliche H im R* hat
die Parameterdarstellung 7 = (s, s’,s"") € R*. Sie ist eine 3-dimensionale Mannigfaltig-
keit (allgemein: D —1). Sie werde lokal aufgespannt durch d7, d#/, d7". Die Projektion
des Hyperflachenelements auf den a8y Koordinaten-Unterraum ist das 3-dimensionale

Volumenelement
dx, dx) dxV
dHgp, = | dxp dxp dxg | . (7.38)
dx, dx; dx;’

Dies sind antisymmetrische Tensoren dritter Stufe, dHap, = ~dHgyyp = dHyep = ...
Da es senkrecht zu einer 3-dimensionalen Mannigfaltigkeit im 4-dimensionalen Raum
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nur eine Richtung gibt, kann man den Hyperflichenelement-Vektor durch dHs =
€sapyHap, 6 einfiihren, dH € R*. Der Faktor 1/6 beriicksichtigt die bei der Summa-
tion von a, 3, y liber 1 bis 4 entstehenden 3! gleichen Beitrége zu festem § (beachte, dass
sowohl €544, als auch H,g, total antisymmetrisch sind).

4. 4-dimensionales Volumenelement. Es lautet

dVv = dX]ddeX3dX4 .

Nunmehr formulieren wir den Gauflschen Satz, der 4-dimensionale Volumenintegrale
mit 3-dimensionalen Hyperflichenintegralen verkniipft

dVos 2dH; | oder |dVaos = eé‘aﬁyHa,[)’y/6 . (7.39)

Die Hyperfliche H soll das betrachtete Volumen V umschlief3en.
Der Stokessche Satz verkniipft ein 1-dimensionales Kurvenintegral mit einem 2-
dimensionalen Flichenintegral

0

Die Kurve C soll die betrachtete Fliche F umschlieflen.
Folgendes Schema verdeutliche die Zusammenhinge, die die Integralsitze in D = 4-, 3,
2-dimensionalen Riumen liefern.

Dabei kennzeichnet -......- die Verkniipfung durch den Gauf3schen Satz und -......- dieje-
nige durch den Stokesschen Satz. Speziell im R?* fallen beide Sitze zusammen; darauf
wurde bereits in Abschn. 7.2.4 hingewiesen, s. auch (7.12) und (7.13)

Es sieht so aus, als ob fiir D = 4 in der Verkniipfung durch Integralsitze zwischen 3 und
2 eine Liicke sei. Diese lisst sich durch folgende Zuordnung schlieflen.

dF}s = (dH,0p — dHjd,)/2 . (7.41)

Dabei ist dF;:/3 = €qpysdF,s/2 der zu dF,p ,duale” Flichentensor. Er steht in dem Sinne
senkrecht zum Flachentensor, als alle in dF,z liegenden Richtungen senkrecht zu allen
in dF,p liegenden sind. Die letzte Formel verkniipft das Integral tiber eine Hyperflache
(3-dimensional) mit einem Integral tiber die die Hyperfliche umschlieende gewohn-
liche Fliache (2-dimensional).



Krummlinige Koordinaten

Es ist uns schon wiederholt begegnet, dass physikalische Probleme mit spezieller Geometrie
besser in angepassten krummlinigen Koordinaten als in kartesischen Koordinaten behan-
delt werden konnen. Oft gebraucht werden z. B. Zylinderkoordinaten (s. Abschn. 6.3.2.2)
und Kugelkoordinaten (s. Abschn. 6.3.2.3).

Frither hatten wir gelernt, wie man in Flichen- oder Volumen integralen einen Koor-
dinatenwechsel vornehmen kann. Es geschieht mittels Funktionaldeterminante. In diesem
Kapitel sollen die differentiellen Operationen in krummlinigen Koordinaten behandelt wer-
den. Zwar ist dies gedanklich duflerst simpel, doch andererseits so wichtig, dass man sich
damit vertraut machen muss.

8.1 Lokale Koordinatensysteme

Die Punkte 7 des Raumes mogen aufler durch kartesische Koordinaten (x, y, z) durch die
krummlinigen Parameter (u, v, w) gekennzeichnet sein. Beispiele zeigen die Abb. 6.16,
6.19 oder 6.23. Die analytischen Beziehungen wurden schon in Abschn. 6.4.3.1 hingeschrie-
ben, worauf riickverwiesen sei.

8.1.1 Das Linienelement in krummlinigen Koordinaten

Zwei benachbarte Punkte 7 und 7 + A7 mdgen die krummlinigen Koordinaten (u, v, w)
und (4 + Au, v + Av, w + Aw) haben. Der Abstandsvektor A7 lautet dann

AF =F(u+ Au, v+ Av, w + Aw) — 7(u, v, w) .

Man kann ihn aus drei Teilvektoren zusammensetzen, die jeweils in diejenige Richtung
zeigen, in der sich nur ein Parameter dndert. Wenn sich etwa nur u verdndert, jedoch v, w

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_8, 303
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Abb. 8.1 Einheitsvektoren an
krummlinigen Koordinatenlinien. A
Esist é, ~ d7/ou usw.

u, w konstant

v, w konstant

X

konstant bleiben, gelangt man von 7(u, v, w) nach #(u + Au, v, w). Hilt man jetzt u + Au
und w konstant, gelangt man nach #(u + Au, v + Av, w), usw. Dies driickt die folgende
Gleichung aus,

A7 =F(u+ Au, v+ Av, w + Aw) — 7(u, v, w)
=(u+Au,v,w) - F(u, v, w)
+7(u+Au, v+ Av,w) —F(u + Au, v, w)

+7(u+ Au, v+ Av,w+ Aw) —F(u + Au, v+ Av,w) ,

deren rein rechnerische Richtigkeit man sofort sieht. Wir entwickeln die Differenzen nach
Au bzw. Av bzw. Aw. In niedrigster Ordnung erhalten wir

AY = ?Au + ?Av + —rAw, die Ableitungen jeweils an der Stelle u, v, w genommen.
u v w
(8.1)

Da in 07/du die Parameter v, w konstant zu halten sind, liegt dieser Vektor in tangen-
tialer Richtung an der krummlinigen Koordinatenlinie v = const, w = const, die ja durch
die Parameterdarstellung 7 = (x(u), y(u), z(u)) beschrieben wird. Analog ist 07/dv tan-
gential zur Koordinatenlinie # = const, w = const usw. Abbildung 8.1 verdeutlicht das in
einer Ebene.

Normiert man die Tangentialvektoren, so erhélt man ein lokales System von Einheits-
vektoren

or of or

-~ _ du - _ dv -~ _ odw

u - ﬁ > €y = ﬁ > Cyw = ﬁ . (82)
Ju v Jw
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Die é,, €,, é,, hingen vom Ort 7 2 (u, v, w) ab! Sie zeigen an jeder Stelle 7 in Richtung der
jeweiligen Koordinatenlinie: In Richtung €, verdndert sich nur u, wihrend v, w konstant
bleiben usw. Ihre Lange ist 1.

Der Abstandsvektor zwischen eng benachbarten Punkten heifit somit im lokalen Drei-
bein (€, €,, €, ) krummliniger Koordinaten

or

Ju

or
— | Av+ €y
5o |AvTe

or

ow

A7 = ¢, Au+é,

’ Aw . (83)

Seine Linge, das sog. ,,Linienelement”, hat das Quadrat (mit u, v, w = uy, Uy, u3)

o oF

(A7)" = gijAuihu; - mit  gij = —— (8.4)

.auj'

Die Matrix g;; heifst Metrik .

8.1.2 Krummlinig-orthogonale Koordinaten

In der Regel interessiert man sich bei physikalischen Problemen fiir solche krummlinigen
Koordinaten, bei denen die Koordinatenlinien an jeder Stelle jeweils aufeinander senkrecht
stehen. Das ist z. B. bei zylindrischen oder sphérischen Polarkoordinaten der Fall, siche
néchster Abschnitt.

Man nennt solche Parameter krummlinig-orthogonal, definiert durch

€u;  €u; = 0ij - (8.5)
Die Numerierung sei stets so verabredet, dass €, €,,, €,, ein Rechtssystem bilden. (Na-

tiirlich bedeutet €, = €,,, €, = €,,, € = €45.)
In krummlinig-orthogonalen Koordinaten lautet das Linienelement

(Ar)2 = g AUt + g2 AV + g Aw? (8.6)
mit
| _|9r _|28 (8.7)
B=1oul 87150l & T Gwl '

Diese Grofien g, gv, guw werden als metrische Koeffizienten bezeichnet. In krummlinig-
orthogonalen Koordinaten ist g;; = §;; g7 (Summenkonventionen aufler Kraft).
Der Abstandsvektor ist

AT = €,8,Au+ €,gyAv + €y gy Aw . (8.8)

Hieraus lasst sich schlieflen, wie lang die Seiten eines kleinen, von krummlinig-
orthogonalen Koordinatenlinien begrenzten Volumens sind, niamlich wie in Abb. 8.2
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Abb. 8.2 Kleines,
krummlinig-orthogonal
begrenztes Volumenele-
ment. Die Seitenldngen sind
gulu, g,Av, g Aw. Hieraus
berechnet man die Grof3e des
Volumens und die der Ober-
flichen. So lautet z. B. das
Volumen g, g gw dudvdw

angegeben. Beweis fiir das Beispiel P,P,: Da auf dieser Linie v und w konstant bleiben,
liefert (8.8): (P,P,)? = g2Au?, q.e.d.

Jeder Vektor, insbesondere auch jedes Vektorfeld A(F), ist nach dem lokalen Dreibein
zu zerlegen.

A=A, e, +Ay e, +A,ey,
mit

Ay=A-8,, Ay=A-é,, Ay=A-é,. (8.9)

Zu beachten ist, dass nicht nur die Komponenten A,, A, und A,,, sondern auch das lokale
Dreibein é,, €,, €,, vom Ort abhingen! Das kartesische Dreibein (€, €,, €;) ist dagegen
nicht ortsabhingig.

8.1.3 Zylinder- und Kugelkoordinaten als Beispiele

Ausgehend von den Formeln (6.22) und (6.23) kénnen wir die jeweiligen lokalen Dreibeine
€,, sowie die metrischen Koeflizienten g; berechnen.
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Zylinderkoordinaten:
g—; = (cos@,sing,0) = ¢, , (8.10a)
or . -
5 = (Tpsing,pcosg,0) = pé, , (8.10b)
?
o (0,0,1) = ¢ . (8.10¢)
0z

Offenbar stehen €, €,, €, wechselseitig aufeinander senkrecht, sodass Zylinderkoordinaten
krummlinig-orthogonal sind. Gleichung (8.7) liefert:

&=L g=p g&=1. (8.11)
Kugelkoordinaten:
o g .
Fri (sin 9 cos ¢, sin Isin ¢, cos I) = €, , (8.12a)
% = (rcos9cos g, rcosIsing, —rsind) = réy , (8.12b)
g—; = (-rsin9sin ¢, rsin 9 cos ¢,0) = rsin Ve, . (8.12¢)

Wieder rechnet man leicht die Orthonormiertheit des Dreibeins (é,, €y, €,) nach. Die
metrischen Koeffizienten gemaf (8.7) lauten nach (8.12):

g&=1 gg=r, go=rsind. (8.13)

Das Volumenelement z. B. ist mit diesen metrischen Koeffizienten r*sin 9drd9d¢ bzw.
r2drd(-cos 9)de.

8.1.4 Ubungen zum Selbsttest:
Krummlinig-orthogonale Koordinatensysteme

1. Wie lautet der Vektor 7 im lokalen Dreibein ¢, €9, €, von Kugelkoordinaten?

2. Welche Komponenten hat das Feld (1/2)B x 7 mit konstantem B im lokalen Dreibein
von (zweckmafig liegenden) Zylinderkoordinaten?

3. Zerlegen Sie die Vektoren A, = (1,-1,2) bzw. A, = (-, x, z) nach den lokalen Dreibei-
nen fiir zylindrische und sphérische Polarkoordinaten an den Stellen 7 = 7, = (1,-1,2)
bzw. 7 = (x, y, 2).

4. Wie kann man grad r im lokalen Dreibein von Kugelkoordinaten darstellen?

5. Bestimmen und diskutieren Sie 0¢,,/du; fiir sphirische Polarkoordinaten. Machen Sie
sich das Resultat auch anschaulich klar.
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8.2 Differentialoperatoren
in krummlinig-orthogonalen Koordinaten

Die Differentialoperationen grad, div, rot sowie Nabla allgemein waren urspriinglich in
kartesischen Koordinaten angegeben worden, s. Abschn. 4.3 bis Abschn. 4.6. Wenn man
krummlinige (im Folgenden ferner als orthogonal vorausgesetzte) Variablen benutzen
mochte oder muss, braucht man die Differentialoperatoren in diesen neuen Variablen.

Dabei ist entscheidend, dass man nicht etwa die formale Definition tibernimmt, also
etwa (9,9, 0,9, 0,¢) oder 9,A, + 0,A, + dyy Ay, betrachtet. Natiirlich kénnte man diese
Ausdriicke bilden. Doch wiren sie im Allgemeinen keine Vektoren, Skalare etc. und hitten
nicht dieselbe Bedeutung wie in kartesischen Koordinaten!

Wie aber lauten grad, div, rot in krummlinig-orthogonalen Koordinaten dann? Dazu
wird man von ihrer Definition in der Form ausgehen, die unabhéngig von einer speziellen
Koordinatenwahl ist. Dies ist verabredungsgemifd die eigentliche Bedeutung von grad, div,
rot sowie dem Laplaceoperator A = div grad. Die formale Bildung Nabla, V = (91, 9, 93),
ist nur fiir kartesische Koordinaten sinnvoll als Vektor definiert.

8.2.1 grad, div, rot, A allgemein

Als koordinatenunabhingige Definition von grad¢ betrachten wir (s. (4.15))
A = grad ¢ - A7,

die Felddnderung bei kleinen Verschiebungen A7. Wiihlt man nun A7 nacheinander entlang
einer der Koordinatenrichtungen, s. Abb. 8.2, erhilt man z. B. wegen A7pp, = €,|Arpp,| =
€ugulu:

99

d,¢=gradg-é, =
grad ¢ =grad¢- ¢ 2udu

denn die Langenianderung in €,-Richtung ist in Abb. 8.2 als g, Au angegeben. Somit:

1 1 1
grad ¢ = E%, grad ¢ = g—v%, grad, ¢ = 99 (8.14a)

T gwow

Selbstverstandlich kann man grad, ¢, ... auch rein formal berechnen. Es ist

- 1 or 1 (0xdp OJdyde 0z d¢
d = u . d = —— d = —-_— — —_— — — .
Bract, @ = cugracy gu ou g Qu (au 0x i ou dy i Jou 0z
Die Klammer ist aber nach der Kettenregel (4.13) gerade d¢/du, q.e.d.
Zusammengefasst lautet also der Vektor grad ¢ in krummlinigen, orthogonalen Koor-

dinaten

gradgo:(——,——,——) . (8.14b)
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Als koordinatenunabhiingige Definition von divA kénnen wir die Darstellung (7.1) als
Limes von Fldchenintegralen verwenden. In dieser Darstellung kommt das lokale Dreibein
{€,, ...} nicht explizit vor. Da die Form der gewihlten Volumina unwesentlich ist (per de-
finitionem), verwenden wir solche wie in Abb. 8.2. Sie sind den interessierenden Variablen
u, v, w angepasst.

Das Volumen AV ist offenbar g,Aug,Avg, Aw. Der Integrand A- Hz lasst sich leicht
durch die Komponenten des Feldes A im lokalen System ausdriicken. Auf der rechten Sei-
tenfliche P,Q,QsP; z.B. ist die Normale é,, also A - AF = [AugvguwAvAw]yiay. Der
Index an der Klammer erinnert daran, dass auf der besagten Fliche der erste der drei Pa-
ramieteg)t, v, w den konstanten Wert u + Au hat. Auf der linken Seitenfliche P,Q;Q4P,
ist A- AF = —[A,gvguwAvAw],. Analog werden die anderen vier Seitenflichen behan-

. —
delt. Es ist die Summe aller Beitréige zu bilden, nimlich ¢ A - dF. Fasst man, wie frither in
kartesischen Koordinaten schon einmal diskutiert, je zwei gegeniiberliegende Seitenfldchen
zusammen, entwickelt bis zur niedrigsten nichttrivialen Ordnung, etwa

a v wAU
[AugoguAvAW]yiau — [AugvguwAvAw], = %Aummw ,
u

benutzt den Mittelwertsatz der Integralrechnung und fithrt AV — 0 durch, so erhélt man:

divA =

d d d
[ (gvguwAu) + (8uguwAv) + (gugvAw)] . (8.15)
Ju v ow

Su8v8w
Naheliegend ist die Frage, warum nicht auch grad¢ nach diesem Verfahren bestimmt worden
ist. Denn (7.3) stellt auch fiir grad¢ eine Integraldarstellung zur Verfiigung. Selbstverstindlich
ginge das. Es ist nur unbequem, da hier die Einheitsvektoren des lokalen Dreibeins €, €, €
explizit vorkommen. Es ist nun bei der fiir grad ¢ = e, - grad ¢ bendétigten Bildung €, - dF der
Vektor &, fest zuhalten, aber dF st nur auf der linken, nicht aber auf der rechten Seitenfliche
parallel hierzu. Man hat deshalb €, (#, v, w)- é,(u+ Au, v, w) # 1zu beachten. Eben deshalb
wurde wiederholt darauf hingewiesen, dass nur solche Integraldarstellungen fiir die Ubertra-
gung in krummlinige Koordinaten bequem sind, bei denen der Integrand skalar ist, weil dann
die ortsabhéngigen Einhgitsvektoren €u, €v, €y nicht in Erscheinung treten, s. Kap. 7.
Analoges gilt fiir rotA, dargestellt durch Fliachenintegrale. Wir verfahren deshalb sogleich
etwas anders.

Eine Kombination von (8.15) mit (8.14b) fiir das Feld A ergibt die Darstellung des Laplace-
operators in krummlinig-orthogonalen Koordinaten.

1 vEW ugv
Ag = divgradg - [;(&2—‘”) ++ai(&§_¢)] . (816
Zugv8w u gu u w gw w

Um schliefflich rotA im lokalen, krummlinig-orthogonalen Dreibein é€,,, €,, €,, zu be-
rechnen, benutzen wir die Darstellung (7.22) als Limes von Kurvenintegralen. Sie erweist
sich als sehr bequem, da dhnlich wie in (7.1) fiir die divA-Darstellung der Integrand die
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Form eines Inneren Produktes hat, das lokale Dreibein also wiederum nicht explizit vor-
kommt.

Berechnen wir etwa die Komponente rot, A. Dazu wihlen wir gemif Abb. 8.2 als Rand-
kurve C den Zug P, - Q; — Q4 — Py — Py. Die eingespannte Fliche hat die Grofle
AF = g,gwAvAw. Die Orientierung von C bildet mit der Normalenrichtung €, eine
Rechtsschraube. Der Integrand lautet

A~d_1)': Ay goAv| +A,gulAw -AygvAv - ApguwlAw
w v+Av w+Aw v
d d
= —(guwAuw)AvAw - — (gyAy)AwAv .
v Jw
Im Limes AF — 0 erhilt man
rot A = [i( An) - L (goa )] (8.172)
ull = G o SwAhy ow vy . .

Analog ist bei den andren Komponenten u, v, w zyklisch zu vertauschen. Man kann das in
Determinantenform zusammenfassen:

ey €y Cw
rotd = | S8 Swde Sudv ) (8.17b)
9, 3, O

Sy WAy whAuw

Diese allgemeinen Formeln sind nun fiir konkrete krummlinig-orthogonale Koordinaten
individuell hinzuschreiben. Die ndchsten Abschnitte bringen zwei der wichtigsten Beispie-
le. Doch gibt es noch eine Vielzahl weiterer niitzlicher Koordinatensysteme, fiir die man bei
Bedarf die metrischen Koeffizienten g; bestimmen und in (8.14) bis (8.17) einsetzen kann.

Die im Literaturverzeichnis aufgefithrten Tabellenwerke enthalten solche Formeln. Als
niitzlich in diesem Zusammenhang soll zusatzlich das Werk von Moon und Spencer (1961)
genannt werden.'

8.2.2 Die Formeln in Zylinderkoordinaten

Die metrischen Koeffizienten g,, g4, g fiir zylindrische Polarkoordinaten sind in (8.11)
angegeben worden. Die Differentialoperationen lauten in diesem speziellen Koordinaten-
system gemaf3 (8.14) bis (8.17) so:

¢ 10 ¢
5 ad, ¢ = ;a—, grad ¢ = —; (8.18)

d ¢=
gra p¢ e

! Moon, P; Spencer, D. E.: Field Theory Handbook. Berlin-Heidelberg-New York-Géttingen 1961
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p- 19(pAp) 104, 04

divA = — ; 8.19
a p Jp p 09 0z (8.19)
2 2
Ag - 19 8¢ 18¢+8¢; (8.20)
p ap ap p2 09?022
- 0A,
rot,A = 1 9A: ,
5Aa¢ aAaZ
rotyA =—F - (8.21)
Jdz  dp
. o(pA 0A
rot,A = 1 (pAy) 104,

p 9  pogp

8.2.3 Die Formeln in Kugelkoordinaten

Die fiir sphadrische Polarkoordinaten geltenden metrischen Koeffizienten g, g9, g, sind in
(8.13) bestimmt worden. Spezialisierung von (8.14) bis (8.17) liefert:

¢ 10¢ 1 9¢

_ % _ 2% - 2. 22

grad, ¢ or rady¢ r 99 grad,¢ rsin 9 dg (8.22)
- 2 i 0A

divi = 1 9(r*A,) N 1 J(sin9Ay) . 1 P (8.23)

r2 or rsind 99 rsin9 ¢
2
A¢ = 19 (r28_¢) ! (31n98¢) 199 . (8.24)

r2or\ or) r’sin909 99/  r2sin® 9 d¢?
ot d = .1 d(sin 94,) .1 8A9)
rsin 9 09 rsind do
- o(rA
rotgd = —L_OAr_10(rdy) (8.25)
rsind de¢ r or
rOt(PA* _ 1 a(r’Ag) _ 1 aAr

r o or r 99’

Abschlieflend sei noch einmal auf den Hinweis b. in Abschn. 4.6.2 aufmerksam ge-
macht. Um z.B. (AA), in sphirischen Polarkoordinaten auszurechnen, verwende man
rot (rotA) =V x (Vx A) = V(V-A) - (V- V)A. Also ist

AA = grad(divA) - rot(rotA) .

Damit lassen sich alle Komponenten von AA durch wiederholtes Anwenden der For-
meln fir grad, div, rot in sphérischen Polarkoordinaten bestimmen. Eine etwas lingere,
aber klare Rechnung ergibt fiir (AA), = grad (divA) - rot, (rotA) den Ausdruck

2 2 851n99 2 0

AA), = AA, - S A, - —— ———A,.
(84) r? r2sin 9 09 r2sin9 o ’

(8.26)
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Nicht einmal dann, wenn Ag und A, Null sein sollten, ist die r-Komponente von AA
durch AA, gegeben. Nur in kartesischen Koordinaten gilt (AA); = AA;.

8.2.4 Ubungen zum Selbsttest:
Differentialoperationen in krummlinigen Koordinaten

1. Wie heiflen die Komponenten von grad(d - 7) im begleitenden Dreibein sphirischer
Polarkoordinaten? (Polarachse in d-Richtung legen.)

2. Der Gradient von ¢ = xyz = r* sin* 9 cos 9 sin ¢ cos ¢ ist in Kugelkoordinaten anzuge-
ben.

3. Bestimmen Sie grad div €, und roteéy in Kugelkoordinaten. (Rechnen Sie in krumm-
linigen, aber zum Vergleich auch in kartesischen Koordinaten. Sie lernen, erstere zu
schitzen.)

4. Der Laplaceoperator in Zylinderkoordinaten ist auf ¢(7) = r anzuwenden.

5. Welche Komponenten hat rot( & x7) in zylindrischen Polarkoordinaten? Dazu bestimme
man erst A := & x 7 in diesen Koordinaten.



Gewohnliche Differentialgleichungen

Die wichtigste und vielleicht hiufigste Art, in der Naturgesetze formuliert werden, sind
Differentialgleichungen. Das sind solche Gleichungen, in denen die Ableitung(en) der ge-
suchten Funktion(en) vorkommt. Die interessierende Funktion y(x) ist nicht direkt und
unmittelbar gegeben, sondern wird durch eine Gleichung bestimmt, die auch ihre Ableitung
y" enthilt, moglicherweise auch hohere Ableitungen y”,. .. Es besteht dann die Aufgabe,
y(x) aus dieser Gleichung zu bestimmen. Das bezeichnet man als Lisen der Differential-

gleichung.
Von gewdhnlichen Differentialgleichungen sprechen wir, wenn eine oder mehrere (N)
Funktionen y,(x),a =1,2,..., N gesucht werden, die jeweils nur von einer Variablen ab-

hingen, x genannt oder auch ¢ (die Zeit). Einige fiir Physiker besonders wichtige Beispiele
sind die Bewegungsgleichungen der Mechanik von NEwTON, LAGRANGE oder HAMILTON.
Sucht man die Bahnkurve 7(t) eines (punktférmigen) Korpers der Masse m als Funktion
der Zeit t, so stellt die Newtonsche Bewegungsgleichung m7(t) = K(7(t)) mit vorgegebe-
nem Kraftfeld K(7) einen Satz von drei gewshnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung
dar (n-ter Ordnung, wenn Ableitungen bis zur Ordnung » einschliellich vorkommen).
N = 3 deshalb, weil drei Funktionen x(t), y(t), z(t) zu bestimmen sind, die die Kom-
ponenten des Ortsvektors 7(¢) bedeuten. Zur Erinnerung: Der Punkt iiber 7(t) bedeutet
die Ableitung nach der Zeit, zwei Punkte die zweite Ableitung nach der Zeit; r ist die Be-
schleunigung, ein Vektor.

Die N (hier gleich 3) Differentialgleichungen sind i. Allg. miteinander ,,gekoppelt®, d. h.
kénnen nur gemeinsam gelost werden. So ist es z. B., wenn K(7) = —ymM7/r> die Gra-
vitationskraft ist. Beim harmonischen Ostzillator andererseits ist die Kraft linear von der
Auslenkung abhingig, K(7) = —c7; dann zerfillt das Newtonsche Gleichungssystem in je
einzelne Gleichungen fiir je eine Komponente, mi(t) = —cx(t), analog fiir y(¢) und z(t).
In diesem einfiihrenden Abschnitt werden iiberwiegend gewdhnliche Differentialgleichun-
gen fiir nur eine Funktion behandelt werden, in der Mehrzahl von 1. oder 2. Ordnung.

Wenn die gesuchte Funktion von mehreren Variablen abhingig ist, z. B. das elektrische
Potenzial ¢ als Funktion des Ortes 7, also ¢(x, y,z), dann treten anstelle der gewdhnli-

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_9, 313
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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chen Ableitung partielle Ableitungen auf. Differentialgleichungen, in denen die partiellen
Ableitungen von Funktionen mehrerer Variabler vorkommen, heiflen partielle Differential-
gleichungen. Ein wichtiges physikalisches Beispiel ist die Bestimmung des elektrostatischen
Feldes E(F) aus einer vorgegebenen Ladungsverteilung p(7). Es gilt divE = p/e,. Driickt
man E durch sein Potenzialfeld ¢(7) aus, E = —grad ¢, so ergibt sich durch Einsetzen

divgrad ¢ = Ap = *¢/ox* + 9%/dy* + 3%¢/dz* = —p(¥)/eo .

Gegeben ist p(7) und die absolute Dielektrizititskonstante €y, gesucht ist das Potenzial
¢(x, y,z) aus einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung.

Zur Losung partieller Differentialgleichungen wird einiges in Kap. 10 (Randwertpro-
bleme) gesagt werden. Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Grundregeln zur Losung
gewohnlicher Differentialgleichungen.

9.1 Physikalische Motivation

Wir betrachten ein Stiick Uran oder einen Behilter mit radioaktivem Jod. Dauernd zerfal-
len Atomkerne in unregelmafliger Folge. Dadurch nimmt die Zahl der noch vorhandenen
287- oder 'I-Kerne stiandig ab. Die Zahl der Zerfille ist offenkundig umso grofier, je mehr
nichtzerfallene Kerne vorhanden sind und je langer das Zeitintervall ist, in dem wir die Zer-
talle zahlen.

Diese einfachen und experimentell gut zu verifizierenden Feststellungen setzen wir in
eine Formel um. Sie wird eine Differentialgleichung sein. Sei N (t) die zur Zeit t vorhandene
Zahl noch nicht zerfallener Atomkerne. Wahrend eines kleinen Zeitintervalls At mogen
AN(t) Zerfille stattfinden. Die eben geschilderte experimentelle Feststellung lautet dann

AN(t) = -AN(t)At. 9.1)

Das Minuszeichen kennzeichnet die Abnahme von N(t), d.h. AN < 0. Die Proportionali-
tatskonstante A heifit ,, Zerfallsrate“. Das Zerfallsgesetz (9.1) ist d4quivalent (fiir At — 0) zur
gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung

dN(t)
dt

= —AN(). (9.2)

Hieraus muss N(t), die zur Zeit t noch vorhandene Zahl unzerfallener Atomkerne,
bestimmt werden. Natiirlich handelt es sich um mittlere Angaben. Die Zerfallsrate A kenn-
zeichnet die mittlere Zahl der Zerfille pro Atomkern und pro Zeit. Je grofler A, desto
wahrscheinlicher der Zerfall eines Kerns, desto kiirzer seine Lebensdauer bzw. die eng
damit verbundene Halbwertszeit, nach der gerade noch die Hilfte der urspriinglich vor-
handenen Atomkerne nicht zerfallen ist. Typische Halbwertszeiten sind 8 d fiir *'T, 30 a fiir
0Sr und fiir ¥ Cs, 4,5 - 10 a fiir % UL
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Abb. 9.1 Eindimensionale Bewegung eines Kolbens in
einem Rohr unter dem Einfluss einer Federkraft

Ahnliche Uberlegungen gelten fiir das Wachstum von Populationen. Oft ist der Zuwachs
AN(t) einer Population aus N (t) Individuen wihrend einer Zeitspanne At proportional zu
N und zu At (Malthus, 1798)". Der Proportionalititsfaktor a, bezeichnet als Wachstumsra-
te, kennzeichnet den Zuwachs pro Zeit und pro Individuum und héngt von der Qualitit der
fiir die Vermehrung wichtigen Lebensbedingungen ab. Bei zu grofy werdender Population
verschlechtern sich allerdings i. Allg. die Wachstumsbedingungen, beschreibbar (Verhulst,
1838)? durch eine kleiner werdende effektive Wachstumsrate a(1 — bN). Erreicht N den
Wert 1/b, ist kein weiteres Wachstum mehr mdoglich, da die effektive Rate dann Null ist.
Diese Wachstumsgesetze ergeben fiir N(¢) die Differentialgleichung

dN

— =a(l1-bN)N . 9.3

T - ali-bN) 03
Ein weiteres Beispiel liefert die Bewegung eines Stempels der Masse  in einem Hohl-

zylinder unter dem Einfluss einer Federkraft, Abb. 9.1. Seine Auslenkung x(#) aus der

Ruhelage (x = 0) dndert sich als Funktion der Zeit mit der Geschwindigkeit v(t) =

dx(t)/dt = x. Zwei Krifte treten auf:

1. Die Federkraft Kr = —cx versucht den Stempel in die Ruhelage zuriickzubringen.

2. Die Bewegung wird durch eine Reibungskraft Kr gebremst; diese ist erfahrungsgemaf
von der Geschwindigkeit abhéngig, unter gewissen Bedingungen proportional zu v, un-
ter anderen proportional zu v* oder anderen v-Potenzen, also Kr = —f|v|*sgn v.

Nach dem Newtonschen Gesetz bestimmt die Summe der Krifte das Produkt aus Masse

und Beschleunigung, also mX(t). Deshalb ergibt das Newtonsche Bewegungsgesetz eine

Differentialgleichung 2. Ordnung fiir die Auslenkung x(¢) des Stempels,
mi(t) = —cx — B|x|*sgnx . (9.4)

Analog liefert das Newtonsche Gesetz fiir eine unter dem Einfluss konstanter Erdbe-
schleunigung g nach unten fallenden Masse m (s. Abb. 9.2) bei geschwindigkeitsproportio-
naler Bremsung die Differentialgleichung fiir die Hohe h(t)

mh = -mg — Bh . (9.5)

! Malthus, 1798
2 Verhulst, 1838
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Abb. 9.2 Der Fall einer Masse unter dem Einfluss der h
Schwerkraft und der Reibung durch Luftmolekiile

Abb. 9.3 Serienschaltkreis (,,in Reihe®) aus Kondensator C und Widerstand __L
R an einer Wechselspannung U (t) (Serienschwingkreis)

o

o

Weitere Beispiele physikalischer Differentialgleichungen entnehmen wir der Elektrizi-
tétslehre. Ein Kondensator der Kapazitit C und ein Widerstand R werden in Reihe an eine
Wechselstromquelle U(t) = Uy sin(wt) geschaltet, s. Abb. 9.3. Nach dem Kirchhoffschen
Gesetz gilt Ug + U = U(t). Die Spannung Ur am Widerstand ist nach dem Ohmschen Ge-
setz gleich dem Produkt aus Widerstand R und Stromstarke I, Ur = RI; die Spannung Uc
am Kondensator ist mit der darauf befindlichen Ladung Q gemif$ Q = CU¢ verbunden; C
bezeichnet die Kapazitit, das ,Ladungs-Fassungsvermogen®. Da die Ladung Q durch den
Strom I auf den Kondensator gelangt, gilt der Zusammenhang I = Q. Aus dem Kirchhoff-
schen Gesetz folgern wir deshalb eine Differentialgleichung fiir Q(¢) (und damit fiir I(#)):

RO+ % = Upsin(wt). (9.6)

Bei manchen Schaltelementen ist der Zusammenhang zwischen Spannung und Strom
bzw. Ladung nichtlinear (also nicht zueinander proportional). So ist es z. B. bei sogenann-
ten Varaktordioden (,,variable capacity®). In der Regel gilt der lineare Zusammenhang dann
nur bei kleinen Anderungen der physikalischen Gréflen. Zum Beispiel bewirkt eine klei-
ne Spannungsinderung AU am Varaktor eine kleine Ladungsdnderung AQ, jedoch hingt
der Proportionalititsfaktor, der die Bedeutung einer , differentiellen Kapazitit“ hat, von der
Spannung ab, AQ = C(U)AU.

Die unmittelbare Konsequenz ist, dass der gesuchte Zusammenhang Q(U) zwischen
Ladung und Spannung am Varaktor aus einer Differentialgleichung zu gewinnen ist,

dQ _

=), (9.7)
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Die differentielle Kapazitit von Varaktordioden ermittelt man experimentell hiufig zu

Cvy

c(U)

Dies besagt, fiir kleine Spannungen U hat der Varaktor eine praktisch konstante Kapazitit,

nimlich Cy, doch bei zunehmender Spannung verringert sich C(U) mehr und mehr. Cy
und Uy sind bauelementtypische Konstanten.

Erst wenn man aus (9.7) mit (9.8), also durch Losen einer (einfachen) Differentialglei-

chung, die gesuchte Funktion Q(U) ermittelt hat, kann man ihre Umkehrfunktion U(Q)
bilden und anstelle von Q/C in (9.6) einsetzen

RQ+U(Q) = Uysin(wt) . (9.9)

Diese Differentialgleichung liefert dann Q(t), d. h. den zeitlichen Verlauf der Ladung am
Varaktor. Mittels U(Q(¢)) kann man die Spannung am Varaktor und mittels Q = I den
Strom als Funktion der Zeit berechnen.

Die Losung Q(U) von (9.7), (9.8) ergibt keinen linearen Zusammenhang zwischen U
und Q (also Q nicht proportional zu U). Deshalb ist U( Q) in (9.9) ebenfalls nichtlinear, und
deshalb heif3t (9.9) eine nichtlineare Differentialgleichung. Die Losungen nichtlinearer Dif-
ferentialgleichungen sind wegen ihrer besonders interessanten Eigenschaften Gegenstand
intensiver Forschung.

Ein charakteristisches Phanomen nichtlinearer Differentialgleichungen ist das Auftreten
von ,,Chaos“. Eine Losung heif3t chaotisch, wenn sie dauernd zeitabhingig ist, sich dabei
aber nicht periodisch verhilt, in einem beschrankten Wertebereich bleibt, sowie kleinste
Anderungen des Anfangswertes zu véllig anderem Losungsverlauf fithren.

Chaos ist zwar bei einer nichtlinearen Differentialgleichung fiir eine gesuchte Funktion
noch nicht moglich, auch noch nicht bei zweien fiir zwei Funktionen, wohl aber bei drei
(oder mehr) gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungen fiir drei Funktionen x(t),
y(t), z(t). Chaotisches Verhalten gehort deshalb zum physikalischen Alltag.

Die Differentialgleichung (9.9) heifit ,,inhomogen®, weil sie ein von der gesuchten Funk-
tion (hier Q) unabhingiges (nicht mit Q — 0 verschwindendes) Glied enthilt (hier die
rechte Seite). Auch (9.6) ist eine inhomogene Differentialgleichung, und zwar bei kon-
stantem C eine beziiglich der gesuchten Funktion Q lineare. Gleichung (9.5) ist linear,
inhomogen (wegen —mg). Gleichung (9.4) enthilt kein inhomogenes Glied. Falls o = 1,
ist diese Differentialgleichung linear, sonst (fiir « # 1) nichtlinear. Gleichung (9.3) ist eine
nichtlineare Differentialgleichung (wegen des Gliedes ~ N?), (9.2) eine lineare. Gleichun-
gen (9.2), (9.3), (9.6) sind 1. Ordnung, (9.4) und (9.5) sind 2. Ordnung.

Wohin man bei den physikalischen Anwendungen auch schaut, immer wieder stoft
man auf Differentialgleichungen, lineare oder nichtlineare, homogene oder inhomogene,
1., 2. oder n. Ordnung, gew6hnliche oder partielle. Als unabhingige Variable kann die
Zeit t, der Ort 7, die Spannung U oder eine sonst geeignete physikalische Grofie auftreten.

Dieser Abschnitt macht deshalb einsichtig, warum es sich lohnt, die wichtigsten Lo-
sungsmethoden fiir Differentialgleichungen kennenzulernen.
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9.2 Losen von Differentialgleichungen

Nachdem die grofle Bedeutung von Differentialgleichungen wohl offenkundig geworden
ist, stellt sich die Frage, wie man sie 1sen kann. Zunichst werden Differentialgleichungen
1. Ordnung fiir eine Funktion y(x) einer Variablen x betrachtet, definiert iiber einem De-
finitionsbereich, x € I, y € J, zusammen (x, y) € I x J. Aufgeldst nach der Ableitung y’(x)
haben sie die Form

¥y =flxy). (9.10)

Die konkrete Gestalt von f(x, y) hingt vom Problem ab. Zum Beispiel wire in (9.9)
f(t,Q) durch -U(Q)/R + (Up/R) sin(wt) gegeben. In (9.7) hingt die rechte Seite tiber-
haupt nicht von der gesuchten Funktion Q ab, sondern f(U, Q) = C(U).In (9.3) wiederum
kommt auf der rechten Seite die unabhingige Variable t nicht vor, also f(t,N) = a(1 -
bN)N. f(x, y) kann also sehr unterschiedlich aussehen.

Was heifit nun, die Differentialgleichung (9.10) zu lgsen? Dazu ist eine solche Funktion
y(x|I) zu suchen, fiir die im Definitionsbereich, also fiir alle x € I, folgende Gleichung
erfullt ist: y'(x) = f(x, y(x)).

Gibt es eine solche Losung stets? Gibt es vielleicht sogar mehrere? Diese Fragen nach
der Existenz und der Eindeutigkeit der Losung von Differentialgleichungen beschiftigen
die mathematischen Kollegen sehr. In manchen Fillen konnen sie sie erschopfend beant-
worten, in anderen sind Existenz und Eindeutigkeit noch offen (z.B. fiir die partiellen
Differentialgleichungen von Fliissigkeitsstromungen, die Navier-Stokes-Gleichungen). Den
Physiker regen Existenz- und Eindeutigkeitsfragen eher weniger auf. Die Natur macht uns
vor, dass es eine Losung gibt.

Allerdings, und diesen Aspekt der Eindeutigkeit miissen wir uns klarmachen, bedarf
es zusitzlich zur Differentialgleichung stets noch der Vorgabe von Anfangswerten oder
Randwerten. Beim radioaktiven Zerfall oder beim Populationswachstum z.B. kann man
die urspriingliche Anzahl N (¢ = 0) = N, offenkundig frei und willkiirlich wihlen. Bei der
Bewegung von Massen (also bei (9.4) oder (9.5)) kann man sowohl den anfanglichen Ort
x(t = 0) = xp als auch die anfingliche Geschwindigkeit x(¢ = 0) = v(t = 0) = v, frei
wihlen. Die Anzahl der wihlbaren Vorgaben hiangt von der Ordnung der gewdhnlichen
Differentialgleichungen und von deren Anzahl ab: Man benétigt # Vorgaben bei jeder Dif-
ferentialgleichung »n. Ordnung.

Ohne weitere Vorgaben hat eine Differentialgleichung als solche also viele Losungen.
Erst durch Anfangs- oder Randwerte wihlt man genau eine davon aus. Deshalb sprechen
wir von der ,,allgemeinen Losung® y(x|c, I), in der ein offener Parameter c frei ist (eventuell
auch mehrere), dessen Wert erst durch die Wahl einer Anfangsbedingung festgelegt wird.
Eine Losung von (9.10) ist dann eine Funktion y(x|xo, yo,I), die einerseits

y'(x[x0, yo, ) = f(x, y(x|x0, yo, 1)), x€l, (9.11a)

fiir alle x identisch erfiillt, andererseits der Anfangsbedingung geniigt

y(x = x0|x0, ¥0,1) = yo - (9.11b)
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Folgenden Moglichkeiten begegnet man: Es gibt eine und zwar genau eine Losung durch
den gewihlten Anfangspunkt (xo, yo). Oder: Eine solche Losung existiert nicht; bei stetigen
Funktionen f passiert einem das allerdings nicht. Oder: Es gibt trotz Wahl einer Anfangs-
bedingung y(x) = yo mehrere Losungen. Oder: Man kann sich zwar einer Lésung sicher
sein, jedoch nur in einer hinreichend kleinen Umgebung des Anfangswertes x, (lokale Exis-
tenz). Oder: Es existiert eine Losung fiir alle x € I (globale Losung).

Doch nun in die konkrete Praxis der Losungsmethoden.

9.3 Trennung der Variablen

9.3.1 Verfahren

Besonders einfach ist der Fall, bei dem die rechte Seite von " = f(x, y) allein von der
unabhingigen Variablen x abhingt,

y'=flx). (9.12)

Dann ist y(x) offenbar eine Stammfunktion von f(x), d.h.

y(x) = [ (ax e (9.132)

Man sieht, wie ein freier Parameter ¢ automatisch auftaucht, der durch einen vorgegebenen
Anfangswert y(xo) = y, festgelegt werden kann

y(x)=yo+ / f(x")dx". (9.13b)

Ein Beispiel ist die Differentialgleichung (9.7) fiir die Ladung Q auf einer Varaktordiode
bei vorgegebener differentieller Kapazitit (9.8). Die Losung lautet hier

dU’'Cy

= —————— = CyUyIn(1+ U/U t .
ooy - vIn(1+ U/Uy) + cons

Q(U)
Die Konstante legen wir dadurch fest, dass aus physikalischen Griinden ohne angelegte
Spannung (also fiir U = 0) auch keine Ladung vorhanden sein soll (also Q(U = 0) = 0).
Folglich ist const = 0. Die fiir (9.9) benétigte Umkehrfunktion lautet dann

_Q_

U(Q) = Uy (e5% -1) . (9.14)

Sofern Ladung und Spannung klein sind, liefert die Taylorentwicklung U ~ Q/Cy, den
bekannten linearen Zusammenhang. Im Allgemeinen aber reagiert die Spannung stark auf
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Abb. 9.4 Leibnizsches Subtan- v
gentenproblem. Man suche die
Funktion, deren Subtangente an
jeder Stelle dieselbe Lange [ hat, also

y' =yl

=
T

=Y

\

Ladungsinderungen (exponentiell) beziehungsweise fithren Spannungsinderungen nur zu
kleinen Ladungsanpassungen (logarithmisch).

Der nichste einfache Fall ist, wenn in der Differentialgleichung (9.10) y' = f(x, y) die
rechte Seite allein von der gesuchten Funktion y abhingt,

y'=f(y). (9.15)

So ist es in den Beispielen (9.2), (9.3) oder in dem hiibschen historischen Subtangentenpro-
blem (Abb. 9.4) von LEiBN1z (1684), dem Mitbegriinder der klassischen Analysis. In diesen
Fillen (9.15) gelingt die Losung der Differentialgleichung so:
Wir trennen unter Beachtung von y’ = dy/dx die unabhingige Variable x von der ge-
suchten Variablen y
dy

—— =dx. (9.16)

)
Von dieser differentiellen Gleichung bilden wir auf beiden Seiten entweder das unbestimm-
te Integral,

dn
—— =x +const, (9.17a)
()

oder sogleich unter Verwendung des Anfangswertes y(xo) = yo das bestimmte Integral
—— =X-Xq . (9.17b)

Die Kontrolle durch Differenzieren ist wohl evident: links nach y, rechts nach x ableiten
ergibt wieder (9.16). Zwar liefert (9.17) erst den funktionalen Zusammenhang x = x(y),
aber hieraus folgt als Umkehrfunktion sofort (notfalls graphisch) y = y(x|x¢, y0)-
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9.3.2 Beispiele zur iibenden Erlauterung

Radioaktiver Zerfall, (9.2): Trennung der Variablen ergibt

d—N =-\dt. (9.18)
N

Wir fithren links und rechts das bestimmte Integral aus; wenn die Zeit von 0 bis ¢ lduft,
verindert sich die Anzahl der noch nicht zerfallenen Kerne von Ny bis N(¢).

N(t)
=-1

t
, also InN(¢)-InNg=-A(t-0),
0

InN

No

somit In(N(¢)/Np) = —At mit der Umkehrfunktion N(¢) = Ny exp(-At).

Ahnlich berechnen wir die Lésung des Subtangentenproblems, y(x) = yo exp(-x/1),
vgl. Abb. 9.4.

Man wird (und sollte) fragen, wozu der Aufwand? In beiden Beispielen ist doch die Auf-
gabe, eine Funktion zu suchen, deren Ableitung bis auf einen Faktor mit eben der Funktion
ibereinstimmt. Wir wissen doch, dass gerade die Exponentialfunktion durch diese Eigen-
schaft charakterisiert ist. Richtig, aber wie ist es dann im Fall (9.3)? Oder gar bei (9.4), wo
fiir ¢ = 0 fiir die Geschwindigkeit v(= x) die Differentialgleichung (fiir den Fall v > 0)

v =-{v* (9.19)

gelost werden muss (f8/m ist mit { abgekiirzt worden)?
Zunichst die Losung des Verhulstmodells durch Trennung der Variablen.
adt = dN/[N(1- bN)] = (1/N + b/(1- bN) )dN; integrieren von 0 bis ¢ bzw. von Ny bis

N(t) gibt at =1n (%) -In [%]; Umbkehrfunktion

No
bNy + (1- bNy) exp(-at)

N(t) = (9.20)

Die Losung lduft im Definitionsbereich ¢t € I = [0,00) und im Wertebereich | =
[No, b™"). Sofern bzw. solange die Wachstumshinderung durch die bereits vorhandene Po-
pulation nicht recht wirksam ist, also bN, klein, erhilt man exponentielles Wachstum,
N(t) = Ny exp(at). Schlieflich wird asymptotisch der stationire Wert 1/b erreicht.

Nun zur Abnahme der Geschwindigkeit unter dem Einfluss bremsender Reibung, siehe
(9.19). Fiir geschwindigkeitsproportionale Reibung, also « = 1, finden wir die Losung so-
fort durch Vergleich mit dem radioaktiven Zerfallsgesetz: v = voe™**. Der Anfangswert
beeinflusst das zeitliche Abklingen nicht. Vielmehr wird dies allein durch die Abklingrate
( charakterisiert. Die Geschwindigkeit sinkt exponentiell.

Falls jedoch a # 1ist, ist alles ganz anders. Trennung der Variablen (v > 0 unterstellt)
ergibt jetzt dv/v® = —{dt. Somit (v'™* — v}™*) /(1 - &) = —(t. Die Lésung als Umkehr-

funktion lautet :

v(tlue) = [vg® - 1-a)(t]T . (9.21)
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Abb. 9.5 Lisungen v(t|vo,I) v()
(9.21) der Differentialglei-
chung (9.19) fiir verschiedene
Bremsgesetze Krp = —m{v*®

(s. Abb. 9.6). Nach einer An-
fangsphase folgt ein Potenzabfall
(a > 1), exponentieller Abfall
(a = 1), Bremsung in endlicher
Zeit (a < 1), linear (a = 0).
(¢/vg™™ = 1 gesetzt)

Man erkennt schon am Nenner 1 — «, dass a # 1 wesentlich ist und « = 1 eine Sonderrolle
spielt. Im Allgemeinen ist die Losung ein Potenzgesetz und nicht exponentiell!

Bei iiberproportional mit der Geschwindigkeit abfallender Reibung, a > 1, lautet das
Gesetz fiir den zeitlichen Abfall nach einer Anfangsphase (Abb. 9.5)

o(t) = [(a—1)E]ED, (9.22)

ist also ein Potenzgesetz v(t) ~ ¢t~/(¢71),

Wegen der relativ immer schwicher werdenden Bremsung kommt die Bewegung erst
asymptotisch zur Ruhe. Interessante, charakteristische Eigenschaften der Losung (9.22)
sind einmal ihre Unabhingigkeit vom Anfangswert v, fiir nicht zu kleine ¢ (,,Universali-
tat“, was es im linearen Fall « = 1 nicht gibt), zum anderen ihre Selbstihnlichkeit,

-1

(a=1)"

Diese besagt: gleichzeitige Umskalung der Zeit und der Geschwindigkeit ldsst die
Losung unverandert. Diese Eigenschaft der Selbstahnlichkeit oder Selbstaffinitit ist die typi-
sche Signatur nichtlinearer Gleichungen und bestimmt vielfiltig das Naturgeschehen. Der
Selbstihnlichkeitsexponent y ist durch die Nichtlinearitét der Gleichung bestimmt und so-
mit bei gegebener Gleichung auch universell.

v(At) = Mo(t), mit y=

(9.23)

Selbstihnlichkeit ersetzt bei nichtlinearen Gleichungen das fiir (homogene) lineare Ge-
setze typische Uberlagerungsprinzip. Letzteres besagt: Sind v (¢) und v, () zwei Lésungen
der Differentialgleichung, so ist auch die Summe v;(t) = v (¢) + v,(¢) eine Lésung. Diese
Uberlagerungsfihigkeit gilt nur bei « = 1, also nur fiir lineare Gleichungen.

Bei unterproportional mit v abnehmender Reibung, & < 1, wo mit abnehmender Ge-
schwindigkeit die Bremsung relativ immer effektiver wird, kommt die Bewegung nach
endlicher Zeit t, = vél_“)/(l — ) zur Ruhe (Abb. 9.5). Am effektivsten wird bei & = 0
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Abb. 9.6 Bremswiderstand Kp = —m{v® N
durch Luftreibung als Funktion der Ge- 3L /
schwindigkeit. Aufgetragen ist v gegen v /
fiir verschiedene o tber- @= 2//
2 L proportional /// 1 ]
/ 3 e
VR
1L e
o unterproportional
///
~
Z- I I [
0 1 2 3 v

gebremst. Der Definitionsbereich ist fiir a < 1 nicht mehr I = [0, 00), sondern I = [0, ],
jedoch J = [v,0] in allen Féllen. Bei & > 1und a = 0 ist J = [vp, 0).

Wir konnen auch etwas {iber die Nicht-Eindeutigkeit der Losung einer Differentialglei-
chung lernen. Sei z.B. a = 1, also

Py (9.24)

Trennung der Variablen liefert dv/\/v = -{dt, also 2(\/v — /) = —{(t - 0), deshalb
heiflt die Losung zu v(0) = g

o(t) = (ﬁ)—cé)z. (9.25)

Ruhe wird erreicht bei t, = 2,/7/{,s. Abb.9.7 und 9.5. Die Losung (9.25) behalt formal
auch fir t > ¢, ihren Sinn, ist aber physikalisch nicht brauchbar, da ja v unter dem Einfluss
von Reibung nicht anwachsen kann. An der Stelle t = t,, v(t,;) = 0 nehmen zwei verschie-
dene Losungen ihren Ausgang. Neben (9.25), geschrieben als v(t) = ({(t - t,)/2)%, t > t,,
gibt es als weitere Losung v(t) = 0. Als Ursache machen wir aus, dass fir v = 0 bei der
Variablentrennung im Nenner von dv/+/v Null auftritt! Warnleuchte!

In der Losung (9.21) fiir beliebiges « kann man tibrigens & — 1 gehen lassen und findet die
exponentielle Losung v(t) = vy exp(—ft) wieder. Dazu beachte man die Identitit a = ™ ?,
also v(t) = exp[{In[vg"* — (1 - «){t]}/(1 - a)]. Der Exponent hat fiir « — 1 die Gestalt
0/0. Um den Grenzwert auszurechnen, kann man die 'Hospitalsche Regel (1696) anwenden,
d. h. Zdhler und Nenner nach « ableiten und dann erst « — 1. Man erhélt fiir den Exponenten
(In vy — {t), woraus die o. g. exponentielle Losung folgt.

Schon diese Beispiele verdeutlichen die unglaubliche Losungsvielfalt, die in Differenti-
algleichungen steckt. Die Gleichungen enthalten das alles wie ein Kondensat. Das macht
sie so geeignet zur konzentrierten Beschreibung der Natur. In diesem einfithrenden Buch
kann aber leider nur ein kleiner Teil des spannenden und abwechslungsreichen Kapitels
»Differentialgleichungen® behandelt werden.

Das (néichste) Beispiel der autokatalytischen Reaktionen zeigt, dass das Losungsintervall
(= der Definitionsbereich) I nicht nur deshalb endlich sein kann, weil anschlieflend die Ein-
deutigkeit verloren geht (wie eben beim Bremsgesetz), sondern dass auflerhalb iiberhaupt
keine Losung mehr existiert.
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Abb. 9.7 Losung (9.25) der v(®) ,
Differentialgleichung (t) = vy
—{y/v(t) (9.24). Bei t; erfolgt 1 unphysikalische /
flaches Einmiinden, da 9(¢;) = 0. Losung /
=1 !
(/vw=1 (1-t/2)? /
/
/
/
/
/
/
/
/
/
/
’
/
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Die Differentialgleichung fiir die zeitliche Anderung der Konzentration c¢(¢) einer au-
tokatalytisch reagierenden Substanz B lautet

é(t) = keac® (1) . (9.26)

Wir verstehen sie so: In einer chemischen Reaktion oder Reaktionskette gehe eine Sub-
stanz A (mit der Konzentration c,) in eine Substanz B tiber, A — B, unter Mitwirkung
anderer Substanzen. Von Katalyse spricht man, wenn eine der mitwirkenden Substanzen,
genannt K, fiir den Ablauf der Reaktion oder Reaktionskette notig ist, am Ende aber wieder
abgegeben wird, A + K - B + K. Autokatalyse liegt vor, wenn die katalytische Anwesen-
heit der Endsubstanz B selbst zur Einleitung der Umwandlung von A nach B notwendig
ist, eventuell sogar mehrfach (m-fach); z.B. A + 2B — B + 2B. Jede dieser molekularen
Reaktionen verindert die Anzahl der B-Molekiile um 1, doch finden sie nur statt beim Zu-
sammentreffen eines A- und zweier B-Molekiile. Genau dies driickt (9.26) aus, wobei k die
Reaktionsrate ist und c,, wie gesagt, die (als grofd und praktisch konstant angesehene) Kon-
zentration der Ausgangssubstanz A bezeichnet sowie ¢ die Konzentration der Substanz B.
Trennung der Variablen in (9.26) gibt dc/c* = kcadt, also —1/c +1/cq = kcat, also

Co

oo D) = ot

(9.27)

In der autokatalytischen Reaktion wichst also die Konzentration ¢ des Produktes B
rapide an und strebt bereits nach endlicher Zeit t..ir = 1/kcaco gegen unendlich. Expe-
rimentell geschieht das selbstverstandlich nicht, da die Substanz A vorher verbraucht wire
(mit co — 0 geht t.iy > o0), aber die einmal fiir giiltig gehaltene Differentialgleichung
(9.26) hat die Eigenschatt, eine Losung nur zwischen 0 und #i; zu haben, d. h. I = [0, t¢it).
Man beachte, dass I von der Anfangsbedingung ¢, abhingt.
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9.3.3 Separable Differentialgleichungen

Unter welchen Bedingungen ist die Trennung der Variablen mdglich, die in diesem Ab-
schnitt als eines der wichtigsten Losungsverfahren behandelt worden ist? Offenbar stets
dann, wenn in der allgemeinen Differentialgleichung (9.10) f(x,y) = h(x)g(y) in ein
Produkt von zwei Funktionen zerfillt, die jeweils nur von x bzw. nur von der Funktions-
Variablen y abhingen. f(x, y) heiflt dann ,.separabel®.

Die Trennung der Variablen ist dann méglich und fithrt auf dy/g(y) = h(x)dx. Inte-

gration liefert
y

yof gc(‘—g) - H(x) - H(xo) . (9.28)

Dabei ist H(x) Stammfunktion von h(x),d.h. H'(x) = h(x). Fernerist y(x = x¢) = yo der
Anfangswert. Die linke Seite ldsst sich als ¢(y) — ¢(yo) schreiben. ¢(y) ist unter der Vor-
aussetzung g(y) # 0 monoton in y und erlaubt deshalb eine eindeutige Umkehrfunktion,
genannt ¢~'. Die Losung separabler Differentialgleichungen (9.10) lautet somit

y(xlx0, yos I) = ¢ (H(x) = H(x0) + ¢(30)) - (9:29)

Damit ist eine explizite Losung per Konstruktion gefunden. Die bisherigen Beispiele
waren Sonderfille, g(y) = 1 oder h(x) = 1. Die Anfangswerte sind explizit eingearbeitet.
Das Losungsintervall I wird durch das Erreichen der Nullstelle y. von g(y) bestimmt, also
g(yc) =0.

Offenbar hingt die Losung (9.29) vom Verhalten von ¢ fiir y oder yo — y. ab und dies
wiederum davon, wie schnell der Nenner g(§) — 0 fiir & — y.. Es gilt folgende Aussage
(hier nicht explizit bewiesen):

Hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Losung (9.29) ist, dass das (uneigent-

liche) Integral
y

d¢
/ e (9.30)

Yo Ye

divergiert. Betrachten wir unsere Beispiele in diesem Licht, etwa die autokatalytischen Re-
aktionen (wo z.B. g(y) ~ y*) oder das Widerstandsgesetz Kz (wo g(y) ~ »%,s. (9.19)).
Hier ist jeweils y. = 0. Es kommt auf[yo_>0 d&/& an, also auf y§* fiir yo — 0. Sofern a > 1,
ist das Kriterium der Eindeutigkeit erfiillt. Wenn aber « < 1, gibt es mehrere Losungen, wie
nach (9.25) erkldrt, ndmlich auf8er (9.29) auch noch y(x) = 0.

Zusammengefasst: Die Divergenz von | o ye dé/g(&) fir y, gegen die Nullstelle y. von
g() ist hinreichende Bedingung fiir die Eindeutigkeit der Lésung unter Trennung der Va-
riablen. Hinreichende Bedingung wiederum fiir die Giiltigkeit des Kriteriums (9.30) ist die
»Lipschitz-Stetigkeit“ von g(y), d.h. |g(») — g(y2)| < L|y1 — y2| fiir alle y;, y, im Defi-
nitionsbereich von g(y). Sie ist jedenfalls erfiillt, sofern g(y) im Definitionsbereich (also
insbesondere bei y.) differenzierbar ist. Bei differenzierbarem g(y) existiert eine Losung
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des Anfangswertproblems und dann stimmen zwei Losungen in einer gewissen Umgebung
von xq tiberein.
Obiges Beispiel: Fiir a < 1ist g'(y) ~ y*™' — oo fiir y — 0, also keine Differenzierbarkeit an

der Stelle y. = 0, somit vertriglich mit fehlender Eindeutigkeit. Falls « > 1, sind Existenz und
Eindeutigkeit gewahrleistet.

9.4 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung fiir eine Funktion y(x) haben definitionsge-
maf3 die Form

¥ =p(x)y+q(x). (9.31)

Sofern g(x) = 0, sprechen wir von einer homogenen linearen Differentialgleichung 1. Ord-
nung. g(x) heiflt Inhomogenitit. Die Losung der (homogenen oder inhomogenen) linearen
Differentialgleichung (9.31) ist auf eingefahrenen Standardgleisen geschlossen analytisch
moglich:

i.  Zunichst die homogene Differentialgleichung y’ = p(x)y. Offenbar ist Trennung der
Variablen moglich, dy/y = p(x)dx, also unter der Anfangsbedingung y(x = x¢) = yo
istln y—In y = fx’; p(&)dé. Das o. g. Eindeutigkeitskriterium ist erfiillt. Die eindeutige
(und offenkundig existierende) Losung der homogenen linearen Differentialgleichung
heif3t somit

y(xlo, ) = o exp [ p(£)dE. 932)

ii. Nun zur inhomogenen Differentialgleichung (9.31). Sei, wie auch immer, wenigstens
eine Losung y,(x) gefunden worden. Wir nennen sie ,,spezielle Losung®. In ihr muss
nicht notwendigerweise eine freie Konstante vorkommen. Deshalb hitten wir Schwie-
rigkeiten, eine Anfangsvorgabe y(xo) = yo zu befriedigen. Aber bei Kenntnis einer
speziellen Losung ist es leicht, sich die allgemeine Losung von (9.31) zu beschaften.
Wir suchen sie in der Form y(x) = ys(x) + u(x). Einsetzen in (9.31) liefert y! + u’ =
p(ys + u) + g, also u’ = pu, da ja y, die volle inhomogene Gleichung 16st. u(x)
muss somit als Losung der homogenen Gleichung bestimmt werden, enthilt (via
Stammfunktion) eine freie Konstante und ermdoglicht die Befriedigung von Anfangs-
bedingungen.

Es gilt folglich der schone, oft verwendete Satz.

Satz Die allgemeine Losung einer linearen Differentialgleichung findet man als Sum-
me einer speziellen ,inhomogenen Losung® und der allgemeinen ,homogenen L6-
sung®.

iii. Wie findet man nun aber eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung (9.31)? Ohne sie geht ja nichts. Der Schliissel heifit:
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Variation der Konstanten. Erinnern wir uns an die Form (9.32) der homogenen
Losung, y(x) = C exp [~ p(£)d&. Die Konstante C lief sich durch die Anfangsbe-
dingung bestimmen. Wir tun das jetzt aber nicht, sondern suchen nach der speziellen
inhomogenen Losung, indem wir statt der Konstanten C eine Funktion C(x) zulassen,
also y(x) = C(x) exp fx’; p(&)dE ansetzen®. Dann trachten wir C(x) so zu bestim-
men, dass y(x) die inhomogene Gleichung (9.31) 1st.

Einsetzen des Ansatzes mit veranderlichem (,variiertem®) C in (9.31) gibt y’' =
C" exp([ p) + pC exp([ p) = py + q. Es bleibt fiir C(x) die Differentialgleichung
tibrig

C'(x) = q(x) exp - [ p(§)de

Diese ist (nach Abschn. 9.3) unmittelbar zu integrieren, weil die rechte Seite eine wohl-
bekannte Funktion von x allein ist

C(x)=fdﬁq(i) eXP(—fp(E)d€)+C(xo)-

Der Ansatz gebietet fiir den Anfangswert y(xo) = C(x0) - exp0, also C(xp) = yo. All
dies setzen wir in den Ansatz ein und haben damit nicht nur eine spezielle Losung
gefunden, sondern sogleich die allgemeine Losung mit eingearbeiteter Anfangsbedin-

gung
X X X fl
y() = yoexp [ p(9)d+ [ daa&exn| [ p(&1dea- [ p(ez)dsz) L 933)

Der Exponent des zweiten Summanden kann vereinfacht werden zu |, ;: p(&)dE,. Der
zweite Summand selbst wire im Ubrigen eine spezielle Lésung der inhomogenen Glei-
chung (nachrechnen!). Der erste Summand 16st nur die homogene Gleichung.

Unter Verwendung einer Stammfunktion P(x) von p(x) kann man die allgemeine
Losung der linearen Differentialgleichung auch so schreiben

X

y(x):ce"(x>+/q(x)e"(x”’("f)dx. (9.34)

Zwei Beispiele physikalisch interessierender linearer Differentialgleichungen sind bereits
bei der physikalischen Motivation in Abschn. 9.1 erwdhnt worden. Ihre Losung nach den
jetzt dargestellten Methoden sei den Ubungen iiberlassen (s. Abschn. 9.9).

* Man mache sich klar, dass das keinerlei Einschriinkung oder besondere Annahme ist. C(x) ist eben
nichts anderes als die zu suchende Losung mal exp(— [ p(&)d¢).
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9.5 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Viele physikalische Differentialgleichungen enthalten zweite Ableitungen, sind also von
2. Ordnung. Das ist z. B. bei den meisten Problemen der klassischen Mechanik der Fall,
da das Newtonsche Gesetz Aussagen iiber die Beschleunigung 7 macht. Beispiele sind (9.4)
bzw. (9.5). Elektrische Schwingkreise mit Widerstinden, Kondensatoren und Spulen fithren
ebenfalls auf zweite Ableitungen (s. z. B. Aufgabe 3 in Abschn. 9.9) usw. Das Musterbeispiel
einer linearen Differentialgleichung 2. Ordnung reprisentiert der (evtl. geddmpfte) harmo-
nische Oszillator, wie er bereits eingangs von Kap. 9 erwihnt wurde,

mi(t) = —fx—cx. (9.35)

x(t) ist die Auslenkung der Masse m aus der Ruhelage, c ist die Federkonstante (elastische
Konstante, ,,stiffness), \/c/_m = w die Kennfrequenz des Oszillators,  bzw. f/m = { heif3t
Diampfungskonstante. Die Reibungskraft Ky ist als geschwindigkeitsproportional voraus-
gesetzt worden; beim ungedidmpften Oszillator setzt man f3 = { = 0.

9.5.1 Homogene Gleichungen

Aus (9.35) gewinnt man das Paradigma einer homogenen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung,
y'+ay +by=0. (9.36)

y bedeutet beispielsweise die Auslenkung x eines Oszillators, die Stromstérke I oder die
Spannung U an einem Widerstand, den Druck p in einer Schallwelle usw. y hingt von der
Zeit t oder irgendeiner anderen unabhéngigen Variablen x ab. a entspricht der Ddmpfung
{, b dem Quadrat der Kennfrequenz, w}.

Homogene lineare Differentialgleichungen sind fiir konstante Koefhizienten a, b stan-
dardmafig losbar. Hingen diese jedoch von der unabhingigen Variablen x ab, also a(x),
b(x), so ergeben sich bereits spezielle, nicht mehr elementare Losungsfunktionen. Beispie-
le solcher spezieller Funktionen der mathematischen Physik sind die Besselfunktionen, die
Legendrefunktionen, die Mathieufunktionen, die hypergeometrischen Funktionen, Fehler-
funktionen usw. Ihre Eigenschaften sind inzwischen sehr gut bekannt, wenngleich zunichst
nicht so gut vertraut wie die der Exponentialfunktion, von sin, cos, sinh, cosh im Falle
konstanter Koeftizienten a und b. Wir beschridnken uns in diesem Einfithrungskurs auf
konstante, reelle a, b.

Fiir homogene, lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung gilt wiederum das Uberla-
gerungsprinzip: Kennt man eine Losung y;(x) und eine weitere Lésung y,(x), so sind auch
die Summe von beiden, y;(x) + y2(x) = ys(x), sowie Vielfache, Ay; ;(x), wiederum L&-
sungen.

Bei Differentialgleichungen 2. Ordnung kann man zwei Anfangswerte y(x) = yo und
y'(x0) = y;, vorgeben oder stattdessen zwei Randwerte y(x,) = y., y(xp) = yp. Unter
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Abb. 9.8 Losungen y(t) der yA
homogenen linearen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

1

tiberdampft
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diesen Vorgaben gibt es genau eine Losung; diese aber gibt es auch (abgesehen von gewissen
Sonderfillen beim Randwertproblem). Man kann sie konstruktiv gewinnen.

Lineare, homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung, ja allgemein n-ter Ordnung
mit konstanten Koeflizienten 16st man mithilfe des Exponentialansatzes. Die Idee dazu liest
man aus (9.36) ab: Offenbar muss sich y’(x) bis auf einen Faktor wie die Funktion y(x)
selbst verhalten. Ahnliches gilt fiir "/, das sich bis auf einen Faktor (a) wie y’ bzw. bis auf
einen anderen Faktor (b) wie y verhdlt. Funktionen aber, deren Ableitung bis auf einen
Faktor mit der Funktion selbst iibereinstimmt, sind die Exponentialfunktionen. Deshalb
suchen wir die Losung von (9.36) in der Form y(x) ~ e**. Der offen gelassene Proportio-
nalitatsfaktor ist wegen der Homogenitit der Differentialgleichung sowieso frei, weil er sich
herauskiirzt. A jedoch gilt es zu berechnen. Solche Werte von A, die dabei herauskommen,
die also im Exponentialansatz zuldssig sind, heiflen ,,Eigenwerte® der Differentialgleichung.

Der Exponentialansatz liefert durch Einsetzen in (9.36) fiir die Eigenwerte A die Bestim-
mungsgleichung

MV +al+b=0. (9.37)

Dieses ,,charakteristische Polynom® (allgemein von n-ter Ordnung) hat die Losungen (all-
gemein n komplexe Losungen Ay, ..., 1,)

2
Mo=-2\/E b2 Va. (9.38)
2 4 2

Sofern die ,,Diskriminante“ d = a*/4 — b von Null verschieden ist, gibt es zwei verschiedene
Eigenwerte A1, ;. Die allgemeine Losung erhilt man durch Uberlagerung

y(x) = AjeM* + Ajet® (9.39)

Sie enthalt zwei freie Konstanten, die man zur Anpassung an Anfangs- oder Randbedin-
gungen verwendet. Der Anteil a/2 = & heifit Abklingrate (falls a > 0), die Grofie /b = w
heifit Kennfrequenz (falls b > 0):

i. Positive Diskriminante, d > 0: Es gibt 2 reelle Eigenwerte, die Teillosungen 1, 2 fallen
oder wachsen exponentiell. Im ersteren (abfallenden) Fall a > 0 ist wegen d > 0 die
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Abb. 9.9 Lage der Eigenwerte einer homogenen, linearen Differentialgleichung. a Wie sich die Ei-

genwerte A in der komplexen A-Ebene als Funktion der Kennfrequenz wy = /b € [0, 0o) fiir feste
Abklingrate bzw. Ddmpfung 8 = a/2 > 0 verdndern. b Verhalten der Eigenwerte fiir feste Kennfre-
quenz als Funktion der Abklingrate 8 € [0, c0)

ii.

iii.

Abklingrate grofer als die Kennfrequenz, a/2 > \/b. Man spricht vom iiberdimpften
Fall. A;, sind reell.

Negative Diskriminante, d < 0: Es gibt wiederum 2 Eigenwerte, jedoch komplexe, so-
gar A, = A{, also zwei zueinander konjugiert komplexe Eigenwerte A;, = —a/2 + iw,
mit o = V-d = \/b- a?/4. Die Abklingrate ist kleiner als die Kennfrequenz,
a/2 < /b, man spricht von unterdimpfter Schwingung. Die Losung ldsst sich als
y(x) = e(a/2)x (B; sin wx + B cos wx) schreiben, B; , reell.

Die Losungen im iiber- bzw. unterddmpften Fall sind in Abb. 9.8, die Verdnderung der
Eigenwerte A mit a, b in Abb. 9.9 graphisch dargestellt.

Eine interessante Sonderrolle spielt der sog. ,aperiodische Grenzfall*, bei dem die Dis-
kriminante d gerade Null ist, also a?/4 = b. Dann muss b > 0 sein; die Abklingrate
erfiillt § = wy. Die Abklingzeit erweist sich als minimal. Es gibt nur einen Eigenwert
A = —a/2 = -6, also nur eine Losung ~ e,

Woher bekommt man nun aber eine zweite Losung, muss man doch wegen der 2. Ord-
nung an zwei Anfangs- oder Randvorgaben anpassen? Wieder hilft die Variation der
Konstanten! Man setze y(x) = ¢(x) exp[(—a/2)x], bestimme y’ und y" und verwende
(9.36). Das liefert fiir c(x) die einfache (Differential-)Gleichung ¢”(x) = 0. Sie hat die
Losung c(x) = A; + A,x, gewonnen durch zweimaliges direktes Integrieren. Folglich
lautet die allgemeine Losung im aperiodischen Grenzfall

y(x) =A™ + Ajxe 2%, (9.40)

Mit den zwei Konstanten A, ; kann man die Anfangsvorgaben erfiillen.
~ax/2 trotz globaler Dampfung A =
—a/2 < 0 zu einem voriibergehenden Anwachsen. Sie steigt an bis zum Erreichen

Spafligerweise fithrt die eine Teillosung ~ xe
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Abb.9.10 Lésungen y = (A; + Asx)e "/ der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ord-
nung im aperiodischen Grenzfall a/2 = \/b bzw. 8 = wo. Trotz Dampfung erfolgt bei x = 0 zunichst
ein Anwachsen, wenn nur A, > A;a/2 ist. Es wird stets ein Maximum (bei 207 - AIAEI) erreicht,
wenn nur A, > 0 ist

des Maximums 2/(ae) beim Wert x,,, = 2/a, um danach vom exponentiellen Faktor
/2 auf Null gedriickt zu werden. Fiir hinreichend kleine aperiodische Dampfung a
kann die Anstiegsphase 2/a sehr lange dauern und kann der Maximalwert 2/(ae) be-
trachtlich sein! Abbildung 9.10 zeigt das typische Losungsverhalten im aperiodischen
Grenzfall.

Selbstverstandlich kann auch in den beiden anderen Fillen d > 0 oder d < 0 ein vor-
tibergehendes Ansteigen erfolgen.

9.5.2 Gekoppelte homogene Differentialgleichungen (N Variable)

Der Exponentialansatz funktioniert auch bei der Suche nach mehreren unbekannten
Funktionen y;(x), y2(x),..., yn(X), die einem System von N linearen, homogenen, ge-
koppelten Differentialgleichungen geniigen,

N
)’;:Zaiﬂ/j’ i=1,2,...,N. (9.41)
j=1

Die Koeflizienten a;; seien konstant und aus physikalischen Griinden reell. Der e-Ansatz
wire y;(x) = Y; exp(Ax); in (9.41) eingesetzt, fithrt er auf N homogene lineare Gleichun-
gen fiir N unbekannte Konstante Y, Ya,..., Yy

N
Y (A8ij—ai;)Y;=0, i=12,...,N. (9.42)
j=1
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Dieses lineare Gleichungssystem hat genau dann eine nichttriviale Losung (d. h. nicht alle
Y; gleich Null), wenn die Systemdeterminante verschwindet,

M(S,] - a,-j| =0. (943)

Entwickelt man die Determinante, so erhilt man ein Polynom N-ter Ordnung in A, das
nach dem Gauf3schen Fundamentalsatz genau N Losungen Ay, hat, also Ay, A5, ..., Ay. Es
gibt genau N Eigenwerte, die komplex sein kénnen und moglicherweise auch zum Teil
(oder ganz) einander gleich sein konnen. Letzteres heifit ,,Entartung® der Eigenwerte.

Sofern man N verschiedene Eigenwerte A,, gefunden hat, erhilt man die Losung des
gekoppelten Differentialgleichungssystems durch Uberlagerung der e**, y =1,2,..., N.

N
yi(x) = YA, vt (9.44)
u=1

Dabei sind die A, 4 = 1,2, ..., N die offenen Zahlenkoeffizienten, die zur Anpassung an
Anfangswerte benotigt werden. Die Yi(”) sind fur festes pund i =1,2, ..., N die Losungen
von (9.42) beim Eigenwert A ,. Sei heiflen ,,Eigenvektoren®. Es gibt N solcher Eigenvektoren,
namlich zu jedem der verschiedenen A, genau einen. Jeder dieser Eigenvektoren Yi(“ ) hat
N Komponenten, i =1,2,...,N.

Bei Entartung kann es vorkommen (muss aber nicht), dass es weniger als N Eigen-
vektoren gibt. Dann findet man weitere Losungen wie im aperiodischen Grenzfall durch
Variation der Konstanten. Falls die (reelle) Koeffizientenmatrix a;; symmetrisch ist, kann
das allerdings nicht passieren; dann gibt es trotz Entartung stets genau N Eigenvektoren.

Die Yi(”) sind aus einer homogenen Gleichung (s. (9.42)) zu bestimmen. Deshalb ist ein
gemeinsamer Faktor frei. Man pflegt ihn durch Normierung festzulegen,

N
SIYR=1, u=12,...,N. (9.45)
i=1

Ubrigens, eine homogene, lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung ist dquivalent
einem Satz von n gekoppelten linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung. Wir machen
uns das am Beispiel (9.36) fiir n = 2 klar. Setze y = y; und y’ = y,, so folgt

)/}=y2 oder y} = 0 1) )/1). (9.46)
Yy =-ay,—byn V3 b -a y2

Man liest die Koeffizientenmatrix a;; unmittelbar ab. Sie ist i. Allg. nicht symmetrisch.
Die Eigenwerte sind geméf} (9.43) zu berechnen, also

A -1
b A+a

’:A()L+a)+b:0. (9.47)

Dies stimmt mit (9.37) iiberein, wie es sein muss.
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Sehr interessant ist der aperiodische Grenzfall, b = a*/4. Dann hat die Matrix a;; zwei
miteinander entartete Eigenwerte (aus (A+a/2)* = 0), aber nur einen einzigen Eigenvektor,
s. Aufgabe 5 in Abschn. 9.9. Wann immer die Zahl der Eigenvektoren kleiner ist als die
Zahl der Eigenwerte (d. h. als der Rang der Matrix a;;), nennt man die Matrix ,,defekt”. Der
aperiodische Grenzfall also fiihrt auf eine defekte Koeflizientenmatrix.

Bei symmetrischen Differentialgleichungssystemen (9.41) ist a;; = aj; (allgemeiner:
hermitesch, a;; = aj;). Sie sind nie defekt. Es gibt stets N' Eigenwerte A, nicht notwen-
dig verschieden, sowie genau N Eigenvektoren.

9.5.3 Inhomogene Differentialgleichungen

Wie lisst sich eine eventuelle Inhomogenitit f(x) in einer linearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten behandeln?

(%) + ay'(x) + by(x) = f(x) (9.48)

Vollig analog zu linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung gilt die Aussage: Die allge-
meine Losung der inhomogenen Gleichung (9.48) besteht aus der Summe einer speziellen
Losung y,(x) der inhomogenen Gleichung plus der allgemeinen Losung y;, (x) der homo-
genen Gleichung. Mit letzterer lassen sich Anfangs- oder Randbedingungen erfiillen.

Homogene Gleichungen haben wir mittels Exponentialansatzes zu l6sen gelernt. Wo-
her bekommt man aber eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung? Wieder ist das
Stichwort: durch Variation der Konstanten. Nur, da man ja jetzt zwei Losungen y; (x), y2(x)
der homogenen Differentialgleichung hat, entsprechend den beiden Eigenwerten \,, A5, hat
der Ansatz zur Variation der Konstanten jetzt die Form

y(x) = Ci(x) y1(x) + Ca(x) y2(x) . (9.49)

Ableiten ergibt y' = Cyy; + Cy; + (2 statt 1) sowie y"' = Cyy; + 2C{y; + C{'y1 + (2 statt 1).
In (9.48) eingesetzt folgt Cjy; + Chy5 + (Ciy1 + Cyy2)’ + a(Cly1 + Coy2) = f. Da man ja
zufrieden ist, wenn man tiberhaupt eine Losung findet, wie speziell auch immer, versucht
man es mit einem von a4 unabhéngigen Ansatz

Cim+Coyr=0, Cyj+Cyyy=1f. (9.50)

Dies sind zwei Gleichungen fiir zwei unbekannte Funktionen Cj, Cj. Man lost sie wie iib-
lich. Voraussetzung fiir die Losbarkeit ist, dass die Systemdeterminante

W(x):‘yi if #0 firallex.
1 )2

W (x) heifit Wronski-Determinante. Sie ist durch die Lésungen der homogenen Differenti-
algleichung bestimmt. Die gesuchte Lésung von (9.50) lautet C;(x) = —f(x)y2(x)/W(x)
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und Cj(x) = —f(x)y1(x)/W(x), und die gesuchten ,variierbaren Konstanten“ C;(x),
Cy(x) fiir (9.48) sind die Stammfunktionen der rechten Seiten dieser Lésung, also durch
gewohnliche Integration zu ermitteln. Inklusive der beiden Integrationskonstanten erhilt
man aus (9.49) nicht nur die zunichst gesuchte spezielle Losung, sondern sogar die allge-
meine Losung der inhomogenen Differentialgleichung (9.48).

Aufgabe 6 in Abschn. 9.9 widmet sich einer physikalischen Anwendung.

9.6 Geometrische Methoden

Zur Veranschaulichung, aber auch wenn analytische Rechnungen nicht méglich erschei-
nen, bedient man sich gern geometrischer Methoden. Die Differentialgleichung y’ =
f(x,y) ordnet in der x-y-Ebene jedem Punkt aus dem Definitionsbereich von f, also
(x,y) € I x]J = U(c R?), eine Richtung zu, eben y’, s. Abb. 9.11. Die Zahlentripel
(x,y,y") bzw. (x, y, f(x, y)) heilen , Linienelemente®, die Gesamtheit der Linienelemen-
te heif3t ,,Richtungsfeld“ {(x, y, f(x, ¥))|(x, y) € U € R?}. Die gesuchte Losung y = y(x)
muss sich an jeder Stelle (x, y) dem jeweiligen Linienelement anschmiegen. Deshalb ist
das Richtungsfeld zum Erraten des Losungsgraphen y(x) sehr hilfreich. Ausgehend vom
Anfangswert (xo, yo) leitet einen das Richtungsfeld weiter.

Beachtung verdienen die Isoklinen, d.h. die Linien mit gleicher Neigung y’ =
f(x,y) = c. Man kann U mit ihnen iiberziehen, s. z. B. Abb. 9.12.

Geometrische Methoden helfen auch, die beiden gekoppelten Differentialgleichungen

561 :ﬁ(Xl,Xz), ).Cz :fz(xl,)Q) (951)

fir die beiden Funktionen x;(t), x2(t) zu studieren. Hilfsmittel ist der sogenannte Pha-
senraum, hier der R* = {(xy,x,)}. Eine Losung (x1(t), x2(t)) ist eine Kurve in diesem
Phasenraum, am Anfangswert x;(fy), x2(to) beginnend. Der Definitionsbereich U ¢ R?
des Differentialgleichungssystems (9.51) ist die Punktmenge {x;, x, }, fiir die f;, f, definiert
sind.
Zuerst sucht man nach stationiren Losungen x> (¢) = ¢; und x\¥ (¢) = . Fir sie ist
X; = %, = 0. Man findet sie (analytisch oder durch numerische Nullstellensuche) aus den
beiden Gleichungen
AP =0, £ (xP,xF)=0. (9.52)

Die Losungen sind Punkte (xfs), xés)) = Ps € R? im Phasenraum, nummeriert durch

den Index S (fiir ,,stationdr®). In der Niahe dieser stationdren Punkte ldsst sich (i. Allg.) das
Gleichungssystem (9.51) linearisieren. Dazu schreiben wir x; (t) = xﬁs) +0x;(t),i=1,2,und
schreiben (9.51) um in Gleichungen fiir §x;(t). Links steht jeweils 0x; ,. Rechts begniigen
wir uns mit dem Anfang der Taylorentwicklung

o 00) £ )+ Lo B,
1 2
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Abb. 9.11 Einige Linienelemente (im 2. y
Quadranten) und ein Richtungsfeld (im
. . S 77700011111
1. Quadranten) einer Differentialglei-
chung, schematisch N i ; ; ; ; ; ; ; 5
\ s/ 01T
777711111
7771111
—crz77177
N ——r 777/
~ —_——— S

=Y

Da f;(x¥), x{*) = 0 gemifs (9.52), wird aus dem im Allgemeinen komplizierten, nicht-
linearen Gleichungssystem (9.51) ein gekoppeltes lineares Gleichungssystem

ofi df
85(1 _ 8)(1 . a_-xl g

( (sz ) = L( 8x2 )) L(PS) = % 2 . (9.53)
8x1 axz

Dieses beschreibt die Losung x;(t), x2(t) in der Nihe des jeweiligen stationdren Punk-
tes Ps. Alle hierfiir notwendige Information {iber die Differentialgleichung steckt in der
Matrix L, gebildet aus den partiellen Ableitungen 0 f;(x, x2)/0xj, berechnet am jeweils be-
trachteten stationdren Punkt Ps. Gibt es mehrere Ps, so gibt es auch mehrere (verschiedene)
L(Ps).

In der Néhe der stationdren Punkte sind wir somit auf vertrautem Boden: Gekoppelte
lineare Differentialgleichungen haben wir in Abschn. 9.5.2 ausfiihrlich studiert. Das Verhal-
ten der Losungen im Geltungsbereich der linearen Néaherung (9.53) lasst sich vollstindig
durch die Eigenwerte A und die Eigenvektoren der Matrix L beschreiben, die alle von Ps
abhingen.

Seien z.B. beide Eigenwerte A, reell und negativ; dann nehmen beide Abweichungen
8x; ~ e”M2! ab, die Losung strebt gegen den stationiren Punkt (und zwar monoton). Ps
heif3t (Punkt-)Attraktor (Abb. 9.13). Ist ein Eigenwert negativ reell, der andere positiv reell,
strebt die eine Eigenlosung auf Ps zu, die andere davon weg. Beides geschieht exponentiell

in t, gemaf3
) o
1(#) e’ vgl. (9.44) .

(xl(“ ), xg") )" bezeichnet* den zum Eigenwert 1, gehorigen Eigenvektor der Matrix L.
Die Eigenvektoren charakterisieren Richtungen im Phasenraum. Diese sind in Abb. 9.13
angegeben; ein gemeinsamer (positiver oder negativer) Vorfaktor ist natiirlich offen. A; >

* T bedeutet transponiert
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Abb. 9.12 Isoklinenfeld der Differen-
tialgleichung y’ = xy. Die Isoklinen
sind Hyperbeln y = ¢/x; die Losung
y = yo exp[(x* - x3)/2] (durch Tren-
nung der Variablen gewonnen) wird
deutlich (gestrichelt)

N

Abb.9.13 Verschiedenes Verhalten von Losungen gekoppelter Differentialgleichungen fiir zwei Va-
riable im Phasenraum R* = {(x1,x2)} in der Nihe stationirer Punkte. Es handelt sich um einen
Punktattraktor, einen Sattelpunkt und einen , elliptischen Punkt

0,1, < 0 kennzeichnet einen Sattelpunkt, A; > 0 und A, > 0 einen allseits abstoflenden
stationdren Punkt (Repellor).

Sind die Eigenwerte rein imaginir, laufen die Losungen um den stationdren Punkt Ps
herum (Abb. 9.13), erreichen ihn aber nicht; §x;(t) ist dann periodisch. Die Eigenvektoren
sind nicht mehr reell, sondern komplex. Sie kennzeichnen deshalb nicht mehr Richtungen,
wohl aber Lage und Halbachsenlinge der elliptischen Bewegung im Phasenraum nahe Ps.
Bei komplexen Eigenwerten A, schliefSlich spiralen die Lésungen dx;(t) in den statiodren
Punkt Ps hinein oder aus ihm heraus, je nach Realteil des Eigenwerte.

Entfernt man sich aus der linearen Umgebung (9.53) eines stationdren Punktes, hat
man dem zweidimensionalen Richtungsfeld im Phasenraum zu folgen. An jeder Stelle
P = (x1, x,) gibt die Differentialgleichung (9.51) einen Richtungsvektor f mit den Kompo-
nenten (fi, f2) an. Thm hat sich die Losungskurve anzuschmiegen, wenn sie durch P lauft.
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Aus dem Richtungsfeld {P, f(P)|P ¢ U ¢ R?} kann man den Lésungsverlauf anschaulich
gut ermitteln.

9.7 Chaos

Als weiteres Beispiel fiir die Niitzlichkeit geometrischer Methoden zum Studium von Dif-
ferentialgleichungen mdochte ich jetzt das typische Losungsverhalten beschreiben. Es ist
besonders einfach, wenn nur eine Gleichung fiir eine Funktion x;(#) vorliegt (,.eindimen-
sionale Bewegung"),

%1 = fi(x) (9.54a)

Man kann sie, wie in Abschn. 9.3 ausfithrlich behandelt, durch Trennung der Variablen
16sen. Wie aber kann die Losung typischerweise aussehen?

Der Phasenraum ist 1-dimensional, s. Abb. 9.14a. Entweder lduft x; () gegen einen sta-
tiondren Punkt xfs) oder es lduft von ihm weg, gegen einen anderen oder nach unendlich.
Jedenfalls bewegt sich x;(#) im Phasenraum (auf der Linie) stets in derselben Richtung,
immer nach links oder immer nach rechts. x;(¢) kann nicht umkehren, also auch nicht os-
zillieren; sonst wiirde es ja die Punkte eines Phasenraumintervalles mal mit positivem %,
mal mit negativem %; durchlaufen. Das ist aber unmaéglich, da durch die Bewegungsglei-
chung (9.54a) an jeder Stelle x; die Geschwindigkeit x; festliegt. Eindimensionale Bewegung
muss also monoton sein, entweder ins Unendliche oder gegen einen stationdren Punkt
(Abb. 9.15).

Liegen zwei Differentialgleichungen fiir zwei Variable vor

%1 = filx,x2), %2 = folx,x2) s (9.54b)

ist der Phasenraum 2-dimensional, ein Teil von oder der ganze R?. Das Streben der Lésung
nach unendlich oder gegen einen stationdren Punkt ist auch jetzt moglich (Punktattraktor),
s. Abb. 9.15. Es gibt aber einen zusitzlichen Bewegungstyp, eine zusétzliche ,,dynamische
Qualitét”, namlich periodische Bewegungen (Abb. 9.14bund 9.16), x; (t+T) = x;(¢) fiiralle
t und geeignetes T, die Periode. Die Losung von (9.54b) ist dann dauerhaft zeitlich verdn-
derlich, wiederholt sich aber mit der Periode T immer wieder. Sofern der Phasenraumpunkt
(x1(t), x2(t)) von den verschiedensten Anfangswerten ausgehend fiir wachsende Zeit ¢
stets gegen dieselbe periodische Phasenraumbahn strebt, so heifit diese Grenzzyklus oder
periodischer Attraktor.

Statt des R? kann der Phasenraum auch eine endliche, abgeschlossene Menge (ein Kom-
paktum) mit periodischen Randbedingungen sein, z. B. die Oberfliche eines Torus. Dann
kann die Losungskurve nicht nach unendlich laufen. Statt gegen einen Punktattraktor oder
einen periodischen Attraktor zu streben, kann sie dann auch im Laufe der Zeit den kompak-
ten Phasenraum (oder eventuell nur Teile davon) dicht ausfiillen. Bei Transformation in den
physikalischen Ortsraum ergibt das eine quasiperiodische Bewegung. Zur Verdeutlichung
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ein einfaches Beispiel: x;(t) = pcos ¢1(t),x,(t) = psin @, (t), wobei p konstant sei und
die Winkel ¢; die (9.54b) entsprechenden Bewegunggleichungen ¢;(t) = w1, ¢2(¢) = w;
erfiillen. Die f; (¢, ¢2) sind somit konstant, w;. Sofern w;/w, rational ist, entsteht eine pe-
riodische Bewegung ¢,(t) = w;f + ¢, 9, modulo 2m. Falls jedoch w;/w, irrational, ist die
Bewegung der x;,(t) quasiperiodisch bzw. tiberdeckt (¢;(t), ¢2(¢)) im Laufe der Zeit das
Quadrat [0, 21t] x [0, 21t] vollstindig.

Bei drei Differentialgleichungen fiir drei Variable x;(t), x2(t), x3(¢) ist der Phasenraum
3-dimensional, also der R? oder Teile davon. Ein wichtiges, berithmtes Beispiel beschreibt
die Geschwindigkeit x;(¢) einer Fliissigkeitsstromung zwischen zwei horizontalen Platten
im Schwerefeld, wobei die untere Platte wirmer als die obere ist (RAYLEIGH-BENARD-
SarzmaN-LoreNz). Die Temperaturschwankung in der Fliissigkeit dndert sich mit der
Amplitude x,(#) und der infolge der Stromung entstehende verstirkte Warmestrom durch
die Fliissigkeit habe die Grofle x;3(t). Diese drei physikalischen Variablen x;(t), i =
1,2, 3, geniigen einem System von drei gekoppelten, nichtlinearen Differentialgleichungen,
genannt die Lorenzgleichungen; diese lassen sich aus den hydrodynamischen Strémungs-
gleichungen von NAVIER-STOKES begriinden.

X] = —0X1+ 0% = fi(x1, x2,x3) ,
Xy = ax;— X3 — X1X3 = fz(xbxz,xa) > (9.54¢)
).C3 = —bX3 + X1X2 = f3(X1,X2,X3) .

Die Parameter o (Prandtlzahl, etwa o = 10) und b (etwa b = 8/3) sind durch die Art der
Fliissigkeit (Wasser o. A.) sowie durch die Gleichungen von Navier und Stokes fiir die Hy-
drodynamik festgelegt. a ist proportional zur Temperaturdifferenz AT zwischen den Platten
und wird vom Experimentator kontrolliert und veridndert.

Der 3-dimensionale Phasenraum, allgemeiner der N-dimensionale Phasenraum bei N
Differentialgleichungen fiir N Funktionen x;(t), x2(¢), . . ., xx(¢) ist nicht eben (also nicht

B g

Abb. 9.14 Dynamische Qualititen N-dimensionaler Systeme {x1(¢), x2(¢), ..., xn(#)} als Losung
gekoppelter nichtlinearer Differentialgleichungen. a 1-dimensionaler Phasenraum (N = 1), Punk-
tattraktor. b 2-dimensionaler Phasenraum (N = 2), Punktattraktor (rechts) oder/und Grenzzyklus
(links). ¢ (N = 3), Projektion des Phasenraums auf die x1, x2-Ebene, Punktrepellor (oder auch
-attraktor), Grenzzyklus, chaotischer Attraktor
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Abb. 9.15 Streben in einen stationiren x, A
Zustand xl(s). Bei eindimensionaler Be-
wegung ist das nur monoton maéglich,

bei zwei- und mehrdimensionaler Be- monotones Einmiinden N > 1
wegung auch oszillatorisch

oszillatorisches Einmiinden N > 2

~Y

zweidimensional) darstellbar. Wohl aber gibt es Projektionen auf Teilebenen, s. Abb. 9.14c.
Aus der bisherigen Diskussion, insbesondere nach (9.51), ist klar, es gibt jedenfalls die be-
kannten dynamischen Qualititen: Streben gegen einen stationdren Punkt (Punktattraktor,
alle drei Eigenwerte von L reell negativ) oder nach unendlich (mindestens einer ist positiv).
Sodann (imagindre Eigenwerte) gibt es periodische Losungen. Wieder aber gibt es durch
die Erhéhung der Dimension von N = 2 auf N = 3 eine zusitzliche, neue dynamische Qua-
litat, die in 1- bzw. 2-dimensionalen Phasenrdaumen noch nicht méglich ist, sondern erst
fiir N > 3 vorkommt. Sie wird als Chaos bezeichnet. Abbildung 9.14c zeigt eine chaotische
Losung im Phasenraum, Abb. 9.17 zeigt die Losungen x; (t) direkt als Funktionen der Zeit.

In der Natur trifft man chaotisches Verhalten sehr oft an. Dies ist durch die Forschung
erst in den letzten Dekaden des letzten Jahrhunderts richtig klar geworden. Vorher hielt
man Messsignale wie in Abb. 9.17 fiir verrauscht und damit wertlos. Aufler bei der schon
erwdhnten Stromung einer von unten erwéarmten Fliissigkeitsschicht sieht man Chaos z. B.
bei ozeanischer oder atmosphirischer Turbulenz, bei den Konzentrationsschwankungen in
mehrkomponentigen chemischen Reaktionen, in biologischen oder physiologischen Sys-
temen (etwa bei Herzrhythmen), bei den erdhistorischen Veranderungen von Stirke und
Richtung des magnetischen Erdfeldes, bei Molekiilschwingungen, im Laserlicht, Bewegun-

1

IF ~

Abb. 9.16 Verschiedene periodische Bewegungen
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Abb.9.17 Chaoti- XA
sche Bewegungen wie

im Rayleigh-Benard- 107
Wirmeleitungsexperiment. _ 18
Hier: Numerische Losung des
-20 1 1 1 1 1

~ Y

Gleichungssystems (9.54c) fiir 0 10 20 30 40 50
0=10,b=8/3,a=25

gen von Himmelskorpern und Satelliten, und, und, und. Wann immer ein Naturgeschehen
durch ein N > 3-dimensionales Differentialgleichungssystem beschreibbar ist, findet man
aufler dem Streben in den Ruhezustand (Punktattraktor) und aufler der periodischen Be-
wegung (Zyklusattraktor) auch chaotische Bewegung, und zwar andauernd!

ODb bei 4- und mehr-dimensionalen Systemen neben ,stationar®, ,periodisch® und
»chaotisch® weitere, neue dynamische Qualititen dazukommen oder nur komplizierteres
Chaos, ist heute noch nicht endgiiltig klar.

Wihrend man 1-dimensionale Bewegungen (9.54a) noch analytisch ausrechnen kann
(Trennung der Variablen), ist analytische Rechnung schon bei 2-dimensionaler Bewegung
nur manchmal méglich. Praktisch unméglich ist eine analytische Berechnung im Fall von
Chaos, N > 3. Man muss (9.54c) mit numerischen Methoden mittels Computer integrie-
ren. Deshalb ist die Erforschung von Chaos erst vorangekommen, seit Computer fiir die
Forscher zur Verfiigung stehen.

Welches sind nun die charakteristischen Merkmale chaotischer Losungen von Differenti-
algleichungen %;(t) = fi(x1,...,xn),i = 1,2,..., N, wie sie fir N > 3 auftreten? Es sind
dies:

i.  DieLosungen sind andauernd (,,auf ewig®) zeitlich veranderlich. Auch fiir beliebig lan-
ge Zeit verdndern sich die x;(¢) mit ¢, wird kein zeitunabhingiger Zustand erreicht.
Physikalisch heif3t das, obwohl das System unter konstanten, zeitunabhéingigen Bedin-
gungen gehalten wird, ist es von sich aus ,,unruhig®, ,,nervos®.

ii. Trotz dauernder zeitlicher Verdnderung wiederholt sich niemals dasselbe Verhalten.
Es gibt keine Periode T, sodass x; (¢ + T) = x;(t) fiir alle t wire. Die x;(¢) sind aperi-
odisch.
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ili. Obwohl dauernd zeitverinderlich, obwohl sich nie im Ablauf wiederholend, bleiben
die x;(t) innerhalb gewisser endlicher Schranken. In diesem Sinne ist chaotisches Ver-
halten stabil.

iv. Um chaotische Losungen x;(¢) durch Uberlagerung von sin- und cos-Schwingungen
darzustellen, bedarf es unendlich vieler, unendlich dichtliegender verschiedener Fre-
quenzen. Das Frequenzspektrum ist kontinuierlich und breitbandig. Diese Entde-
ckung war sehr iiberraschend, weil es die — voreilige - Meinung war, die Zahl der
benotigten Frequenzen sei gleich der Zahl der Variablen x;, also N.

v.  Bei Differentialgleichungen mit chaotischen Losungen hangt der zeitliche Verlauf der
xi(t) ,empfindlich“ von den Anfangsbedingungen ab. Lost man einmal mit x;(#) =
xi,0 und sodann mit x; (o) = x;,0 +¢€;, so sind beide Losungen x;(t) qualitativ dhnlich
wie in Abb. 9.17, aber nach kurzer Zeit schon unterscheiden sie sich voneinander be-
liebig stark. Beide sind irreguldr, aber véllig verschieden. Das widerspricht nicht einer
i. Allg. stetigen Abhingigkeit der Losung von den Anfangswerten. Zu fest gewéhlter
Zeit t werden mit €; — 0 auch die Losungen gleich. Aber bei festen ¢; und wachsender
Zeit t werden sie zunehmend verschieden.

vi. Chaotische Systeme fordern geradezu auf, nicht die einzelne irregulire Losung x; (t)
zu verfolgen, sondern zeitliche Mittelwerte zu betrachten. Beispiele sind (x;(t)) =
/r£0+T x;(t")dt' /T fiur moglichst grofles T(— o), (x;(t)x;(t)), die Varianz ([x;(t) -
(xi)]?) usw. Korrelationen ([x; (¢) — (x;)][x;(t + 7) — (x;)]) = Cij(7) fallen mit 7 ab,

oft exponentiell, manchmal mit einer Potenz, ~ 77".

Die empfindliche Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen bei chaotischen Syste-
men hat eine bemerkenswerte Konsequenz: Langerfristige Vorhersagbarkeit ist nicht mehr
moglich, der Kausalititsbegriff bedarf der Revision. Mathematisch ist die Vorgabe von An-
fangswerten x; o ein Akt der Definition bzw. der Wahl. Bei Naturvorgiangen jedoch ist der
Anfangszustand i. Allg. erst durch Messung festzustellen.

Da jede Messung prinzipiell mit einem endlichen Messfehler behaftet ist, bewirkt die
empfindliche Abhingigkeit von den Anfangswerten, dass man den zeitlichen Verlauf nur
so lange voraussagen kann, wie alle Losungen mit e-benachbartem Anfangswert sich nicht
um mebhr als einen tolerierbaren Abstand & unterscheiden. Diese ,Vorhersagbarkeitszeit*
Tyorh hat 1. Allg. die Gréf8enordnung (vgl. Abb. 9.18)

Toorh # K 1n (§) . (9.55)
€

K ist die aus dem Differentialgleichungssystem bestimmbare mittlere Rate, mit der sich
infinitesimal benachbarte Losungen voneinander entfernen. Je genauer man den Anfangs-
zustand misst (e kleiner), je groflere Unterschiede in den x;(t) man toleriert (8 grofer),
desto linger kann man den Losungsverlauf vorhersagen (7yorn grofSer). Gleichung (9.55)
regelt auch das Erreichbare bei Wettervorhersagen. Verdichtung des Messstellennetzes ver-
kleinert € und vergroflert damit 7y,.h. Stets aber ist prinzipiell die Vorhersage nur endlich
lange. Und - der Aufwand zur Verbesserung von € in 7y, wirkt sich nur logarithmisch aus,



342 9 Gewodhnliche Differentialgleichungen

Abb. 9.18 Benachbarte Phasen- XA
raumbahnen, die exponentiell Phasenraum
auseinanderlaufen, ~ e’

also hochst wenig. (Die Grofle K hat iibrigens etwas mit den sog. LyaApuNnov-Exponenten
Zu tun.)

Fir t << Tyorn ist der Losungsverlauf durch die Anfangswerte hinreichend bestimmt,
trotz Messungenauigkeit. Man kann dann also sagen, welche Voraussetzung zu welchem
Ergebnis fihrt. Der Zeitablauf ist in diesem Sinne kausal. Fiir t > 7,05 jedoch ist der
Zeitablauf nicht mehr aus der (e-genauen) Anfangssituation bestimmbar. Man kann seine
Ursache nicht angeben, da sie unterhalb des Messrasters lag. Kausalitdt verliert in nichtli-
nearen, chaotischen Systemen in diesem Sinne ihre Priifbarkeit und damit ihre Bedeutung.
In diesem Sinne sind chaotische Systeme also nicht kausal.

Eine Fiille von Naturerscheinungen folgt Gesetzen, deren mathematische Form ge-
koppelte nichtlineare Differentialgleichungen x; = fi(xy,...,xy) sind. Dazu gehéren
insbesondere die mechanischen Systeme, Himmelskorper, Maschinen usw.

Schon ein Massenpunkt hat drei Orts- und drei Geschwindigkeits-Koordinaten, also
N = 6, immer noch N = 4 bei Bewegung in der Ebene, wird also in der Regel chaoti-
sches Verhalten zeigen. Das iberkommene und noch heute psychologisch tief verwurzelte
Verstandnis der Naturwissenschaft besagt: Kennt man erst einmal die Bewegungsgesetze
(Differentialgleichungen), so kann man alles voraussagen, beherrschen, so ist alles determi-
niert und determinierbar (LAPLACE, 1776). Die Existenz von Chaos im Losungsverhalten
als Regelfall erweist dieses als Vorurteil, erweist die klassische Kausalitdt als Aberglauben.

Determiniertheit und Chaos widersprechen sich nicht nur nicht, sondern bedingen ein-
ander: Die nichtlinearen Differentialgleichungen bewirken ja durch ihren Charakter gerade
die empfindliche Abhingigkeit von den Anfangsbedingungen. Man spricht von determinis-
tischem Chaos.

Als einfithrende und vertiefende Literatur seien GrofSmann (1983) und Schuster (1995)
empfohlen.’

®> Groflimann, S.: Phys. B1. 39, 139-145, 1983; Schuster, H. G.: Deterministic Chaos — An Introduction.
VCH-Wiley, Weinheim, 1995 (3. Auflage)
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9.8 Iterative Losungsverfahren (Algorithmen)

Es gibt noch eine Anzahl weiterer Differentialgleichungstypen, bei denen mehr oder we-
niger raffinierte Verfahren zu einer analytischen Losung fiithren. Sie spielen in manchen
Anwendungen eine Rolle. Bei einigen Differentialgleichungen, die man oft antrifft, sind die
Losungseigenschaften in Tabellen und Handbtichern zusammengestellt. Dazu gehoren die
Besselsche Differentialgleichung, die hypergeometrische Differentialgleichung, u.a. m.

Wenn die bekannten Methoden sowie die Tabellen- und Handbiicher versagen, in-
tegriert man heute Differentialgleichungen numerisch. Die dazu verwendeten iterativen
Algorithmen sind Verbesserungen von einfachen, anschaulichen Iterationsmethoden, die
historisch wie heute der Ausgangspunkt analytischer Existenzbeweise sind:

1. Das Polygonzug- oder Euler-Cauchy-Verfahren, worauf der Existenzsatz von G. PEANO
(1890) beruht (Existenz einer Losung, aber nicht notwendig deren Eindeutigkeit),

2. das Integralgleichungsverfahren, worauf der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von E. P1-
cARD und E. L. LINDELOF (1890 bzw. 1894) griindet.

9.8.1 Euler-Cauchysches Polygonzugverfahren

Vorgelegt sei die Differentialgleichung y’ = f(x, y) sowie der Anfangswert y(xo) = yo. Im
Abstand h von x, also bei x; = xq + h, lautet die gesuchte Losung dann y(x;) = y(xo+h) »
Yo + hy'(x0) = yo + hf(x0,y0) = y1, sofern h so klein gewdhlt wird, dass die Taylor-
entwicklung schnell, also nach dem ersten Glied, abgebrochen werden darf. Von diesem
ndherungsweisen Losungspunkt (x;, y1) ausgehend bestimmt man in derselben Weise den
nichsten Punkt (x,, y,) als Naherung fiir (x2, y(x2)), usw.

So ermittelt man mithilfe des computerfihigen Algorithmus

Xn+1 = Xp + h’ Yn41 = Yn + hf(xn:yn) (956)

durch wiederholte Anwendung (Iteration) eine Punktfolge (xo, y0), (x1, y1), (%2, ¥2), ...
(x4, yn), deren Verbindung einen Polygonzug liefert, der die gesuchte Lésung naherungs-
weise reprasentiert.

So einfach, so vorsichtig sollte man sein. Jedenfalls sollte h moglichst klein gewéhlt wer-
den. Trotzdem ist nicht einmal bei stetigen Funktionen f(x, y) sicher, ob Verkleinern von
h die Ndherung y, im Vergleich zu y(x,) verbessert (d. h. die Konvergenz mit 4 ist nicht
notwendig monoton). Besondere Aufmerksamkeit verdient, dass mit dem Polygonzugver-
fahren nur ein Stiick der Losung (eine ,,lokale Losung) zu konstruieren ist.

Der Existenzsatz von G. PEANO (1890) besagt: Falls f(x, y) stetig ist, gibt es eine Nullfolge

{h;} von Schrittweiten, sodass die zugehérigen Polygonziige in einer Umgebung von (xo, yo)
gegen eine differenzierbare Funktion y(x) konvergieren, die das Anfangswertproblem lost.
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Weder wird die Eindeutigkeit garantiert, noch wird gesagt, wie grofy die Umgebung (eine
offene Menge, die den Anfangspunkt enthilt) tatsichlich ist. Beides hangt von den Eigen-
schaften von f(x, y) ab.

9.8.2 Integralgleichungsverfahren

Dieses Integralgleichungsverfahren erfordert stirkere Voraussetzungen, sagt dann aller-
dings auch mehr aus. Es ist ein Ur-Verfahren fir eine Fiille physikalischer Anwendungen
von der klassischen Physik tiber Storungsmethoden der Quantentheorie bis hin zur Quan-
tenfeldphysik und Statistischen Physik.

Ausgangspunkt ist die formale Integration der Differentialgleichung entlang der zu
suchenden Losung y(x). Diese erfiillt ja die Gleichung (s. auch (9.11)) dy(x)/dx =
f(x, y(x)) fir alle x € I. Diese Gleichung integrieren wir beziiglich x auf, beginnend mit

Xo. Wir bekommen y(x)’ = [ f(&, y(%))d%. Beachten wir noch y(xy) = yo, so ergibt

sich die Gleichung
y(x) = yo + f F(% y(%))d% . (9.57)

Zwar steht links die gesuchte Losung explizit da. Um sie aber auszurechnen, muss man auf
der rechten Seite das Integral bestimmen. Das wire kein grundsitzliches Problem, brauchte
man dazu nicht eben die erst zu berechnende Funktion y(%) im ganzen Intervall von x
bis x. Solange man sie noch nicht kennt, kann man sie also in das Integral in (9.57) auch
nicht einsetzen. Gleichung (9.57) ist also so etwas wie die integrierte Form der urspriingli-

chen Differentialgleichung und heif3t deshalb ,,Integralgleichung*.
Diese Integralgleichung ist noch nicht die Losung selbst. Allerdings enthélt die Integral-
gleichung bereits explizit die Anfangswerte (x, ¥ ).

Man vergewissere sich, dass durch Differenzieren aus der Integralgleichung (9.57) sich die
urspriingliche Differentialgleichung ergibt. Letztere enthélt die Anfangswerte nicht.

Konnte man die gesuchte Losung wenigstens ndherungsweise erraten, z. B. durch einen
Ansatz y;(x), so liefSe sich die rechte Seite der Integralgleichung (9.57) im Prinzip aus-
rechnen: yo + jx’; f(%, y1(%))dx. Die sich ergebende Funktion heifle y,(x). Unter gewissen
Voraussetzungen an f(x, y) erweist sich y,(x) als bessere Naherung, als es y;(x) war.
Dann natiirlich wiederholen wir das Spiel. Einsetzen von y,(x) auf der rechten Seite lie-
fert links ein y3(x), usw. Unter den ,gewissen” Voraussetzungen konvergiert die aus der
Iteration

yun(x) =30+ [ F(%yu(2)d ©58)

gewonnene Funktionenfolge yi(x), y2(x),...,yu(x),... gegen eine differenzierbare
Grenzfunktion y(x) = lim y,(x), die dann die Integralgleichung und damit das Anfangs-
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Abb. 9.19 Fortsetzung der Losungen

einer allgemeinen Differentialgleichung Uc R
y" = f(x,y) bis zum Rand des Definiti-

onsbereichs U ¢ R von f(x, y) unter den

Bedingungen des Existenz- und Eindeu-

tigkeitssatzes von Picard/Lindelof (f stetig

und y-Lipschitz)

wertproblem der Differentialgleichung 16st. Was natiirlich immer geht, ist das primitivste
Erraten einer ersten ,,Ndherung“ fiir y(%) im Integral von (9.57), namlich y(%) durch y,
zu ersetzen und daraus yi, ¥, . .. zu berechnen.

Die ,,gewissen® Bedingungen, unter denen die Iteration (9.58) mit n — oo konvergiert, klart
der folgende Satz von E. PIcARD (1890) und E. L. LINDELOF (1894).

Satz von Picard/Lindel6f: Es existiert, und zwar eindeutig, die Losung der Differentialglei-
chung y = f(x, y) mit der Anfangsbedingung y(xo) = yo unter der Voraussetzung, dass
f(x, y) auf einer offenen Menge U ¢ R? stetig ist sowie beziiglich y die Lipschitzbedingung
erfillt.

Diese Losung, so besagt der Satz ferner, kann immer bis zum Rand von U fortgesetzt wer-
den, d. h. sie hort nicht irgendwo in U auf. Sollte der Rand teilweise im Unendlichen liegen,
so kann die Losung auch bis dorthin fortgesetzt werden (Abb. 9.19). Losungen zu verschiede-
nen Anfangswerten konnen sich nicht schneiden; im Schnittpunkt gabe es dann ja mehrere
Losungen, im Gegensatz zur Eindeutigkeitsaussage.

Der Satz von Picard/Lindel6f nennt hinreichende Bedingungen. Man kennt auch Differen-
tialgleichungen, die sie nicht erfiillen und trotzdem eindeutige Losungen haben.

Die Stetigkeit von f(x, y) an einer Stelle x1, y1 meint selbstverstindlich die Stetigkeit be-
ziiglich beider Variablen gemeinsam, nicht nur beziiglich jeweils einer bei fester anderer.
Somit |f(x1, 1) — f(x,y)| < € sofern nur ((x1 — x)* + (y1 — )Y < & = 8(e) fiir an-
sonsten beliebige Lage von x, y (bei gegebenem (x1, y1)).

f(x, y) heifit Lipschitz-stetig beziiglich y auf einer offenen Menge U ¢ R wenn f stetig
ist und wenn es zu jedem Punkt (xo, yo) € U eine Umgebung V ¢ U gibt sowie eine (mog-
licherweise von V abhingige) Konstante L, sodass |f(x, y1) — f(x, y2)| < L|y1 — y2| gilt, fiir
alle (x, y1) und fiir alle (x, y2) aus V. Niitzlich zu wissen ist: Hinreichend fiir die Lipschitz-
Stetigkeit beziiglich y ist die Existenz und Beschranktheit der partiellen Ableitung nach y.

Lipschitz-Stetigkeit ist durchaus mehr als Stetigkeit. Man betrachte z. B. die Funktion
f(x) = +/x. Sieistin [0,1] stetig. Fiir alle x # 0 siecht man das durch Restgliedabschitzung,
und fiir x = 0 folgt es direkt aus [f(h) — f(0)| = V/h — 0 fiir h — 0. Diese Funktion ist aber
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nicht Lipschitz-stetig. Wire namlich | f (x1) — f (x2)| < L|x1— x| fiir alle x1, x; € (0,1), so wiir-
de man fiir x; = h, x, — 0 erhalten, dass Vh < Lhbzw.1< IVh wire, was fiir hinreichend
kleines h zum Widerspruch fiihrte.

9.8.3 Praxis iterativer Verfahren

Wir tiben beide Iterationsverfahren an einem einfachen Beispiel. Die Differentialgleichung
laute y' = y, der Anfangswert sei y(xo = 0) = yo = 1. Natiirlich kennen wir die Losung
schon, namlich y(x) = e*.

Das Polygonzugverfahren liefert mit (0,1) als Startpunkt folgende Punkte:

(x1,m)=(h1+h-1),
(x2,92) = (1 + by yi + hyl) = Q1+ h+ h(1+ h)) = 2k, 1+ h)?),...,
(%> yn) = (%n1 + By yur + By, )

= (X1 +H yuoa+hyn) = (kg + b, (L+ B) yas)

= (xp—2 +2h, 1+ h)(1+ h)yy—2) = (nh, 1+ h)") .

(Bei = ist die Differentialgleichung eingesetzt worden.) Sofern h klein genug ist, gilt (1 +
h)" = (1+ k)i~ e = e,

Nun dasselbe mit der Integralgleichung. Wir beginnen der Einfachheit halber mit
y1(x) =1 (d.h. mit konstanter Anfangsfunktion, deren Wert gleich dem Anfangswert y,
ist)

yz(x)=1+/xf(ic,yl(ic)dic:1+/xyl(ic)dic:1+fxdic:1+x.

Hieraus

x? x"
yn(x)—1+x+?+...+m.

Offensichtlich entsteht die Exponentialreihe, d. h. fiir n > oo ist yoo (x) = €*.

Wie bereits gesagt, bedarf insbesondere das Polygonzugverfahren erheblicher Verbes-
serungen, um schnell genug iiber einen hinreichend groflen Bereich [xo, x] zuverldssig zu
konvergieren, mit guter Fehlerkontrolle.

Heute verwendet man als solche Verbesserungen i.Allg. Runge-Kutta- oder Stoer-
Bulirsch-Verfahren zur numerischen Integration von Differentialgleichungen. Hingewie-
sen sei auf einige niitzliche Biicher, in denen Methoden zur numerischen Lésung gewohn-
licher Differentialgleichungen nachzulesen sind, s. die kleine Literaturauswahl im Anhang.
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Dieses Kapitel 9 sollte deutlich machen, dass Differentialgleichungen eine der wichtigs-
ten Moglichkeiten zur Formulierung von Naturgesetzen darstellen und dass ihre Losung
und ihre Analyse mit gut ausgearbeiteten Methoden mdéglich ist. Im Anhang ist deshalb in
einem separaten Teil eine Auswahl weiterfithrender Literatur angegeben.

9.9 Ubungen zum Selbsttest: Differentialgleichungen

1. (a) Bestimmen Sie die Losung der linearen inhomogenen Differentialgleichung mo =
—mg - Bv, wobei v = h die Fallgeschwindigkeit eines Steins der Masse m im Schwer-
kraftfeld der Erde ist (g Erdbeschleunigung), s. (9.5). — v beschreibt die Luftreibung.
Hinweis: Variation der Konstanten.

(b) Welche stationdre Losung hat diese Differentialgleichung?

2. Untersuchen Sie die inhomogene lineare Differentialgleichung (9.6) fiir die Ladung
Q(t) auf dem Kondensator des Schaltkreises Abb. 9.3, Q + Q/RC = (Uy/R) sin(wt):
(a) Wie lautet die Losung ohne duflere Spannung (U = O)?

(b) In welcher Zeit ist die anfangliche Ladung Qo auf Q,/e abgesunken?

(c) Welchen zeitlichen Verlauf nehmen Strom I(¢) und Spannung U (¢) am Widerstand?

(d) Wielautet bei Variation der Konstanten die Differentialgleichung fiir ¢(t) zur Losung
der inhomogenen Gleichung (U # 0)?

(e) Welche Losung hat diese Differentialgleichung fiir ¢(¢)?

(f) Die Losung Q(t) der inhomogenen Differentialgleichung besteht aus einem zeitlich
abklingenden und aus einem anhaltend oszillierenden Anteil; wie lauten sie?

(g) Die andauernd oszillierende Lsung lasst sich in der Form Qo sin(w? — «) darstel-
len; wie lauten die Amplitude Qo dieser erzwungenen Schwingung und wie ihre
Phase a?

(h) Diskutieren Sie Qo und « als Funktion der Stirke U, und der Frequenz w der an-
treibenden Wechselspannung.

. Ein elektrischer Schwingkreis (analog zu dem in Abb. 9.3) enthalte neben einer duferen
Wechselspannungsquelle U(t) einen Kondensator, einen Widerstand und eine Spule,
jeweils gekennzeichnet durch die Kapazitit C, den Ohmschen Widerstand R und die
Induktivitdt L. Die jeweiligen Spannungen an diesen Bauelementen lauten Uc = Q/C,
Ug = RIund Uy, = LI (Induktionsgesetz). Nach dem Kirchhoffschen Gesetz ist die
Summe der Spannungen an diesen Elementen gleich der dufleren Spannung. Es ergibt
sich eine lineare, inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung fiir den Strom I(¢t):
(a) Wie lautet diese?

(b) Welchen Wert hat die Kennfrequenz w, des Schwingkreises und wie grof3 ist seine
Dampfung {?

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte der homogenen Differentialgleichung. (Weiteres:
s. Aufgabe 6.)

w
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4. Bestimmen Sie die durch die Anfangswerte y(0) = y, und y’(0) = 0 gekennzeichnete
Losung der homogenen, linearen Differentialgleichung (9.36) 2. Ordnung mit konstan-
ten, reellen Koeffizienten, ausgedriickt durch die Eigenwerte der Gleichung.

5. Losen Sie das gekoppelte, lineare, homogene Differentialgleichungssystem, das dem ape-
riodischen Grenzfall eines geddmpften harmonischen Oszillators entspricht. Die beiden
Differentialgleichungen fiir den Ort x(¢) und die Geschwindigkeit v(t) lauten x = v,
v =—(a*/4)x - av:

(a) Schreiben Sie sie in Matrixform.

(b) Welche Eigenwerte hat die Koeffizientenmatrix?

(c) Es gibt nur einen einzigen Eigenvektor der Matrix (weshalb sie ,,defekt“ heif3t), wie
lautet er?

(d) Formulieren Sie den Ansatz zur Variation der Konstanten.

(e) Geben Sie die Funktionen ¢(t), ¢2(t) an.

(f) Wie lautet nunmehr die allgemeine Losung?

(g) Bestimmen Sie die freien Konstanten (Koeffizienten der Uberlagerung) so, dass
x(0) =1, v(0) =0 ist bzw. x(0) = 0, v(0) = 1.

6. Erzwungene Schwingungen eines elektrischen Serienschwingkreises mit der Differenti-
algleichung I + 281 + w3l = F, cos(w,t). Dabei bedeuten 28 = R/L sowie w3 = 1/LC.
Berechnen Sie die Losung mit den Methoden aus Abschn. 9.5. Nach dem Abklingen
von Einschaltschwingungen gibt es eine ungedampfte periodische Losung, die man
auch dadurch ermitteln kann, dass man in die Differentialgleichung mit dem Ansatz
I(t) = Io cos(w,t — ) eingeht:

(a) Wie lautet I, als Funktion von F,, w, und von wg, §?

(b) Geben Sie die Phasenverschiebung « an.

(c) Wie verhalten sich I, und « fiir w, — 0 bzw. w, — 00?

(d) Wie hingt « von der Stirke F, des dufleren Antriebs ab?

(e) Fiir welche Anregungsfrequenz w, ist die erzwungene Amplitude I, am grofiten?

(f) Die erzwungene Amplitude I ist am Maximum sehr grof3, sogar oo fiir § = 0; wie
hingt (Io/Fs)max von 8 ab (fiir den Fall w, max # 0)?

(g) Mit wachsender Ddmpfung nimmt die Hohe des Resonanzmaximums ab; fiir wel-
chen Wert von § ist I, am Resonanzmaximum gerade genauso grof3 wie bei w, = O?

(h) Verifizieren Sie, dass die Standardmethoden aus Abschn. 9.5 zum selben Resultat
fithren wie obiger Ansatz.

7.(a) Bestimmen Sie beim nichtlinearen 3-Variablen-Differentialgleichungssystem

(9.54c), den Lorenz-Gleichungen, die stationdren Losungen.

(b) Wie lauten die Matrizen Ly, L, fiir die linearisierte Bewegung um die stationdren
Punkte Py, Py ,?

(c) In welchem a-Bereich ist P, stabil? Dazu muss man die Eigenwerte von L, bestim-
men.

(d) Die drei Eigenwerte /151’2) fir die Bewegung um P, ; sind Losungen einer Gleichung
3. Grades, wie lautet sie?

(e) Ein Eigenwert A;'> um P, , muss reell, negativ sein, warum?
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(f) Im Bereich 1 < a < agit(< oo) treten aufler Al(l‘z) zwei konjugiert komplexe Ei-
genwerte Ag)l;z) mit negativem Realteil auf. Also ist P, in diesem a-Bereich stabil.
Wenn a > acrir, sind alle stationdren Losungen instabil. Dann treten die chaotischen
Losungen (Abb. 9.17) auf. Berechnen Sie acrit. (Anleitung: Bei aix kreuzen )LS;Z)
als Funktion von a die imaginire Achse, sind also rein imaginar, Aggz) = +i)o; das
Polynom zur Berechnung der Eigenwerte heif3t dann (A — A1) (A — idg) (A +1iAg) =
A = LA+ A4 — L A% = 0. Offenbar gilt: Koeffizient von A* mal Koeffizient von A
gleich absolutes Glied; daraus folgt ari).

8. Einfache Modelle nichtlinearer Differentialgleichungen sind Differenzengleichungen, in
denen die Zeitvariable t diskrete Schritte ¢ = ¢, + 7At durchliuft, 7 = 0,1, 2, . .. Einfache,
aber wichtige Beispiele sind x741 = 4ax;(1 - x;); Xr41 =1-2[x; —1/2|;x741 = mx, + b,
modulo 1. Stets soll 0 < x, < 1 sein. Die Parameter a, m, b werden gewidhlt und dann
festgehalten. 0 < a < 1. Beginnend mit einem gewiéhlten Anfangswert x, berechne man
X1, daraus xa, ..., Xy, ...

(a) mittels Taschenrechner,

(b) zeichnerisch.



Randwertprobleme 10

Eine der wichtigsten Aufgabenstellungen in der Physik ist die Bestimmung von Vektorfel-
dern aus ihren Quellen, Wirbeln und vorgeschriebenen Randwerten.

Wir untersuchen jetzt die Struktur von Vektorfeldern F(7) im Hinblick auf ihre physi-
kalisch wichtigen Eigenschaften. Die wichtigsten sind die Quellen und Wirbel eines Feldes.
Die Quellen sind durch das skalare Feld p(7) := div E(7) gegeben, die Wirbel durch das
Vektorfeld @ (7) := rot F(¥). Die Wirbelverteilung & (7) ihrerseits hat selber keine Quellen,
divw = 0 (s. Abschn.4.5.3, Nr. 3). - Es ist also eine einfache Differenzieriibung, die Quellen
und Wirbel eines vorgelegten Vektorfeldes zu bestimmen

Bei sehr vielen physikalischen Problemen ist die Fragestellung aber gerade umgekehrt:
Man kennt die Quellen und Wirbel und méchte dasjenige Vektorfeld F(7) aufspiiren, wel-
ches sie erzeugt.

Ist das tiberhaupt moglich? Gibt es verschiedene Felder, die sich beziiglich Quellen und
Wirbel gar nicht unterscheiden? Wie findet man sie? Die Beantwortung dieser Fragen ist die
Grundlage vieler klassischer Gebiete der Physik, etwa der Elektrodynamik, der Hydrodyna-
mik, usw. Es ist eine Integrations aufgabe zu 16sen. Mochte man doch von den differentiellen
Eigenschaften div F, rot F auf F selbst schlieBen. Das ist wegen des Vektorcharakters des
gesuchten Feldes und der Differentialoperationen allerdings etwas komplizierter als die In-
tegration einer skalaren Funktion. Der Schliissel zur Losung ist der Gauf3sche Satz in seiner
von GREEN benutzten Form. Standard-Losungen heiflen daher Greensche Funktionen.

Fiir eine erste Einfithrung in die Mathematik fiir die Physik ist dieses Kapitel vielleicht
noch nicht nétig. Spitestens aber fiir die Elektrodynamik muss man sich hiermit vertraut
machen. Die Greenschen Funktionen gehéren zum modernen Riistzeug des Physikers.

10.1 Die Rolle der Randbedingungen; Eindeutigkeitssatz

Es lohnt sich, zuerst die Frage zu studieren, wieviele Felder F(7) es sein kénnen, die ein
gegebenes Quellenfeld p(7) und ein Wirbelfeld &(7) verursachen kénnen. Dies wird die
anschlielende explizite Konstruktion von F(7) erleichtern und verstindlicher machen.

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6_10, 351
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012
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Angenommen, es gibe mehrere Felder F'(7), F”(7),... mit demselben Quellenfeld
p(7) und Wirbelfeld &(7). Dann ist SF(7) = F'(7) — F”(7) offenbar sowohl quellenfrei
als auch wirbelfrei. Muss es deshalb Null sein, also F’ = F”’? Um die Antwort zu finden,
schrinken wir zuerst das Gebiet V ein, in dem F aus p, @ bestimmt werden soll: Es sei
einfach zusammenhéangend!

Dann impliziert rot 8F = rot F' —rot F” = & — & = 0 die Existenz eines Skalarfeldes
y(7) mit 0F = —grad . Wegen divdF = divF’' - div F” = p — p = 0 erfiillt y die Laplace-
Gleichung Ay = 0. Multipliziere mit v, und integriere iiber V (falls es endlich ist; sonst iiber
ein endliches Teilgebiet des R*): [ wAydV = 0. Partielle Integration mittels Gauf3schem
Satz ergibt

f lgrad y?dV = 5{ ygrad_ydf . (10.1)
v Fy

Dies erlaubt, vom Rand Fy zwingend auf das Innere von V' zu schlieflen: Falls die Ab-
leitung in Normalenrichtung, grad v oder falls y selbst auf dem Rande Fy Null ist, muss
der positiv definite Integrand in (10.1) null sein, muss also |grad y| = 0 tiberall in V sein,
damit also F’ = F”' sein.

Die Bedeutung dieser Voraussetzungen ist: Entweder ist —grad v = F; — F/ = 0,
stimmen also die beiden Felder mit denselben Quellen und Wirbeln in ihren Normalkom-
ponenten auf dem Rande tiberein. Oder aber es ist ¢ = 0 auf dem Rande Fy. Das bedeutet
die Ubereinstimmung der Tangentialkomponenten ﬁtr = Fu auf Fy, wie man so schliefit:
w(7) = 0 fur alle 7 € Fy heifit auch y(7+dr) = 0 fir alle drin tangentialer Richtung. Somit
ist dr - grad y = 0, d. h. grad y ist senkrecht zu jedem Tangentenvektor, also grad,y = 0.

Zu beachten ist, dass die mathematische Randbedingung y = 0 zwar die Ubereinstim-
mung der Tangentialkomponenten zur Folge hat, dieser Schluss aber nicht umkehrbar ist.

°,
Aus §F; = 0 kann man (in Wiederholung des eben gebrachten Argumentes) riickwirts nur
schliefSen, dass ¥ auf dem Rand konstant ist, nicht notwendig aber Null. = const gentigt
jedoch in (10.1) auch, sofern der Rand aus einer einzigen, zusammenhingenden Fliche Fy

besteht. Man ziehe const vor das Integral, welches wegen [ grad ydf = - [ div SFAV =
— [ 0dV verschwindet.

Damit konnen wir folgenden Sachverhalt prazise formulieren:

Ein (differenzierbares) Feld F ist in einem einfach zusammenhingenden endlichen Ge-
biet, das von nur einer Randfliche umschlossen wird, eindeutig durch seine Quellen und
Wirbel bestimmt, wenn man zusdtzlich entweder seine Normalkomponente F,, oder seine
Tangentialkomponente F, auf dem Rande vorgibt.

Ergidnzung: Besteht der Rand aus K Teilflichen Fy, k = 1,2,..., K, so gilt die Eindeu-
tigkeitsaussage, wenn bei Vorgabe der Tangentialkomponente F, auf Fy zusitzlich noch

K -1 der Integrale |, Fe E(F) - d—f) (7) vorgeschrieben werden. (In manchen physikalischen
Anwendungen entspricht das der Vorgabe der Ladungen auf K — 1 metallischen Flachen-

stiicken.) Fir das Differenzfeld OF verschwinden dann die entsprechenden Integrale; auf

=5
dem verbleibenden Flachenstiick auch noch, argumentiert wie oben wegen div §F = 0.
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Die in K Summanden zerfallende rechte Seite von (10.1), in der die auf den jeweiligen
Teilflichen F; moglicherweise verschiedenen konstanten Skalarfelder yy vor das jeweilige
Integral zu ziehen sind, verschwindet demzufolge und erlaubt den Eindeutigkeitsschluss
lgrad | = 0.

Der Schluss muss modifiziert werden, wenn das Gebiet ganz oder teilweise bis Unend-
lich reicht, etwa der ganze R? ist. Dann ist es nicht sinnvoll, auf dem Rande des willkiirlich
ausgewihlten endlichen Teilvolumens V' etwas iiber y oder grad y aussagen zu wollen.
Man muss dann V' — oo betrachten.

Man kann aus Gleichung (10.1) immer noch Nutzen ziehen, wenn y(r) asymptotisch
fiir r - oo wie eine Potenz abfallen sollte, y(r) ~ 1/r*. Dann wire grad_y ~ 1/r*"' und
¢ yerad ydf ~ r*~(e*D*2 Die zusitzliche 2 im Exponenten kommt von df ~ 12, sofern
V allseits grofl wird. Das Oberflichenintegral verschwindet also sicherlich dann, wenn « +
@+1-2>0ist, d.h. & > 1/2 ist. Sofern also das gesuchte Feld F asymptotisch mindestens
wie r~3/2 gegen Null geht, ist es durch seine Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt. (Aus
(10.1) schliefe im Limes V — oo, dass [__ |grad [?dV = 0, also —~grady = F' = F" = 0
iiberall.)

Es gibt viele Fille, in denen das interessierende Feld F tatsichlich asymptotisch abfllt;
oft sogar wie % oder noch stirker. Zum Beispiel ist es so fiir ein durch eine elektrische
Ladung g erzeugtes Kraftfeld, |F(7)| = ‘?_‘q?‘o‘z (g befinde sich an der Stelle 7). Es treten aber
auch physikalische Fragen auf, in denen das Feld asymptotisch nicht abfillt, z. B. konstant
wird, oder in denen man nicht weif3, ob es abfallt. Trotzdem ist Eindeutigkeit gesichert,
wenn nur die sehr schwache Voraussetzung erfiillt wird, dass |F| asymptotisch nicht stirker
als In r ansteigt. Der Beweis ist etwas umstiandlicher als mittels der (zwar richtigen, aber
dafiir nicht niitzlichen) Gleichung (10.1). Er ist aber methodisch sehr geeignet, um das
spitere Verfahren daran zu lernen, F explizit zu konstruieren.

Man multipliziere Ay = 0 nach Umtaufen von 7 in # mit /|7 — 7’| und integriere iiber
alle 7 eines endlichen Teilvolumens V. 7 sei ein beliebiger sog. ,,Aufpunkt. Zweimalige
Anwendung der partiellen Integration mittels Gauf$schem Satz ergibt

- §ar) fu e, -

1
7 F-7] -7
Fy

=7

[ av@wn grad;y/(;')} .

Nun ist fiir |7 — 7| # 0 leicht nachzurechnen, dass A’(1/|F — #'|) = 0, siehe auch (4.42).
Nachdem inzwischen aber in Abschn. 5.6 die §-Funktion besprochen wurde, kann man die
Singularitit bei 7 = 7' mit erfassen. Es gilt die fiir unzihlige Anwendungen niitzliche Formel

A

—— = —4nd(F-7) . (10.2)
71
Dabei bedeutet (|7 - 7|) = §(x —x")8(y - y")8(z—z") und die Wirksamkeit unter einem
Integral ist gemafd (5.41) [ f(¥)8(F — ¥')dV(¥') = f(7); an Stelle eines einfachen Inte-
grals tritt das Volumenintegral. Ubrigens darf in (10.2) A oder A’ stehen; ist wohl klar. Im
nichsten Abschnitt wird (10.2) bewiesen werden.
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Mit (10.2) kann das Volumenintegral ausgefithrt werden. In obiger Gleichung steht dann
links —4my(7), also ist

1
e B

4y = § df(?'){w(?')grad; ;ﬂgradgw(?’)} . (10.3)

—> — -
Hieraus erhilt man mittels —grad v = §F = F’ — F” das zu untersuchende Differenzfeld.

SE(F) = 5’5 df(f’){

Das Feld §F(7) im Inneren wird ausgedriickt durch die Werte der Normalkomponente
(= grad] y(7')) bzw. der Tangentialkomponente (= (7)) auf dem Rand. Hieran erkennt
man besonders schon, wie die Randwerte das Feld im Inneren bestimmen, sofern (wie fiir
SF der Fall) weder Quellen noch Wirbel Beitrége liefern.

Uns interessiert nun V' — oo. Dann riickt der Rand immer weiter weg. Man erwartet

n|4 4|—grad;w( )grad| |} (10.4)

deshalb anschaulich, dass das Integral (10.4) gegeniiber kleinen Verschiebungen von 7 un-
empfindlich wird. Daher bilden wir die Ableitung irgendeiner Komponente §F; nach x;:

9d0F; _ yg df4(§') { (7')9,0;grad,

an

| | —grad] y(")0;0; 7 _~/|}

Fy

Dies ldsst sich abschitzen, indem man als Volumen V um 7 die Kugel mit einem beliebig
groflen Radius R legt und die Voraussetzung |grad, y(7')| < |8F'(¥')| < cInR, folglich
|w(7)| < cR1n R verwendet. Man verifiziert durch Ausdifferenzieren

‘a,»a- < AR,

7]

<AR™?, ‘8 djgrad,

"F -7 *’I
mit einer geeigneten Konstanten A, fiir alle 7, j = 1, 2, 3. Folglich ist

86F,» —InR L.
—<2A——, i,j=1,2,3.
an R

Im Grenzfall R — oo, d.h. V - oo, ist also 8 F(7) von 7 unabhingig, konstant. Wenn F’ und
F” nun an wenigstens einer Stelle iibereinstimmen, ist diese Konstante Null und folglich oF
{iberhaupt Null. Dies bedeutet die Eindeutigkeit F’ = F".

Es ist klar, dass die Beseitigung eines konstanten Unterschiedes explizit vorausgesetzt
werden muss. Denn Quellen und Wirbel sind durch Differenzieren aus F zu gewinnen;
dabei fiele eine Konstante sowieso weg. Auch die Bedingung eines hochstens logarithmi-
schen Ansteigens fiir 7 — oo ist gegeniiber einer additiven Konstanten unempfindlich.
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Deshalb wiren aufier F auch F + ¢ fiir beliebiges konstantes ¢ Felder mit denselben Quel-
len, Wirbeln und Randeigenschaften. Durch Angabe des Feldes an einer Stelle ldsst sich die
¢-Mehrdeutigkeit aber ausschlieflen.

Wir fassen zusammen: Im unendlichen Raum, einfach zusammenhingend, ist ein
Vektorfeld durch seine Quellen und Wirbel eindeutig bestimmt, wenn es asymptotisch
hochstens wie In 7 ansteigt und wenn es an einer Stelle einen vorgegebenen Wert hat.

Dies gilt insbesondere, wenn das Feld asymptotisch konstant ist oder wie 1/7? abfillt, was
physikalisch oft der Fall ist. - Die Bedingung iiber das asymptotische Verhalten istim R? das
Aquivalent zur Vorgabe von Normalkomponente oder Tangentialkomponente am Rande
eines endlichen Gebietes. - Man merke sich, dass erst die Beachtung von Randbedingungen
das Feld F aus seinen Quellen und Wirbeln eindeutig zu bestimmen gestattet!

Bemerkung
Die Idee des Eindeutigkeitsbeweises im unendlichen Raum in der beschriebenen Allgemeinheit
stammt erst aus dem Jahr 1905, von O. BLUMENTHAL'.

10.2 Bestimmung eines wirbelfreien Feldes
aus seinen Quellen und Randwerten

Wir wissen nun, dass ein Feld durch folgendes Tripel eindeutig bestimmt ist: seine Quellen,
seine Wirbel und seine Randwerte, letztere entweder durch die Normalkomponente al-
lein oder die Tangentialkomponente allein (bei Rand im Endlichen) oder durch eine sanfte
Wachstumsbeschrankung (bei Rand im Unendlichen). Wie kann man es konkret ausrech-
nen?

Zuerst sei eine besonders einfache Wirbelverteilung vorgeschrieben, nimlich rot F =
o = 0 im ganzen, einfach zusammenhingenden Definitionsbereich. Fiir ein solches wirbel-
freies Feld existiert ein skalares Potenzial ¢. Es ist bis auf eine Konstante eindeutig durch F
bestimmt

F=-gradg, o¢(7)= —f E(¥)-d¥ .

Die Kenntnis von F oder ¢ ist also dquivalent bis auf eine willkiirliche Konstante in ¢. Das
Skalarfeld ¢ ist mit den Feldquellen verkniipft durch

div F(7) = -Ag(F) = p(7) . (10.5)

Diese Gleichung lasst sich mit Methoden l6sen, die wir schon beim Eindeutigkeitssatz ge-
lernt haben. Das wird jetzt gezeigt.

! Math. Ann. 61, 235 (1905)
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10.2.1 Feld einer Ladungsverteilung im unendlichen Raum

Wir betrachten zunichst ein im ganzen R? zu bestimmendes Feld F, ohne physikalisch vor-
gegebene Rinder zur Eingrenzung eines endlichen Bereiches. Ferner soll F asymptotisch
geniigend schnell verschwinden. Dann miissen auch die Quellen asymptotisch gegen Null
gehen, daja p = div F ist. Am Ende des Abschnitts wird angegeben, wie man die Bedingun-
gen an F(7) fiir r - oo mildern kann.

Verfahren wir wieder wie vorher: Taufe 7 in Gleichung (10.5) um in 7', multipliziere
mit 1/|7 — 7|, integriere beziiglich 7’ iiber ein Teilvolumen V und wende zweimal den
Gauflschen Satz an. Dann entsteht wiederum eine Gleichung wie frither, jedoch mit einem
zusétzlichen Term ~p.

de(r)go( jﬁ df (# { 1?,|grad;¢(7')—¢( 7)grad, "7 _r,|}

fdv ) 27) (10.6)

=

Wir konnten wieder die niitzliche Formel (10.2) anwenden. Es soll aber die Gelegen-
heit genutzt werden, um sie jetzt abzuleiten. Deshalb wihlen wir als Volumen V eine grofle
Kugel um 7, bei der jedoch um den Mittelpunkt herum eine sehr kleine Kugel mit dem
Radius e(\ 0) herausgeschnitten worden ist, s. Abb. 10.1. Dann ist fiir alle 7/ € V stets
7+ 7', per Konstruktion, also A’(1/|# —#|) = 0 in V. Der erste Summand in (10.6) ist somit
Null. Dafiir besteht jetzt die Oberfliache Fy aus der dufleren Kugeloberfldche und aus der
inneren, gegen die herausgeschnittene e-Kugel. Die dufSere Kugelschale tragt fir V — oo
wegen unserer Voraussetzung nichts bei, da ¢(7) ~ r~* asymptotisch verschwinden soll;
es geniigt sogar a > 0, beliebig (da grad|1/|F — | ~ 1/r"> das Anwachsen des Flichen-
elementes ~ % bereits kompensiert). Von der e-Kugeloberfliche — mit Flichennormale in
Richtung 7, damit sie gemifd Gauflschem Satz aus V' herausweist - trigt der zweite Sum-
mand auch nichts bei, da er im Limes ¢ — 0 verschwindet; d f ~ €%, 1/|F = ¥'| ~ 1/e. Der
dritte Summand jedoch ergibt —4ng (). (Denn df (#')grad/ - A = = 2dQ% = dQ - 4n.)
Auf der rechten Seite von Gleichung (10.6) kann man den Limes ¢ — 0 sofort vollziehen, da
die 1/e-Singularitit gegeniiber dem Volumenelement e*dedQ nicht wirksam werden kann,
regulires p(r') vorausgesetzt. Resultat:

go(?):ifw (107)

4n |7 =7
ist die Losung der Potenzialgleichung (10.5) im ganzen Raum
Ap(7) = -p(F), siehe 10.5,

genannt Poissongleichung (falls p = 0: Laplacegleichung).
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Abb.10.1 Integationsvolumen in (10.6) zum

Anschaulich: Das Feld ¢(7) an der Stelle 7 ist eine Summe (Integral) der Beitrage der
Quellen p(7') an allen Stellen 7/, gewichtet nach ihrem Abstand 1/|F — #|. Sofern p # 0 nur
in einem endlichen Teilvolumen, ist der Integrationsbereich in (10.7) de facto endlich (statt
iiber den ganzen R*) und wegen des Nenners ist

1
‘P(Y)N? r—oo.

Die Voraussetzung an das asymptotische Verhalten ist also bei einer endlich ausge-
dehnten Quellenverteilung erfiillt (mit & = 1, s.0.). ,Endlich ausgedehnte Quellen heif3t
natiirlich nicht, dass F(7) selbst nur in einem endlichen Gebiet ungleich Null wire; nur
div F ist auflen Null.

Sollte p(7) nicht auf ein endliches Gebiet beschrinkt sein, so miissen die Quellen jeden-
falls doch asymptotisch hinreichend stark verschwinden, so dass ¢(7) asymptotisch ~ r~*
gegen Null geht. Nur unter dieser Voraussetzung gilt (10.7).

Das gesuchte Feld F(7) selbst berechnet man aus ¢ mittels Gradientenbildung, —grad ¢.

FG) = [ av@)e()

=T

=

7 (10.8)

=4

Bei endlich ausgedehnter Quellenverteilung gilt fiir - co gerade |F| ~ 772,
Zwei Erganzungen:

i.  Man kann die Voraussetzung tiber das asymptotische Verhalten wesentlich mildern. Es
geniigt ein beliebiges Verschwinden des Feldes F selbst, nicht notwendig nach einem
Potenzgesetz (O. Blumenthal, 1905, 1. c.). Statt (10.8) bilde man das leicht modifizierte
Integral

1

-7

— grad’ P (10.9)
-

ﬁl(?):ﬁde(?')p(?') [grad'

7o ist beliebig, aber fest.
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ii. Mit einer speziellen Wahl der Quellen verifiziert man sofort unsere frither benutzte
Formel (10.2). Man wihle p(7") = 4nd(# - #y) in (10.7), d. h. lasse die Quellenvertei-
lung auf einen Punkt zusammenschrumpfen. Dann ist ¢ (7) = 1/|F - 7,|. Es ist aber ¢ (7)
aus (10.7) die Losung der Poissongleichung A¢ = —p. Die spezielle Wahl von p(#') und
das sich aus (10.7) ergebende, dazugehérige ¢(7) in (10.5) eingesetzt liefert

At und(-7F), qed.
|7 = 7ol

Fir die etwas Fortgeschritteneren: Gleichung (10.2) ist eine Distributionsgleichung. Auch
1/|F - #o| ist als Distribution aufzufassen. Distributionen kénnen beliebig oft differenziert und
integriert werden. Daher ist A(1/|F — 7o|) auch eine Distribution. Natiirlich gelten fiir Distri-
butionen auch die Integralsitze. Als Distributionsgleichung kann man (10.2) direkt beweisen.
Man wende die beiden Seiten auf eine Testfunktion y(7) an (glatt, kompakter Triger)

fw(?)AﬁdV(?)i—4n[1//(?)6(?—?o)dV(?).
Vv Vv

Rechts ergibt sich —4ny/(7o). Links geniigt die Integration iiber eine kleine e-Kugel um 7y,
weil fiir 7 # 7o sowieso der Integrand Null ist (Al/|F — 7| = 0). y(7) kann dann als (7o)
herausgezogen werden. Das verbleibende Integral schreibe man mit dem Gauf3schen Satz als
Oberflichenintegral

W(7o)5l§gradn;df(?), d.h. w(?o)(—elz)ezht.
Fe

|7 = 7ol
Damit ist die immer wieder anzuwendende Formel (10.2) direkt verifiziert worden.

A = —4nd(i-7o), s.(10.2).

|7 = 7ol

10.2.2 Feld einer Ladungsverteilung bei endlichem Rand;
Greensche Funktionen

Sei eine Quellenverteilung p(7) in einem Raumgebiet V gegeben, das einen endlichen Rand
Fy hat (stickweise glatt). Um das wirbelfreie Feld F (7) zu berechnen, dessen Quellenfeld
div F gerade p ist, gehen wir zuniichst wieder so vor wie eben. F = —grad ¢, also A (F) =
—p(7). Nun 7 in # umbenennen, mit 1/|7 — 7| multiplizieren, iiber V integrieren, zweimal
partiell integrieren. Man erhilt wieder (10.6). Bei der Auswertung, z. B. mit (10.2) oder auch
mittels des e-punktierten Volumens, bleiben nun aber die Oberflichenbeitrige des dufleren
Randes bestehen. Sie fielen vorher weg, weil Fy — oo und ¢ — 0 im Unendlichen. Somit
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ist

=71

Lo 2
¢M—EJHWM

!
+ y§ dj;(; ) {V _1 ?llgrad;go(?') - (p(?')gradgﬁ} . (10.10)
Fy
Diese Gleichung ist zwar richtig, i. Allg. aber nicht bequem anwendbar. Sie driickt das
Feld ¢(7) an den inneren Punkten 7 € V durch die Quellen p(#') aus sowie durch die Werte
der Felder ¢ und grad_¢ auf dem Rande. Das heifit, sowohl die Tangentialkomponente als
auch die Normalkomponente von F auf dem Rande wiren notig, um ¢(7) auszurechnen.
Im Allgemeinen kennt man aber nicht beides zugleich. Man kann sich auch nicht etwa
beides zugleich willkiirlich vorgeben. Denn durch p(7) und z.B. die Normalkomponente
F, auf dem Rande ist das ganze Feld im Inneren bereits eindeutig bestimmt, wie wir in
(10.1) gesehen haben. Man kann dann einfach ausrechnen, wie die Tangentialkomponente
des Feldes bei 7 — Rand lautet. Fir Willkiir ist da kein Platz mehr. Gleichung (10.10) ist
also zwar richtig, setzt aber zuviel Information voraus, um genutzt werden zu konnen.
Man kann sich nun helfen, indem man die benétigte Information verringert. Dies wird
erreicht, wenn man 1/|7 — 7| durch eine andere, geschickter gewihlte Funktion ersetzt.
Die bisherigen Uberlegungen dienten der Motivation dazu. — Von 1/|7 — #'| ist nur benutzt
worden, dass der Laplace-Operator A’ daraus —47d(7 - #') macht (um ¢(7) aus dem Volu-
menintegral in (10.6) zu isolieren). Es gibt aber noch mehr Funktionen G(7,7"), die diese
Eigenschaft haben. Zum Beispiel:

1 1
|aé, -7 |aé +7|

G(aél,?') a>0,
erfiillt fiir alle 7 der Halbebene x” > 0 die Gleichung A’G(aé,,7') = -4nd(aé; - #'). Denn
der andere Summand, —4nd(aé; + '), ist immer Null fiir x’ > 0. G(aéy, ') hat aber die
weitere Eigenschaft, dass G = 0 fiir alle 7 aus der y-z-Ebene, d. h. fiir alle 7' = yé, + zés
(und x’ = 0). Namlich |aé, - 7| = (a® + y* + 2°)'/?
Man erkennt: Einerseits gewinnt man durch die Einschrankung auf die Halbebene mehr
mogliche Funktionen G(7,#'), die unter A’ zur §-Funktion werden. Andererseits haben
diese Funktionen dann besondere Eigenschaften auf dem Rande.
Wegen der hiufigen Anwendungen lohnt sich eine Definition.

=laé, + 7| fir x’ = 0.

» Definition Eine Funktion Grq(7,7'), die in einem gewissen (endlichen, teilweise endli-
chen, unendlichen) Gebiet der Poissongleichung mit Punktquelle geniigt,

AN'Gpa(7,7) = —4nd(7 -7, (10.11)

und die auflerdem auf dem Rande Rd eine gewisse Randbedingung erfiillt, heift ,, Greensche
Funktion®.
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Zusatz
Falls insbesondere
Gp(77)=0, alle¥ eRd, allefeV, (10.12a)

sprechen wir von der Dirichletschen Greenschen Funktion.

Sofern A
grad;GN(?, ?') = —F—T[, alle7 eRd, allefeV, (10.12b)
1%

nennt man die Greensche Funktion die Neumannsche. (Fy = Flacheninhalt der Randfliche; additive
Eichkonstante in Gy frei.)

Ein Beispiel fiir eine Greensche Funktion vom Dirichlet-Typ ist G(aé;, 7'), wie soeben
hingeschrieben. Sie 16st die Poissongleichung in der rechten Halbebene mit einer Quelle
bei aé) und verschwindet am Rand, G(aé, ') = 0 fiir # € y-z-Ebene.

Charakteristisch fiir die Dirichletsche Greensche Funktion ist, dass man sie durch ei-
ne (zudem sehr einfache) Randbedingung definiert. Die Funktion soll Null sein; iiber die
Normalableitung wird nichts gesagt. Bei der Neumannschen Greenschen Funktion wird
nur die Ableitung in Normalenrichtung festgelegt sowie eine additive Eichkonstante. Dies
sind Prototypen von Vorgaben: entweder nur die Normalableitung vorgeben oder nur die
Tangentialableitung.

Es gibt systematische Methoden, um Greensche Funktionen Gp oder Gy fiir die ver-
schiedensten Gebiete zu berechnen. Sie fithren in diesem Einfithrungskurs zu weit. Die
Aussage geniige, dass es solche Greenschen Funktionen fiir glatt (evtl. stiickweise) beran-
dete Gebiete in der Tat gibt. Fiir viele physikalisch interessante Gebiete kann man sie in
Nachschlagewerken finden?.

Die Greenschen Funktionen sind nun der Schliissel zur Losung unserer Aufgabe, ein
wirbelfreies Vektorfeld F aus seinen Quellen p(7) und vorgegebener Normalkomponente
ﬁn oder Tangentialkomponente ﬁt auf dem Rande zu bestimmen. Dazu wiederholen wir
kurz unseren fritheren Gedankengang, nur jetzt mit einer Greenschen Funktion Grq(7, 7')
statt mit 1/|7 — #/|. Es resultiert

o) = - [ V60 7)

- —d{;(:) {Gra(F,7)grad, p(7') - (¥ )grad, Gra (7, 7)} . (10.13)

Fy

Dies entspricht véllig der Gleichung (10.10). Nur ist jetzt noch fiir Grq(7, 7') eine Randbe-
dingung wihlbar! Das nutzen wir. Sei etwa die Tangentialkomponente des gesuchten Feldes
F, d.h. ¢(7') auf dem Rande bekannt und damit vorgeschrieben. Dann ist grad’ ¢(7)
berechenbar, wenn auch noch unbekannt, jedenfalls nicht frei wihlbar. Wir werden den
entsprechenden Term in (10.13) los, indem wir Ggrgq als Dirichletsche Greensche Funktion

2 Zum Beispiel in: P. H. Morse, H. Feshbach, Methods in Theoretical Physics, Vol. 1 und 2, Mc Graw-
Hill, New York etc., 1953.
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wihlen: Gp (7, 7). Nach (10.12a) ist sie Null auf dem Rand. Der erste Summand im Ober-
flichenintegral fiir ¢ (7) fallt deshalb weg. Der zweite aber ist berechenbar, weil sowohl Gp
als auch ¢ auf dem Rand bekannt sind.

Analog kann man iiberlegen, wenn die Normalkomponente des Feldes F vorgegeben ist.

Dann ist zwar grad] (') bekannt, nicht aber ¢(#'). Man verwende deshalb die Neumann-
sche Greensche Funktion Gy (7, 7). Fiir sie ist der letzte Summand in (10.13) zwar nicht
Null, wohl aber konstant, +(¢). Dabeiist (¢) = [ <5 ) (r @(7") der Mittelwert von ¢(7') iiber
die Randfliche.

Es ist durchaus sinnvoll, dass beim Neumannschen Randwertproblem eine solche additive
Konstante fiir ¢ (7) noch frei wihlbar vorhanden sein muss. Denn alle vorgegebenen Infor-
mationen tber ¢ betreffen Ableitungen. Sowohl die Differentialgleichung (10.5) als auch die
vorgeschriebenen Randbedingungen grad! ¢ (#') sind gegen eine additive Konstante, genannt
»Eichkonstante®, unempfindlich.

Andererseits wire es auch unzulissig, etwa als Randbedingung fiir Gx (7, ') zu fordern:
grad Gn(7,7') = 0. Dies stiinde nimlich im Widerspruch zur Differentialgleichung (10.11)
fiir Greensche Funktionen iiberhaupt. Integriert man diese namlich iiber V beziiglich #' und
wendet den Gaufschen Satz an, erhilt man

95 df (7' )grad, Gx (7, 7) = —dn .

Fy

Diese Beziehung ist zwar mit Gleichung (10.12b) vertraglich, nichtaber mit grad’ Gn (7, 7') =
0 fiir 7’ auf dem Rande.

Zusammengefasst:

i

ii.

Bestimmen eines wirbelfreien Vektorfeldes F(7) mit Hilfe seines Potenzials ¢(7) via
—gradg = F aus der Quellenverteilung divF(7) = p(¥) und der vorgeschriebenen
Tangentialkomponente F,(7) auf dem Rand eines einfach zusammenhingenden, end-
lichen Gebietes, realisiert durch Vorgabe von ¢(#'), # € Rd: Man konstruiere zuerst
die Greensche Funktion vom Dirichlet-Typ als Losung von (10.11) und (10.12a). Das
gesuchte Potenzial lautet dann

/dV (F)p(F)Go(7.7) - —jl)rdf(r')go(?')grad;GD(?, 7). (10.14)

Bestimmen eines wirbelfreien Feldes F(7) aus seinen Quellen p(7) und seiner Normal-
komponente F,, auf dem Rand, d.h. von grad/ ¢ (') fiir ' € Rd:

Man konstruiere zuerst die Greensche Funktion vom Neumann-Typ als Losung von
(10.11) und (10.12b). Das gesuchte Potenzial berechnet sich dann aus

- [

" Ef df (F)Gn (7, 7)grad, o (7) + (9)ra - (10.15)
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Der Mittelwert (¢)rq = ¢ £, 9(7) df (r ist frei wihlbar; diese Wahl heift ,, Eichung® des
Potenzials.

Das Gebiet ist als einfach zusammenhingend vorauszusetzen, damit man aus der
Wirbelfreiheit von F auf die Potenzialdarstellung schliefen kann; ¢(7) wire sonst
mehrdeutig. Der Rand des Gebietes kann ganz oder teilweise im Endlichen liegen. Er
muss zumindest stiickweise glatt sein, damit grad’ Gp (7, 7') bzw. Gn (7, 7') integrierbare
Funktionen beziglich 7' sind, 7’ € Rd, fur alle 7 aus V.

Bemerkungen

1. Im unendlichen Raum fallen die Oberflichenintegrale weg, und als Greensche Funktion dient
1/|7=7|. Dies ist aus Abschn. 10.2.1 bekannt. Es ldsst sich aber auch aus der Definition der Green-
schen Funktion konsequent ermitteln:

Da die Quelle in der definierenden Gleichung (10.6) nur von 7 — 7 abhingt und die Randbe-
dingung G(7,7") — 0,7 — oo auch keine Stelle 7 auszeichnet, muss G im unendlichen Raum
eine Funktion G(7 — ?') sein, kann also nur von 7 — 7 abhingen. (Beachten Sie aber, dass sonst
fiir Grq diese Translationsinvarianz nicht gilt, da der im Endlichen gelegene Rand sehr wohl ver-
schiedene 7 zu unterscheiden erlaubt, ndmlich ob z. B. 7 nahe dran oder weiter weg ist etc. Daher
ist Grq nicht nur von 7 — 7’ abhingig, sondern von 7, ¥’ einzeln. (Man beachte jedoch die spitere
Bemerkung.)

Zuriick zum unendlichen Raum. Da die definierenden Eigenschaften auch keine Richtung aus-
zeichnen, kann G(7 — ') nur von R := |f — 7’| abhiingig sein. Die Differentialgleichung (10.11)
lautet fiir R # 0

1 d ( r2C (R)

=0, R=#0.
R?dR dR)

(Man schreibe einfach AG(R) in Kugelkoordinaten.) Die allgemeine Lsung ist offenbar G(R) =
2 + ¢1/R. Damit G — 0 fiir R — oo, muss ¢, = 0 sein. Also G(7 - 7') = c1/|F - ¥'|. Wende A” an,
(10.2), und vergleiche mit (10.11). Also muss ¢; = 1sein. Die Greensche Funktion im unendlichen
Raum muss also 1/|F — 7| sein.

So ordnet sich die Losung (10.7) im unendlichen Raum in das allgemeine Verfahren mit den
Greenschen Funktionen ein.

2. Die Greenschen Funktionen sind stets beziiglich Quellpunkt 7 und Aufpunkt 7 symmetrisch
Gon (7. 7') = Gon (7, 7). (10.16)
Das ist leicht aus der fiir alle ¢(7) richtigen Gleichung (10.13) zu schlieffen. Man wihle z. B. fiir

¢(7) speziell G(7,, 7). Die zugehorige Quelle —A¢ = p ist dann wegen (10.11) p(7) = 4nd(7F—7a).
Einsetzen in (10.13):

G(?a,?):/dv(r')a(?'—?a)G(?,?')
o —dfg ) (G (7,7 )grad G i ¥') - G(i ¥ )grad  G(7. 7)) .

Das Oberﬂachemntegral ist sowohl fiir die Dirichletsche Randbedmgung Null (G(7,7") =0 =
G(fa,7'), 7" € Rd) alsauch fiir die Neumannsche ({G(7, 7') )ra = {G (¥a, ') }ra = const—const = 0
bei 7-unabhingiger Wahl der Eichkonstanten), so dass G(7a,7) = G(7, 7. ) iibrig bleibt, q. e. d.
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Die gestellte Aufgabe, aus den Quellen und den Randwerten das zugrunde liegende wirbel-
freie Feld F zu bestimmen, ist damit prinzipiell vollstindig gelést bzw. auf die Berechnung
der passenden Greenschen Funktion zurtickgefiihrt. Hierfiir gibt es, wie erwahnt, systema-
tische Methoden.

10.3 Wirbel- und quellenfreie Vektorfelder

Es ist niitzlich, als nichsten speziellen Fall Vektorfelder F zu betrachten, die weder Wirbel
noch Quellen haben. Sie interessierten uns bereits bei der Untersuchung der Frage, inwie-
weit Wirbel und Quellen das sie verursachende Feld eindeutig bestimmen (s. Abschn. 10.1).
Sie sind uns sehr niitzlich sowohl in physikalischen Anwendungen als auch zur Losung der
Aufgabe, quellenfreie Felder aus ihren Wirbeln zu finden, s. Abschn. 10.4.

Methodisch sind wir durch Spezialisierung der Ergebnisse aus Abschn. 10.2 sofort fertig:

Man setze einfach p = 0in (10.13-10.15). Denn wirbel- und quellenfreie Felder F in ein-
fach zusammenhingenden Gebieten sind durch ein Potenzial ¢ (7) darstellbar, ~grad ¢ = F,
und es ist Ap(7) = 0, alle 7 € V. Umtaufen von 7 — 7', Multiplikation mit Grq(#, 7'), Inte-
gration tiber V beziiglich 7, zweimal partiell integrieren (Gauflscher Satz) und Anwendung
von (10.11) ergibt

o(F) = fdf(m {Gra(F.7)grad p(i") — 9(¥)grad  Gra( 7)) . (10.17)

Im unendlichen Raum R? ist ein Feld, das weder Quellen noch Wirbel hat und asymp-
totisch abfillt, trivial, d.h. F = 0. Die Randterme sind dann Null. In endlichen, einfach
zusammenhingenden Gebieten dagegen gibt es nicht-triviale Felder F, die weder Quellen
noch Wirbel haben. Sie werden vollstindig bestimmt durch ihre Werte am Rand. Es geniigt,
entweder nur ihre Normalkomponente F, (7) vorzugeben, 7' € Rd:

E(7) = Fo(7") grad Gy (7, 7). (10.18)

G (7, 7') ist die Neumannsche Greensche Funktion des einfach zusammenhingenden Ge-
bietes V mit stiickweise glatter Randfldche Fy,s. (10.11), (10.12b).

Oder man gibt die Tangentialkomponente F,(7') firr 7 € Rd vor, realisiert durch ¢(#'),
¥ € Rd. Dann ist

o(7) = - jgdf( )go( "grad, Gp(,7') , (10.19a)

Fy

bzw. E(F) = 515 df(#) (7")grad grad Gp(7,7") . (10.19b)
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Gp(7,7") ist die Dirichletsche Greensche Funktion, die auf dem Rande Null ist,
s. (10.11), (10.12a).

Man kann die Wirbel- und Quellenfreiheit leicht noch einmal explizit nachpriifen. rot-
Anwendung ergibt auf den grad... sowieso Null, div-Anwendung ergibt AGgq4(7,7') =
-4nd(7 - 7') = 0, da 7 € Rd und 7 im Innern verschieden sind.

Ein Beispiel fiir eine physikalische Anwendung: Stromungsfelder von inkompressiblen
Fluiden sind quellenfrei, div? = 0. Haben sie tiberdies keine Wirbel, rot ¥ = 0, so sind sie
allein randbedingt. Zum Beispiel sind manche Bewegungen von Kernmaterie im Atomkern
von diesem Typ. Bewegt man den Rand Fy (t), ergeben sich Stromungsfelder, die man bei
Vorgabe der Normalkomponente v, (¥, ) so darstellen kann:

37 1) = jé %%(?', ) grad G (7, s ) - (10.20)

Fy (1)
Anmerkungen

1. Unterscheide die beiden Gradienten in (10.19b) o. A. Einmal wird nach 7 und einmal nach 7’
differenziert. G(7, ") ist wegen des Randes aber nicht nur von 7 — ¥’ abhingig, sondern von 7
und 7 einzeln.

2. Der ungetibte Leser konnte eventuell einem Fehlschluss unterliegen. Wenn z. B. der Rand starr ist
und F im Inneren ein Strémungfeld 3, so hitte dieses auf dem Rande keinen Beitrag in Normalen-
richtung. Also, so der Irrtum, kénne man sich die Tangentialbewegung vorschreiben. Aber: Keine
Strémung senkrecht zum Rand ist bereits eine Randwert-Vorgabe, ndmlich v, = 0. (10.20) liefert
dann 9 = 0, insbesondere also auch % = 0 auf dem Rand, m. a. W. ein nicht-triviales inkompres-
sibles wirbelfreies Stromungsfeld in einem endlichen Gebiet ist nur infolge einer Randbewegung
moglich.

3. Der Leser mag versucht sein, aus Ag = 0 wie im Abschn. 10.1 zu schlieflen, dass ¢ = 0 oder
zumindest konstant. Er multipliziert mit ¢ und integriert iiber V

&[¢AWW£Q dh.—:/gmdﬂ%V+¢ﬁﬁ%m%¢:m
4 4

Fy

Beide Terme miissen aber keineswegs einzeln verschwinden. Sie kompensieren sich gegenseitig.
Beim Eindeutigkeitssatz wussten wir zusétzlich etwas iiber ¢ oder grad ¢ auf dem Rand! Daher
dort der Schluss, grad ¢ = 0, alle 7 € V.

10.4 Bestimmung eines quellenfreien (inkompressiblen) Feldes
aus seinen Wirbeln

Quellenfreie Vektorfelder F(7) sind gekennzeichnet durch die Eigenschaft

divF=0.
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Solche Felder heifien auch inkompressibel, da aus der Kontinuitatsgleichung din + divnv =
0 (s. (4.50)) fiir nicht orts- und zeitabhéngige, eben ,,inkompressible“ Materiedichte # folgt
divty = 0; ist doch das erste Glied d:n dann Null und im zweiten Glied kann man das
konstante n ausklammern und kiirzen. — Alle magnetischen Kraftfelder B(7) haben die-
se Eigenschaft (div B = 0); hierdurch wird ausgedriickt, dass es keine zu den elektrischen
Ladungen analogen magnetischen Quellen gibt.

Quellenfreie Felder haben i. Allg. Wirbel, rot F =: @. Bei Strémungsfeldern o(7) ist
das eine alltigliche Erfahrung. Bei magnetischen Kraftfeldern sind die felderzeugenden
elektrischen Stréme die Feldwirbel, rot B = poj (o Induktionskonstante, j elektrischer
Stromdichtevektor).

Wie kann man ein quellenfreies Feld F aus seinen Wirbeln bestimmen? Wir kénnen uns
denken, dass dazu noch Randwerte vorzuschreiben sind. Und zwar, wie in Abschn. 10.1
gefunden, sollte man entweder die Normalkomponente oder die Tangentialkomponente
vorgeben.

10.4.1 Wirbelfeld im unendlichen Raum

Gesucht sei ein Feld F mit der Eigenschaft div F = 0, keine Quellen, aber mit bekannten
Wirbeln @&(= rot F). Diese miissen natiirlich die Kompatibilititsbedingung div & = 0 er-
filllen. F soll im ganzen Raum definiert sein und asymptotisch verschwinden. (Entweder
~ 1/r%, oder aber man muss den folgenden Formeln konvergenzverbessernde Zusitze ge-
ben, analog zu Ausdruck (10.9).)

Wegen der Quellenfreiheit stellen wir gemifl Abschn. 6.2.9 F durch ein Vektorpotenzial
A dar®, F = rot A.In A ist noch ein beliebiger additiver (grad y)-Term willkiirlich und
offen. Die konkrete Wahl heif3t ,, Eichung®. Sie entspricht der Festlegung der Eichkonstanten
im skalaren Potenzial ¢ in Abschn. 10.2. Wegen der Eichfreiheit hat A keine physikalische
Bedeutung fiir sich, sondern nur rot A. Ahnliches gilt prinzipiell fiir ¢; doch schon ¢-
Differenzen sind eichunabhingig, also physikalisch interpretierbar. ¢(#) — ¢(#,) ist z. B.
im elektrischen Feld die Spannung (in Volt) zwischen 7, und #,.

Das Vektorpotenzial gehorcht der Gleichung

rot F = rot(rot A) = @ . (10.21)
Sie lautet in kartesischen Koordinaten
grad,(divA) - AA; = w;, i=1,2,3. (10.22)
Offensichtlich ist es zweckmiiflig, A so zu eichen, dass

divA=0. (10.23)

3 Zur Bestimmung eines Vektorfeldes A aus Quellen, Wirbeln und Randbedingungen siehe auch:
W. Macke, Elektrodynamische Felder, Nr. 424
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Dies ist moglich: Sei etwa zunichst irgendein A mitrot A = F gefunden, aber mit div A #
0. Man addiere dann A + grad y und bestimme y aus der Gleichung Ay = —div A. Diese
Aufgabe ist mit den Mitteln aus Abschn. 10.2 losbar. Also ist div (A + grad y) = 0, das
Vektorpotenzial A + grad y somit richtig geeicht.
In der Eichung (10.23) erfiillt jede Komponente A; des Vektorpotenzials die Poisson-
gleichung
AAj=-w;, =123, (10.24)

so wie sie das skalare Potenzial ¢ mit seinen Quellen p verkniipft, s. (10.5). Deshalb brau-
chen wir die Losung nur aus (10.2) abzuschreiben:

1 1
r :—fdv(?’)wi(?’)ﬁ, i=1,2,3. (10.25)
4 |7 — 7]

Mittels (10.2) vergewissert man sich, dass (10.25) tatsichlich (10.24) 16st. Brauchbar ist
die Losung jedoch nur dann, wenn das Tripel A;, A,, A3 auch die Eichbedingung 0,4, +
9,4, + 9345 = div A = 0 erfiillt! Denn nicht (10.24), sondern (10.21) ist die interessierende
Differentialgleichung. Beide sind nur dann dquivalent, wenn die Eichung div A = 0 erfiillt
ist! Beim skalaren Potenzial ¢ gab es keine analoge Nebenbedingung.

Aber wir haben Gliick! Denn (man summiere i von 1 bis 3)

.z . 1 . . 1
divA = 0;A;(¥) = — f dV () w;(¥)0; ——
an J |7 =7
kann umgeformt werden. Ersetze zuerst 0; durch -0/, die Ableitung nach #'. Dann(!) kann

partiell integriert werden. Wegen des asymptotischen Verschwindens der Wirbel & (ge-
meinsam mit dem Feld) bleiben keine Randterme zuriick. Also ist

Wie Eingangs erwihnt, muss aber div @ = 0 sein, da @ ja ein reines Wirbelfeld ist, per
Definition. Folglich ist der Integrand Null und A korrekt geeicht, divA = 0. Die Losung
(10.25) erzeugt das gesuchte Feld

F(7) = rot A(F) = ﬁ f AV (7)grad—— x @(7)

P71

;,'l

:_fdv( N —I3' (10.26)

Diese Formel driickt z. B. die magnetische Feldstirke (B statt F) durch die physikali-
schen Strome (o j statt ) aus. Sie heifSt dann das Gesetz von BIoT und SAVART.
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10.4.2 Wirbelfeld im endlichen Bereich

Bei der Suche nach dem Felde F, dessen Wirbel @ in einem endlichen Gebiet V bekannt
sind, muss man zusitzliche Informationen iiber die Randwerte von F haben, um das Feld
im Inneren von V berechnen zu kénnen. Das haben wir schon in Abschn. 10.1 gelernt. Es
geniigt, entweder nur die Normalkomponente oder nur die Tangentialkomponente von F
vorzuschreiben.

Man konnte leicht die Idee haben, analog vorzugehen wie in Abschn. 10.4.1,d. h.1/|F-7'|
durch Grq(7, 7) zu ersetzen und zu (10.25) Oberflichenterme hinzuzufiigen. Warnen sollte
einen jedoch, dass zu deren Auswertung dann entweder A;(7') selbst auf der Oberfliche
vorzugeben wire oder aber grad’ A; (7). Da aber, wie bereits gesagt, A keine unmittelbare
physikalische Bedeutung hat, wird man solche Vorgaben im Allgemeinen kaum machen
kénnen. Sie konnten ja auch durch (an sich erlaubtes) Umeichen zerstort werden.

Aber auch ein formales Hindernis tritt auf. Man kann die Eichung der zu (10.25) ana-
logen Losung mit Grq (7, 7') statt 1/|7 — #| gar nicht verifizieren. Denn 9d;Grq kann nicht in
-0/ Grq umgewandelt (und dann auf div' & (7)’ zuriickgefiihrt) werden, da Ggq(7, ¥') nicht
nur von der Differenz 7 — ¥ abhéngt.

Deshalb 16sen wir unsere Aufgabe anders. Auch im endlichen Gebiet V ist (10.25) mit
Integration iiber V statt oo eine Losung von (10.24) mit richtiger Eichung, sofern & = 0
auf dem Rand oder wenigstens w,(7) = 0, 7 € Rd. (Dann tragen die Randterme bei der
Priifung von div A = 0 nichts bei.)

!

ﬂl

F-

(10.27)

ﬁl

_ L f AV () (7) x -
4n |7 =73
v

ist deshalb ein quellenfreier Vektor mit dem Wirbelfeld . Nur seine Randwerte sind i. Allg.
nicht die vorgeschriebenen. Wir bestimmen deshalb anschlieflend noch ein quellenfreies
und wirbelfreies Feld Fo(7) in V, das die Randwerte von F — F,, hat: die von F sind vor-
gegeben, die von F,, aus (10.27) auszurechnen. Fy(7) kann nach den Uberlegungen von
Abschn. 10.3 eindeutig bestimmt werden.

Das gesuchte Feld F ist dann

F=F,+F,.

Denn rot F = rot F,, + 0 = & und 13| =F, | F E, | = F|Rd, d.h. F,, beschreibt die
Wirbelbeitrage, Fy den Einfluss des Randes fur das Gesamtfeld F.

Falls z. B. F,(#'), 7" € Rd gegeben ist und w,(7") = 0, 7 € Rd:

1 o7
)= — [ dV(F)e(F) x ——
47'(/ (Fa() * m—m

+ —ygdf( )OF.(¥) grad Gn (7, 7') . (10.28)
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OF,(#) ist die Differenz aus dem F-Randwert und dem des ersten Integrals, Gy (7, 7') die
Neumannsche Greensche Funktion des Gebietes V, s. (10.11), (10.12b)

Ergdanzung
Sollten die Wirbel &(7) doch tlis zum Rande reichen und dort wn(?') # 0 sein, so kann man (durch
Raten) finden, dass man statt A(7) aus (10.25) besser

A(r)——/ V() o(r) | 1 ¢M (10.29)

-7 F =7

nimmt, um ﬁw = rot A zu erzeugen. Denn AA = ®, da der zweite Term nichts beitragt, ist doch
8(7-7)=0fir7 eRd, 7 € V. Aber auch div A = 0:

4ndivA = [ dv'e’ grad &5 grad (F(?') X df(r )

A [r |*gr"‘d| 1r'|“3']

!

— F . -
7¢df"rot'ﬁ, da &' =rot'F,
r

-
!

F
- / dV'diV'rot'ﬁ =0, dadivrot...=0.
-7

Man beachte, dass in das Oberflidchenintegral von (10.29) nur F, eingeht. Die Formel ist also
anwendbar, wenn die Tangentialkomponente F; bekannt ist.

10.5 Der (Helmholtzsche) Hauptsatz der Vektoranalysis

Aus dem Gelernten kann man eine sehr allgemeine, schone Aussage gewinnen, die histo-
risch bedeutsam war und fiir Anwendungen von prinzipiellem Wert ist.

» Helmholtzscher Hauptsatz iiber Vektorfelder Ein iiber einem einfach zusammenhin-
genden Gebiet mit (eventuell nur stiickweise) glatter Randfliche definiertes Vektorfeld F
lisst sich stets additiv zerlegen in einen wirbelfreien (F ») und einen quellenfreien (F,) An-
teil

E(7) = F,(F) + Fo(7) . (10.30)

Dieser Satz wurde zuerst im Wesentlichen bewiesen von SToxEs, 1849*. Vervollstindigt
wurde der Beweis von HELMHOLTZ in seiner Wirbelarbeit 1859. Unter Abschwéchung der
Voraussetzungen (nicht mehr Feldabfall ~ =2, sondern nur irgendein Abfall fiir r — o0)

4 Trans. Cambr. Phil. Soc. Bd. 9, 1849 = ges. Werke, Bd. 2, S. 243.
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bewies O. BLUMENTHAL den Satz 1905°. Sind die Quellen und Wirbel nur in einem endli-
chen Volumen ungleich Null, fallt sowohl 13,,(?) als auch F,,(7) asymptotisch ~ =2 ab. So
wurde es von ABRAHAM-FOPPL in der Theorie der Elektrizitit I behandelt und hat in die
Lehrbuchliteratur Eingang gefunden.

Die Zerlegung ist eindeutig bei Festlegung von Randwerten fiir die einzelnen Summan-
den. Insbesondere im unendlichen R? ist sie bis auf eine additive Konstante eindeutig,
sofern F asymptotisch ~ r~2 abfillt bzw. F > F,, hochstens wie In r ansteigen.

Die Beweisidee ist kurz zu schildern, die explizite Durchfithrung mit den dargestellten
Methoden aus Kap. 10 dauert etwas langer; darauf sei hier verzichtet. Die Idee ist: Man
bestimme p = divF und @ = rot F; berechne ein Feld F,, dessen Quellen gerade p sind,
das aber wirbelfrei ist. Dann ist F — F = Fw, ein Feld, das quellenfrei ist, d1VF =0, aber
die Wirbel rot F,, = & hat. Die Aufgabe, ein wirbelfreies Feld aus seinen Quellen und ein
quellenfreies Feld aus seinen Wirbeln zu bestimmen, wurde in den Abschn. 10.2 bzw. 10.4
gelost. Daraus folgt (10.30).

Im unendlichen Raum bei schwichster Voraussetzung an den Feldabfall lautet die Zer-
legung explizit:

+Lde(?')p(7')grad' — 1# !
n [F=7#] |fo—7|

+—de( Yo (7 xgrad'(|?_l_r,,| ! ) (10.31)

7o — 7|

F. konstanter Vektor, 7, beliebiger Hilfspunkt. Sofern jeder Summand in den Integralen
einzeln konvergiert, vereinfacht sich mit 7y - co und ﬁc = 0 die Formel zu

= /dV(r)p )grad| #l|

+—/dv ()& (7") x grad' —— (10.32)
=

10.6 Vektordifferentialgleichungen

In der Physik kommt oft die Aufgabe vor, Vektor- und Skalarfelder zugleich aus Dif-
ferentialgleichungen zu bestimmen, in denen sie miteinander verkoppelt vorkommen.
Beispielsweise sind in der Elektrodynamik das elektrische und das magnetische Feld mit-
einander verkniipft; diese Erkenntnis MAXWELLS war ein historischer Durchbruch und
fithrte zur Entdeckung elektromagnetischer Wellen durch H. HErRTz. Oder: Bei einer Stro-
mung sind zugleich der Druck (Skalar) und die Geschwindigkeit (Vektor) als Funktionen

5 Math. Ann. 61, 235 (1905).
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des Ortes zu bestimmen. Sind dann auch noch Randbedingungen zu erfiillen, kann die
Losung dieses NAVIER-STOKESschen Problems recht kompliziert werden.

Deshalb bemiiht man sich, die gesuchten Felder durch entkoppelte Gleichungen zu be-
schreiben. Das gelingt tatsachlich oft. Ein weiteres Bestreben ist, die Vektorgleichungen auf
skalare Differentialgleichungen zu reduzieren. Auch das erweist sich als méglich. Deshalb
ist auch die skalare Greensche Funktion der Prototyp von 16sendem Integralkern. In diesem
Abschnitt werden zundchst in den wichtigsten physikalischen Beispielen die Gleichungen
entkoppelt und dann auf skalare Aufgaben zuriickgefiihrt.

10.6.1 Elektromagnetische Felder

Die elektrischen und die magnetischen Feldstirke-Vektorfelder E (7, t) und B(7, t) geniigen
den Maxwellschen Gleichungen

(I) divE = p/eeq , (10.33a)
(II) rotE=-0B, (10.33b)
(1) divB=0, (10.33¢)
(IV) rot B = Wtof+ yyoeeoatﬁ . (10.33d)

p (7, t) ist die elektrische Ladungsdichte und j(7, t) der Stromdichtevektor. €g, o sind die
Dielektrizitits- und Permeabilititskonstanten im Vakuum, ¢, p die entsprechenden Korrek-
turfaktoren durch die Anwesenheit von homogener, isotroper Materie.

Gleichung (10.33) kann unter verschiedenen Gesichtspunkten gelesen werden: So wer-
den die Quellen (I, III) und Wirbel (II, IV) der Kraftfelder E, B angegeben. So wird die
zeitliche Verdnderung dieser Felder vorgeschrieben (II, IV). So gibt es zwei homogene Feld-
gleichungen (II, III) und zwei inhomogene (I, IV). Die Verkopplung der elektrischen und
magnetischen Phdnomene ist offensichtlich. Zum Gliick sind die Gleichungen linear, sofern
¢ und y Materialkonstanten sind, die nicht von E und B abhingen. Da sie partielle Ableitun-
gen enthalten, bedarf es zur Festlegung der Losungen noch der Angabe und Befriedigung
von Randbedingungen. Doch ist dies nicht der Inhalt dieses Abschnitts.

10.6.1.1 Statische elektromagnetische Felder

Der erste Schritt zur Entkopplung ist nun die Abtrennung moglicherweise vorhandener
statischer, d. h. zeitunabhingiger Felder, die durch statische Ladungen p(7) bzw. stationire
Stréme j(7) erzeugt werden. Die Linearitit der Gleichungen (10.33) gestattet die Identifi-
zierung und Abtrennung des statischen Feldanteils

E=E(#,t)+E(F), B=B(#t)+B(¥). (10.34)
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Die Statik zerfillt dann automatisch in

divE(7) = pe(:), rot E(7) = 0 (10.35)
0

und divB(F) =0, rot B(¥) = upoj(7) . (10.36)

Vorausgesetzt wird, dass es keine rein linear in ¢ ansteigenden Felder gibt. Physikalisch
kann das auch gar nicht sein, da endliche Quellen keine unbeschrankt anwachsenden Felder
erzeugen kénnen. E(F) ist ein reines Quellenfeld, B(¥) ein reines Wirbelfeld. Wir haben das
ausfiihrlich besprochen. Es gelten die Darstellungen

E(F) = —grado(7), B(¥) = rot A(F) . (10.37)
Das skalare Potenzial ¢ (7) geniigt der Gleichung

Ag(F) = —pe(ez). (10.38)

Die Elektrostatik ist damit sowohl von der Magnetostatik entkoppelt als auch auf die ska-
lare Poissongleichung (10.38) zuriickgefiihrt. Die Magnetostatik ist zwar auch entkoppelt,
aber noch vektoriell. Reine Wirbelfelder, wie es B(7) eines ist, sind eben etwas anders als
reine Quellenfelder, wie E(7). Die Riickfithrung von Wirbelfeldern auf skalare Gleichungen
wird uns noch ausfiihrlich beschiftigen, s. Abschn. 10.6.4.

Die konventionelle Losung von (10.36) macht vom Vektorpotenzial A nach (10.37) Ge-
brauch. Mit der Eichung

divA=0, (10.39)

genannt Lorentz-Eichung, ist
rot (rot A) = V x (V x A) = grad (divA) - AA= —AA. (10.40)
Somit entsteht zwar wieder eine Poissongleichung,
AA(7) = ~upoj(7) » (10.41)

diese ist aber noch vektoriell. Die Lorentz-Eichung (10.39) von A ist mdglich, da statische
Strome stets quellenfrei sind (Erhaltungssatz),

divj(7) = 0. (10.42)
Das ist eine unmittelbare Konsequenz der Kontinuitétsgleichung dp + div j = 0 fiir den

statischen Fall d;p = 0. Bildet man div. .. von (10.41), so erweisen sich die Eichung (10.39)
und der Erhaltungssatz (10.42) als miteinander vertriglich, ja einander bedingend.
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Die Vektorgleichung (10.41) zerfallt nur in kartesischen Koordinaten in drei Zahlenglei-
chungen fiir die Komponenten A;.

AA;(7) = —ppoji(F), i=1,2,3. (10.43)

Hingen jedoch die Koordinateneinheitsvektoren €; in A = A;é; vom Ort ab, wie es
bei krummlinigen Koordinatensystemen regelméf3ig der Fall ist, dann ist (10.36) nicht zu
(10.41) aquivalent. Erinnert sei etwa an (8.26): Die Radialkomponente von (10.41) in Ku-
gelkoordinaten ist nicht die Poissongleichung (10.43) fiir die Radialkomponente A, (7).

Die erwiinschte Reduzierung der Magnetostatik auf ein skalares Problem ist also ei-
gentlich noch nicht gelungen. Aber selbst die Entkopplung der Gleichungen fiir die Kom-
ponenten A; (7) ist nicht erreicht! Denn die Lorentz-Eichung (10.39) verkniipft ja alle drei
A; miteinander. Man muss also selbst in kartesischen Koordinaten die drei Gleichungen
(10.43) gemeinsam losen.

Lost man sie einzeln, so ist

A()_Wo/J - dV,|(’), i=1,2,3 (10.44)
r—r

eine Losung. Vektoriell zusammengefasst

A7) Wo / J(#)dv(#) . (10.45)

=71

Nun hat man grofles Gliick! Die Eichung (10.39) erweist sich wegen der Quellenfreiheit
(10.42) der Stromdichte als erfiillt, sofern f ai“ = 0, also keine Strome tber die Riander
flielen bzw. falls es keine Rander gibt, weil V' bis unendlich reicht. Anderenfalls hat man
im Allgemeinen die Eichung verletzt, und (10.45) ist nicht das gesuchte Vektorpotenzial.

Die Erfiillung der Randbedingungen steht aber selbst im gliicklichen Fall, dass (10.45)
Losung ist, noch aus. Man schaftt das, indem man zusdtzlich eine Losung der homogenen
Gleichungen (10.36) addiert, also fiir j(7) = 0. Dann aber ist rot Byom (7) = 0, man kann
ein magnetisches Potenzial einfithren und die geeignete Losung einer skalaren Laplace-
Gleichung berechnen.

10.6.1.2 Feldgetriebene Strome in Leitern
Nachdem die statischen Felder (sofern vorhanden) abgespalten und bestimmt sind, bleiben
fiir die echt zeitabhingigen Felder E (7, t) und B(7, t) die vollen Maxwellschen Gleichungen
(10.33) zu 16sen. Der nicht unwichtige Fortschritt ist jedoch, dass man aus o.E (7, t) bzw.
0.B(F7, t) ohne Integrationskonstanten die Felder E(7, t) und B(7, t) bestimmen konnte, da
es ja konstruktionsgemaf3 keine additiven, zeitunabhangigen Felder mehr zusitzlich gibt.
Bevor wir das ausnutzen, betrachten wir den in leitenden Medien vorkommenden Fall,
dass zwar Stréme j(7, t) flieRen, sog. Ohmsche Stréme, angetrieben vom elektrischen Feld,

j(#t) = oE(7, 1), (10.46)
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aber keine makroskopischen Ladungen p auftreten. Dann vereinfachen sich die Maxwell-
schen Gleichungen (10.33) zu

divE(7,t) =0, (10.47a)
rot E(7,t) = —9.B(#, 1) , (10.47b)
divB(#,t) =0, (10.47¢)
rot B(7,t) = upo0E(7, ) + upoeeodE(7, 1) . (10.474d)

Jetzt sind sowohl E als auch B quellenfrei. Fiir B ist das klar, fiir E ist das eine Konsequenz
der fehlenden Ladungen. Die Strome (10.46) sind wiederum quellenfrei.
Nun zur Entkopplung. Man bilde rot von (10.47d) und setze (10.47b) ein oder umge-
kehrt
rot rot B = —Woaaté - yyoeeoafé . (10.48)

Genau dieselbe Gleichung erfiillt auch E (7, t) fiir sich. Beziiglich der Zeit tritt eine Kom-
bination von erster Ableitung (wie bei Diffusionsgleichungen) und von zweiter Ableitung
(wie bei Wellengleichungen) auf.

Dy = o0y + ppoeeoo; (10.49)

sei die Abkiirzung fiir die (nicht von 7 abhéngenden) zeitlichen Ableitungen, wie sie in der
Telegraphengleichung typischerweise vorkommen.

Zwar sind nun die Vektorfelder Bund E entkoppelt, aber die Bedingung der Quellenfrei-
heit (10.47a bzw. 10.47¢) verkoppelt immer noch die Komponenten untereinander. Um diese
Kopplung loszuwerden, fithren wir wiederum die magnetischen bzw. elektrischen Vektor-
potenziale ein,

B=rotAp, E=rotAp. (10.50)

Dann sind die Maxwell-Gleichungen (10.47a und 10.47¢) automatisch erfiillt. Die Vek-
torfelder Ap p sind aus derselben Differentialgleichung

rot (rot rot A+ DA) = 0 (10.51)

zu berechnen. Sie wird sich als die typische Gleichung zur Berechnung von reinen Wir-
belfeldern erweisen. Sie ist scheinbar komplizierter als (10.48), da rot gleich 3-mal statt
nur 2-mal vorkommt. Doch erweist sich die dritte Anwendung von rot als grofie Hilfe.
Verwendet man niamlich (10.40), so fillt wegen rot grad... = 0 der Summand mit div A
automatisch weg, ohne dass man A nach (10.39) eichen miisste. (10.51) wird zu

rot (~AA+DA) =0. (10.52)

Es bleibt die Reduktion auf eine skalare Gleichung zu leisten. Das wird in Abschn. 10.6.4
geschehen. Vorher sollen noch weitere Beispiele den paradigmatischen Charakter von Glei-
chung (10.51) erhérten.
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10.6.1.3 Elektromagnetische Wellen
Die Maxwellschen Gleichungen garantieren die lokale Ladungserhaltung automatisch,

oip(7,t) +divj(7,t)=0. (10.53)

Zum Beweis kombiniere man (I) und (IV). - Wir nutzen das nun fiir rein zeitabhéngige
Felder (nach Abspaltung der Statik) aus. Materie mag vorhanden sein, € # 1, 4 # 1, jedoch
keine Leitungsstrome, ¢ = 0. Auflerdem seien € und y feldunabhingige Materialparameter.

Gleichung (10.33a) liefert eeodiv E(7, t) = ['[0wp(, t')]d¢’ = — [ " div j(7, t')dt". Man
erhilt eine quellenfreie Kombination,

€

div (atE(?, t) + @) =0. (10.54)
0

Also kann man die erste Maxwell-Gleichung (I) dadurch automatisch erfiillen, dass man
fiir diese Kombination ein Vektorpotenzial Ag (7, t) einfiihrt.

OE(F,t) + M

€€Q

=rot Ap(7,t) . (10.55)

Kennte man A (und die Strome), so wiisste man auch E(7, t), da es keine zeitunabhiin-
gige Integrationskonstante gibt, per Konstruktion der Abspaltung der Statik.
Aus E bestimmt man sodann direkt mit (10.33b) das Magnetfeld B,

t

B(7, t):—frotﬁ(?, t"dt' . (10.56)

Da B somit ein reines Wirbelfeld ist, wird die dritte Maxwell-Gleichung (10.33¢) auto-
matisch befriedigt. Es verbleibt nur noch die vierte Gleichung (10.33d). Sie dient dazu, das
Vektorpotenzial Ap zu bestimmen — mit einer Gleichung von der Art (10.51)!

Nimlich, rot B(7, t) = yyoeeo(até + f/eeo) = upoeegrot Ag. Man differenziere nach ¢
und verwende (10.33b): —rot rot E = Upo€€prot 9:Ag. Man differenziere erneut nach ¢ und
fithre die Darstellung (10.55) ein:

J()

rot | rot rot A (7, t) + Hpo€eO; AE(r f)—rot—=——=|=0. (10.57)

Gegeniiber (10.51) ist die zeitliche Ableitung D; nun vom reinen Wellentyp. Die Wel-
lengeschwindigkeit ¢ wird durch ¢ = ppugeeq bestimmt. Zusitzlich hat (10.57) eine
Inhomogenitit, nimlich rot j(7,t). Die Quellen von j gehen hier nicht ein, sondern nur
die Wirbel; erstere legen p fest. Im iibrigen aber stofSen wir mit (10.57) wieder auf die Mus-
tergleichung (10.51).

Man kann statt Ay auch ein das magnetische Feld bevorzugendes magnetisches Vektor-
potenzial einfithren mittels

1§ =rot A B -
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Dadurch ist (10.33¢) erfiillt. Kennt man Ajg, so kennt man B, aber iiber die vierte
Maxwell-Gleichung (10.33d) auch 9,E(7, t) und damit E(7, t) (keine zeitunabhiingige In-
tegrationskonstante)

_f(?, t) | rot B(#,t)

€€ HHo€€Ey

OE(F,t) = (10.58)
Zusammen mit dem Ladungserhaltungssatz (10.53) erkennt man, dass die erste
Maxwell-Gleichung erfiillt ist; man bilde div von (10.58):

9 (divﬁ('f, t) - M) =0,

€€

also (keine Integrationskonstante!) gilt (10.33a). Es bleibt, die homogene Gleichung
(10.33b) zu nutzen, um Ag zu bestimmen. Dann wiren E, B aus Ap und fberechnet.
Differenziere (10.33b) nach ¢ und setze die Darstellung (10.58) ein:

rot [rot rot Ap(7,t) + yyoeeoafﬁg(?, t) - yyof(?, t)] =0. (10.59)

Auch das magnetische Vektorpotenzial erfiillt die kanonische Gleichung (10.51) mit
demselben Dy wie in der Gleichung fiir A > aber mit etwas anderer Inhomogenitit.

Der Rechengang ist also: Vorgegeben j iiber den Ladungserhaltungssatz p(j). Man
bestimme dann A () oder Az () aus der kanonischen Gleichung mit der dreifachen Ro-
tation (s. Abschn. 10.6.4, etwas spiter) und daraus B(}), E(j).

Abschlieflend ein Hinweis: Natiirlich lassen sich auch alle besprochenen Fille zugleich

behandeln, also Statik, o # 0, elektromagnetische Wellen.

10.6.2 Elastische Korper

Bewegungen der Atome in elastischen Koérpern sind z. B. Scher- und Kompressionswellen
mit den jeweiligen Geschwindigkeiten cs und ck. Fiir nicht zu kurze Wellenldngen bedient
man sich der Kontinuumstheorie. Die Materieelemente am Ort 7 mégen unter Deformation
um 5(7, t) verschoben werden. Es gilt dann folgende Bewegungsgleichung fiir das Beschleu-
nigungsfeld der Verschiebung s(7, t)

0;5(7,t) = cggrad div s — cirot rot § — agrad T, (10.60)
o T(7, 1) = AT(7, 1) . (10.61)

T(7, 1) ist die lineare, lokale Temperaturabweichung vom konstanten Ausgangswert Tp
ohne Deformation. y ist die Temperaturleitfdhigkeit (oder thermische Diffusivitit), eine
Materialkonstante. « ist der thermische Ausdehnungskoeffizient; er koppelt das Tempera-
turfeld an das Verschiebungsfeld.

Es sind 4 Felder aus 4 Gleichungen zu bestimmen, ndmlich s, T. Die Ankopplung ist in
diesem Falle nicht tiefgehend, da ja erst T aus (10.61) berechnet werden koénnte und dann
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in der s-Gleichung als Inhomogenitit steht. Wir gehen so vor: Der longitudinale Teil von
(10.60) wird durch ein skalares Potenzial dargestellt

cpdivs—aT = 07¢ . (10.62)
Dann ist
0; (5 — grad ¢) = —cirot rot 5 , (10.63)
also der Vektor
F:=5-grad¢ (10.64)

als quellenfrei (d. h. als rein transversal) anzusehen, div F = 0. Er hat deshalb ein Vektor-
potenzial A mit F = rot A.
Aus A und ¢ folgt
§=rotA+grad¢. (10.65)

Aus s, ¢ folgt mit (10.62)

T = iA(ﬁ— laz¢ (10.66)
o« a T '

Die Kenntnis von ¢ und A ersetzt somit diejenige von T, 5. Die Bewegungsgleichun-
gen fiir ¢ und A entkoppeln aber, denn setzt man die Darstellung T(¢) aus (10.66) in die
Bewegungsgleichung (10.61) fiir T ein, entsteht die skalare Differentialgleichung héherer
Ordnung

(3 — xA) (07 - cgA)$p=0. (10.67)

Die Losungen sind Uberlagerungen von Wellenbewegungen mit der Geschwindigkeit
ck und Wirmeleitung mit der Diffusivitit y.

Die Gleichung fiir A steht in Gestalt von (10.63) schon da, weil rechts unter rot auch s
durch F ersetzt werden kann und auf beiden Seiten F = rot A zu schreiben ist.

rot (rot rot A + cg292A) = 0 . (10.68)

Wiederum stoflen wir auf unsere kanonische Gleichung mit der dreifachen Rotation.
Der Zeitableitungsoperator D; hat hier die Bedeutung c5?9?, ist also wieder vom reinen
Wellentyp.

Natiirlich hitte man fiir F die Wellengleichung mit der zweifachen Rotation stehen las-
sen kénnen, doch hitte man dann die interne Kopplung der Komponenten von F durch
div F = 0 bei der Losung zu beachten. A ist davon frei.

Noch ein Hinweis: ¢ ist durch (10.62) nur bei rein zeitabhéngigen Problemen eindeu-
tig definiert. Stets jedoch liefern die Losungen ¢, A von (10.67) und (10.68) Losungen der
elastischen Gleichungen (10.60), (10.61). Wir werden noch sehen, dass es auch genug sind
und sich auch Randbedingungen erfiillen lassen.
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10.6.3 Fliissigkeitsstromungen

Die Bewegungsgleichungen fiir Fliissigkeiten oder Gase legen das lokale Geschwindigkeits-
feld ©(7,t), den Druck p(7, t) und die Dichte p(7, t) fest. Auch die Entropiedichte s oder
die Temperatur T gehorte noch dazu, doch sei auf deren Ankopplung verzichtet, d. h. ent-
weder s oder T seien konstant. Druck und Dichte hingen iiber die Zustandsgleichung (die
adiabate oder isotherme) eng miteinander zusammen. Fiir die Abweichungen von den to-
talen Gleichgewichtswerten p, und p, gilt

p(F.t) = cop(F.t) . (10.69)

¢ ist die Schallgeschwindigkeit (adiabat oder isotherm, je nach physikalischer Situation).
Fiir die Dichte gilt die Kontinuititsgleichung

aip +div (p7) =0. (10.70)

Navier und STOKES gaben um 1845 die Bewegungsgleichung fiir o an, deren physika-
lische Bedeutung die lokale Impulserhaltung ist:

p(00 +v-grad¥) = —grad p — grad U + 4AT + ((+ g) grad (div 9) . (10.71)

U beschreibt ein vorgegebenes dufleres Potenzialfeld; 7 und { sind die Scherviskositit und
die Kompressionsviskositit, vorgegebene Materialkonstanten des betrachteten Fluids.

Die physikalisch interessantesten, Turbulenz darstellenden Losungen folgen aus der
nicht linearen Gleichung (10.71). Die Mathematik nichtlinearer Differentialgleichungen ist
erheblich komplexer als diejenige linearer Differentialgleichungen. Eine neue, noch nicht
sehr weit erforschte Welt tut sich da auf. Wir miissen uns jedoch im Folgenden auf Stro-
mungen mit so kleinen Geschwindigkeiten ¥ beschrinken, dass (10.71) linearisiert werden
darf. Dann aber, so wird sich zeigen, stoflen wir erneut auf unsere kanonische Gleichung
mit der dreifachen Rotation.

Seien also ©(7, t) und die Abweichungen p(7, t), p(7, t) von den Gleichgewichtswerten
Do> po klein. Die linearisierten Bewegungsgleichungen, die sog. Stokesschen Gleichungen
kompressibler Stromungsvorgiange lauten dann

oip(7,t) = —pocadiv v(7, t) , (10.72)
0:0(#,t) = —grad (ﬂ + E) — yorot rot U + pograd (div ) . (10.73)
Po  Po

Dabei ist A¥ = grad (divd) - rot rot © geschrieben worden, und vy = #/po, po = ({ +
4n/3)/po sind die sogenannten kinematischen Zahigkeitskonstanten.
Diesmal ist die Verkopplung der 4 Felder v, p stirker als bei der elastischen Bewegung.
p kann nicht ohne ¥ und ¥ nicht ohne p berechnet werden. Der inkompressible Grenzfall
ergibt sich durch ¢ — o0, also
divo =0 (10.74)
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statt (10.72).
Wie entkoppeln wir diesmal? Offenbar kénnen wir den longitudinalen (grad...) Teil
von (10.73) durch Einfithrung von

p U .
— + — — podiv v =: -0 (10.75)
Po  Po o ¢
erfassen und erhalten
0+(v — grad ¢) = —wyrot rot v . (10.76)
Also ist der Vektor
E(7,t) = 0(F, t) — grad (7, t) (10.77)

als reines Wirbelfeld aufzufassen, also div F = 0, hat also ein Potenzial A mit F = rot A. Da
man unter der Rotation auch ¥ durch F ersetzen kann, liefert (10.76) sofort eine (entkop-
pelte) Gleichung fiir F und damit fiir A,

rot (rot rot A+ u(;lat,i) =0. (10.78)

Da ist sie wieder, unsere kanonische Gleichung (10.51) mit der dreifachen Rotation.
Diesmal ist der Zeitableitungsoperator D; vom reinen Diffusionstyp, also 1. Ordnung
(1/vo) 9. Wihrend A den transversalen Teil von © bestimmt,

v=F+grad¢ =rot A+grad ¢, (10.79)

also rot ¥ = rot F und divd = div grad ¢, ist die Kenntnis des Skalars ¢ der Angabe des
Druckes dquivalent. Aus der definierenden Gleichung (10.75) folgt namlich sofort

p= Po‘qu(p - Poat(/s -U. (1080)

So wie die Vektorgleichung (10.73) fiir ¥ zur Vektorgleichung (10.78) fiir den trans-
versalen Teil rot A fithrte, erhalten wir aus der skalaren Gleichung (10.72) eine fiir das
longitudinale Potenzial ¢. Setze (10.80) mit (10.79) in (10.72) ein:

1 1
—0ip = —0aU. (10.81)

Ho
AP+ — 0 AP —
IR R

Im Allgemeinen wird das duflere Potenzialfeld U nicht von der Zeit abhéngen, so dass in
(10.81) rechts eine Null steht. ¢ hidngt dann nicht von U ab, wohl aber p. Fiir inkompressible
Strémungen, c§ — oo, vereinfacht sich die ¢-Gleichung zu

Ap=0. (10.82)
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10.6.4 Reduktion der Vektorpotenzialgleichung
auf eine Amplitudengleichung

Alle behandelten physikalischen Beispiele gekoppelter linearer partieller Differentialglei-
chungen fiir Vektor- und Skalarfelder haben uns — neben einer Gleichung fiir ein skalares
Potenzial ¢ — immer wieder auf dieselbe kanonische Gleichung (10.51) mit der dreifachen
Rotation gefiihrt. Sie gilt es nun zu untersuchen.

Thr Hauptvorteil war schon erliutert worden: Fiir A gibt es keine die Komponenten
verkoppelnde Nebenbedingung mehr. Thr zweiter Vorteil wird sich jetzt zeigen: Mit einer
Losung A von (10.51) erzeugt man sich sogleich eine zweite Losung, die im Allgemeinen
linear unabhingig ist, nimlich rot A. Man kann sie mit verschiedenen Vorfaktoren addie-
ren, auch unterschiedliche Lsungen von (10.51), A, bzw. rot A,, fiir die Superposition
verwenden und erhilt A = Al + 1ot A, bzw. F = rot A, + rot rot A,. Fiir 7, 3, usw. als die
physikalischen Felder bedeutet das: Zwei transversale Komponenten plus eine longitudinale
(grad ¢) iiberlagert beschreiben im dreidimensionalen Raum in aller Regel ein Vektor-
feld vollstindig und allgemein. Die wegen der Linearitit der Gleichungen noch offenen
konstanten Vorfaktoren lassen sich zur Erfiillung von vorgeschriebenen Randbedingungen
nutzen. Das fithrt dann zwar leider meist zu einer Verkopplung der drei genannten Kom-
ponenten, doch geschieht das ja nun post festum, nach der eigentlich schwierigen Aufgabe,
die Vektordifferentialgleichungen zu l6sen.

Zuniéchst das homogene Problem. Man 16se also

rot (rot rot A + DA) = 0 (10.83)

fiir das Vektorpotenzial A(7, t), dem keine Eichbedingung auferlegt ist. Dy ist eine Summe
von Zeitableitungen 9y, 92, evtl. bis 9!, mit konstanten Koeffizienten. Ortsableitungen und
D, konnen also vertauscht werden, z. B. rot D, ... = Drot. . .:

i. Erzeugung einer weiteren Losung. Angenommen, ein Feld A lose die Ausgangsglei-
chung (10.83). Wendet man dann (nunmehr zum vierten Mal) rot an, erhélt man

rot (rot rot[rot A] + Di[rot A]) =0. (10.84)

Folglich 16st auch rot A die kanonische Gleichung (10.83). Da im Allgemeinen A und
rot A linear unabhingig sind, hat man mit einer Losung gleich zwei gefunden.

ii. Reduzierung auf eine skalare Differentialgleichung. Zunichst ist wegen rot rot A =
grad (divA) — AA und rot grad. .. = 0 die Gleichung (10.83) dquivalent zu

rot (~AA+DA) =0. (10.85)
Sodann zerlegen wir den Vektor A in einen die Stirke und einen die Richtung angeben-

den Faktor. )
A(7, t) = a(F t)A. (10.86)
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Das skalare Feld a(7,t) werde im folgenden mit ,\Vektorpotenzial-Amplitude, kurz mit
»Amplitude“ bezeichnet, das Richtungsvektorfeld A mit »Potenzial-Vektortrager“. Eine
prinzipiell zugelassene Abhingigkeit von 7, ¢ ist bei A nicht extra gekennzeichnet worden.
Unser Standpunkt ist nun, dass wir das Vektortrigerfeld A frei wéihlen, uns vorgeben, so dass
nur noch a(7,t) aus den kanonischen Gleichungen (10.83) bzw. (10.85) ermittelt werden
muss. Die fiir a(7, t) verbleibende Amplitudengleichung bestimmt nur noch eine skalare
Funktion und nicht mehr einen Vektor.

Zweierlei wird man bedenken. Zunichst, die Gleichung fir a(7,t) hingt in ihrer
Form natiirlich von der Wahl des Vektortrigers A ab. Fiir eine eingeschrinkte Klasse von
Vektortrigern kann man sich jedoch davon iiberzeugen (siehe spiter), dass die a(7,t)-

Gleichung von der konkreten Wahl des Vektortragerfeldes A(F, t) innerhalb dieser Klasse
nicht abhiangt. Diese Unterklasse von ,yvereinfachenden Vektortragern® lasst sich erschop-
fend darstellen durch X

A=A+ At (10.87)

A, ist ein konstanter Vektor und A, ist eine konstante Zahl. Wihlt man A nach (10.87), so
lautet die skalare Bestimmungsgleichung fiir die Amplitude a(7, t):

Aa(# t) = Dia(# 1) . (10.88)

Sodann die Frage: Hat man genug Losungen gefunden? Die Faktorisierung (10.86) ist
natlirlich noch keine Einschrénkung. Erst die spezielle Wahl (10.87) ist es. Doch zeigt
sich, dass die durch a(F,t) und A nach (10.87) gewonnene Losung, zusammen mit der
erwihnten weiteren Losung rotA, offenbar den gesamten Losungsraum der transversalen
physikalischen Felder aufspannt. In Einzelféllen zeigt das der konkrete Umgang, in ande-
ren Einzelfillen gibt es einen mathematischen Beweis®. Machen wir es hier nur plausibel,
warum es so sein sollte.

Betrachten wir z. B. 9(7, t) aus (10.79); fiir s(7, t) nach (10.65) gilt wortlich dasselbe, fiir
E(7, t) bzw. B(7, t) in leicht abgewandelter Form auch. Diese Vektorfelder haben drei Kom-
ponentenfunktionen im dreidimensionalen Raum. Ebensoviele unabhingige Funktionen
enthilt (mindestens) die Darstellung der Losung durch das skalare (¢) und das vektorielle
(A) Potenzial trotz der Einschrinkung des Vektortrigers (10.87). Sie lautet

W(7, ) = grad (7, ) + rot [a1 (7, t)A] + rot rot [as (7, £)A] . (10.89)

Sowohl a,(7,t) als auch a,(7,t) sollen Losungen der kanonischen Differentialgleichung
(10.88) sein. Sie diirfen verschieden sein oder sich nur in der Wahl konstanter Vorfaktoren
unterscheiden und tragen deshalb eine Numerierung. Auch (10.89) enthélt drei unabhin-
gige Funktionen, den Komponentenfunktionen dquivalent. (10.89) ist nicht eine Zerlegung
nach den Komponenten eines (mit Geschick oder Willkiir erwéhlten) Koordinatensystems,

6 P. Chadwick, E. A. Trowbridge, Proc. Camb. Phil. Soc. 63, 1177 (1967).
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sondern problemangepasst nach Quellenteil und Wirbelteil, letzteren in zwei orthogonale
Summanden zerlegt. (Bei Wellen mit Ausbreitungsvektor k zeigt in der Tat der erste Term
in (10.89) parallel zu k, die beiden hinteren senkrecht zu k sowie untereinander senkrecht. )

Nun zum Beweis, dass fiir die Vektortrigerklasse (10.87) sich die kanonische Vektor-
gleichung mit der dreifachen Rotation auf die Differentialgleichung (10.88) fiir die Zah-
lenfunktion a(7, t) vereinfacht. Er soll in kartesischen Koordinaten formuliert werden, gilt
aber unabhingig vom Koordinatensystem als Vektoraussage. Auch wird die Beweisfithrung
gleich so angelegt, dass klar wird, warum (10.87) die allgemeinst mogliche Vektortrager-

form ist, soll die a-Gleichung von A unabhiingig sein.

Voriibung: Sei A = A, ein konstanter Vektor. Dann kann man ihn in (10.85) durch A
und D; durchziehen und erhilt

Ao x grad (-Aa+ Dya) = 0. (10.90)

Dies wird offensichtlich durch (10.88) geldst, was zu zeigen war. Zwar muss (. ..) nicht
Null sein, sondern diirfte eine beliebige Funktion f(Aq - 7, t) sein, die ja unter A, x grad
keinen Beitrag lieferte. Doch bereichert das nicht das physikalische Feld rot A. Denn gleich
gut wie A ist A = A+ grad A mit beliebiger Funktion A. Man kann dann A so wihlen, dass
f(Ay-7, t) gerade kompensiert wird. Deshalb darf o. B. d. A. die Funktion f von vornherein
wegbleiben, ohne die gesuchte Losung einzuengen.

Jetzt der Beweis. Die i-Komponente von (10.85) lautet in kartesischen Koordinaten:

e,»jkajalala(?, i)Ak = e,»jkatha(?, t)Ak . (10.91)
Fithrt man alle drei Ableitungen nach der Produktregel aus, entsteht die Gleichung

eije(aAx +2ap Ay + ajpAg + apAy; + 20 A+ adyju)
= €ijx(Axd;Dia+ Ay;Dia) . (10.92)

€jjk ist, wie tiblich, der vollstindig antisymmetrische Tensor 3. Stufe und |j usw. bezeichnet
die Ableitung d; usw. Von vornherein ist klar, dass Ay nicht von t abhiingen darf, soll es

eine Chance geben, die entstehende Gleichung fiir a(F, t) von A freizuhalten. Bei der be-
vorzugten Wahl (10.87) ist A Kj = A6 j- Die Konstante A, téllt aus der Gleichung heraus,
Ableitungen von 8y; (z. B. &;) sind Null, die Glieder ~ Jy; fallen weg, da eine symmetri-
sche (§y;) auf eine antisymmetrische (e;jx) Grofie trifft. Es tiberlebt

e,]kAka (Aa—Da)=0. (10.93)

Als Vektorgleichung geschrieben ist das gerade (10.90), jetzt mit A statt Ag. Q.e.d.

Es geht aber offenbar auch nicht allgemeiner, sofern der Einfluss von A ; aus der Endglei-
chung verschwinden soll. Solange A . beliebig ist, kompensiert kein Summand den anderen.
Damit z. B. A x|j wegfdllt, ist hinreichend und notwendig, dass es symmetrisch ist. (3 letzte
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Glieder links, letztes Glied rechts weg.) Damit Ak| 141 wegfallt muss sogar Ak| = 8, A
sein. Um A k1|1 Wegzubekommen, muss A‘ 1 = 0 gelten, also A eine Konstante A, sein.

Aus A x|j = A10%; folgt durch Integrieren sofort (10.87) als allgemeinste Moglichkeit, bei
der A nicht in der Gleichung fiir a(7, t) auftaucht.

Natiirlich diirfte man A-Einfliisse in der a-Gleichung akzeptieren. Doch wird sie dann
im Allgemeinen komplizierter, was — wie gesagt — unnétig ist. Die Einsicht, dass man die
Fille physikalischer Vektor-Randwertprobleme auf entkoppelte skalare Gleichungen fiir
a(7,t) (gemif (10.88)) und ¢ zuriickfithren kann mit allgemeinst wihlbarem Vektortra-
gerfeld A = Ag+A;7, ist U. BRosa zu verdanken’ . Ansitze mit Ay bzw. ~ 7 sind unter Bezug
auf spezielle Symmetrien des physikalischen Problems seit lingerem in der Lehrbuchli-
teratur zu finden, Es sei betont, dass die Darstellung (10.89) fiir Vektorfelder unabhdngig
von eventuellen Symmetrien der Geometrie des physikalischen Problems gilt, also stets die
Entkopplung und Rickfiihrung auf Differentialgleichungen fiir die Funktionen a und ¢
gelingt.

Bestehen bleibt die nachtraglich mégliche Kopplung infolge von Randbedingungen. Um
sie ertriglicher zu gestalten, wird man A gerne eventuell vorhandenen Symmetrien anpas-
sen. Zum Beispiel ist fiir kugelsymmetrische Fragen A = 7 eine zweckmiflige Wahl, fiir
Zylindersymmetrie ist es A = &,. Wie aber gesagt, unabhdngig von solchen Symmetrien
ist stets nur die a-Differentialgleichung zu behandeln, keine Vektor-Differentialgleichung
mehr.

Nachzutragen bleibt, wie man eine inhomogene Vektorgleichung wie (10.59) analog be-
handeln kann. LieRe sich der Stromvektor j durch ein zulissiges Vektortrigerfeld darstellen,
also von der Form 10.87, X

j(7, 1) = j(F, DA, (10.94)

wobei j(#,t) eine skalare Funktion der Argumente sein soll, wihlt man natiirlich eben

dieses Vektortrigerfeld auch fiir das Vektorpotenzial. Dann kann man A aus (10.59) wie
beschrieben herausziehen. Die entstehende Gleichung fiir die Vektorpotenzial-Amplitude
a(7, t lautet dann (anstelle von (10.88))

Aa(7,t) — Dia(7,t) = puoj(¥, t) . (10.95)

Man 16st sie auf den beschriebenen Wegen: die den Randwerten entsprechende skalare
Greensche Funktion berechnen usw.

Die Form (10.94) fiir die Stromdichte j(7, t) ist natiirlich nicht die allgemeinst mégliche.
Stets aber kann man drei linear unabhiingige Vektortriger A,, v = 1,2, 3 aus der zulissigen
Klasse (10.87) auswihlen und (7, t) danach entwickeln

j(#t) = ijv(?, t)ﬁv . (10.96)
=1

7 Habilitationsschrift, Marburg, 1985.
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Fiir jeden Summanden v = 1,2, 3 entsteht dann die Aufgabe (10.95), d. h. erwéchst ein
a, (7, t), skalar und ungekoppelt. Durch Uberlagerung findet man

3 A
A(F, 1) = Y a,(F 1A, . (10.97)

v=1

10.6.5 Zusammenfassung in Darstellungssatzen

Man kann die Methode, gekoppelte Vektordifferentialgleichungen auf entkoppelte, skalare
Differentialgleichungen zuriickzufiihren, so zusammenfassen:

Zunichst werde sichergestellt, dass alle raumlichen Differentiationen koordinatenu-
nabhingig mittels V (d.h. grad, div, rot) geschrieben werden. Dann spaltet man den
longitudinalen Teil (~ grad...) ab durch Definition eines skalaren Potenzials ¢(7, t). Die
verbleibende Vektorgleichung wird mit Hilfe eines Vektorpotenzials gelost, das die kano-
nische Gleichung mit der dreifachen Rotation erfiillt. Eichfreiheiten bleiben jeweils offen,
sind aber jetzt nicht mehr wesentlich. Eine Kopplung infolge Erfillung einer Eichbedin-
gung entsteht nicht. Die Vektorpotenzial-Gleichung wird durch Abspalten eines beliebigen
Vektortragers aus der allgemeinst zuldssigen Klasse Ay + A7, s. (10.87), auf die skalare
Wellen-, Diftfusions- oder Telegraphengleichung zuriickgefithrt. Danach befriedigt man die
Randbedingungen.

Das Ergebnis sind Darstellungssitze wie z. B. fiir die Hydrodynamik:

o(7,t) = grad ¢ + rot alfi + rot rot azj , (10.98)
p(7,t) = —podid + popoAp - U, (10.99)
(Dx 2 v5"0)
Aa—-v;'0a=0, (10.100)
[1 + %at] A — g2 = at%cg . (10.101)
0

Die so bestimmten 9, p erfiillen die linearisierten Grundgleichungen realer Fliissigkei-
ten (10.72), (10.73).

Ein entsprechender Satz fiir lineare Bewegungen in elastischen Korpern lésst sich aus
(10.65), (10.66) mit (10.67) und (10.68) hinschreiben. Diesmal ist Dy = ¢5*0;.

Die elektrischen und magnetischen Felder werden durch

E(7,t) = —grad ¢ + rot rot a; A + rot d,a, A
t

— (L) / j(?; t,)e(o/eso)(t,_t)dt, > (10102)

€€

o

(7,t) =rot (ppoo + ‘u‘uoeeoat)ayi — rot rot azfi (10.103)
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dargestellt. ¢ bzw. a1, a, geniigen den Funktionsgleichungen

A¢(7) = _p) , (10.104)
€€Q
t
2 1 =y (ofeeo) (F=t) 747
Aay — (Upo0 0y + ppoeego; )ay = —— f j(7, th)eloree dt’, (10.105)
€€Q
Aay — (ppo0d; + ppoeeed; )az = 0. (10.106)

Vorausgesetzt ist, dass die makroskopische Stromdichte j(7, t) dasselbe Vektortrager-
feld hat wie das Potenzial, j = jA. Die statischen Ladungen p(7) sind separiert, die zeitlich
verdnderlichen Ladungen ergeben sich aus der durch bewegte Ladungen erzeugten Strom-
dichte j(7,t) mittels Erhaltungssatz d;p = —div j. Neben diesem Strom gibt es noch den
Ohmschen Strom o E(7, t). (Stationire Strome j(7) seien schon separiert.) Dies zusammen
reprasentiert die allgemeine Losung der Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik
(siehe auch Brosa, 1. ¢.), bei konstanten Materialparametern o, €, g, also fiir homogene und
isotrope Materie im elektromagnetischen Feld.
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Abschnitt 1.2.6

1. 1,V/2,V2,1

2. i-(1+i)|=]-1=1<1+2, [i-(1-i)]=]-1+2i=v5<1+2,
|(1+1) = (1-1)| = [2i] = 2 < V2 + /2, usw.

xz—y2+i 2xy

x2+y? x2+y?

4. &7, e, \/2e*
4

iarctan %

3. kartesisch i =

,  polar e,

l*|

. i - .
5.—+i-, e 0.641 oder e'7s, ¢ ist ~ 37°
1-1i
6. —
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7. Vorzeichen beim Wurzelziehen vergessen
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8. Firk=0: ex» =cos— +sin—, 1 (wieim Reellen),
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Vi= el(5+F) = 4 cos — +isin — = 402
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9. —4-2i, —6-4i, -2-8i, —4+i

4/5 . 4
10. |z| =1, ¢ =7+ arctan 45 4,06889 = 233,13°, z = ¢h 068891 - o=2.21430i

3/5

Abschnitt 2.2.2

1. Skalar, Vektor, Skalar, Skalar, Vektor, Skalar, Skalar
4. —(Kl + Kz + e+ R6)

S. Grof8mann, Mathematischer Einfiihrungskurs fiir die Physik,
DOI 10.1007/978-3-8348-8347-6,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden 2012

385
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Abschnitt 2.2.6

2. |71+72|S|171|+|72|, |?1—?2|2|71|—|?2|
3.x=2, y=-1
-— 2 6 3
4. AB=(2,-6,3), r=7, cos¢;= - COSPr=-o, COS@s=
01=73,4°, ¢, =149°, ¢3=64,6°
. _ I _ 1 _ _ -
5. 261 + 562 - 863, 2161 - 262 - 1563, V1757 ~ 42, e = 5(2461 - 3462 - 563)

Abschnitt 2.3.5

1.0, -12, 9

2.v/29, 5, 0, /341, 4

4 3
3. cos @) = 5 d.h. ;=37 cos¢; = o d.h. ¢, =126,8% cos¢s =0,

1
d.h. ¢35 =90% cos¢, =-1, d.h. ¢, =180° cos¢, = o d.h. ¢, = 84,25°
16

'\/30

5. Zum Beispiel: ¢}, € ébzw—1 (é+é)\/5[l(é é)+é]—l (é1-€y—é3)

. Zu iel: e;, ey, g Al == - , — 3y —
P 1> €2, €3 \/E 1 2 33 1 2 3 \/§ 1 2 3

Abschnitt 2.4.5

1. Ja, Drehung um 90° um die 1-Achse

v2oov2
2 2
2 vz v2
2 2
0 0 1
3. (v/2,0,0) und (LE ﬁl)
272
a 0 0
4. (ap,,)=[ 0 b 0
0 0 ¢
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Abschnitt 2.5.6

- —1=> -
1. e, = Dkiei = D,»ke,»

-7 1 -4
2. 0A+aB, A, 0, -3 12 -16 |, ja, -28, 1, -1520
-3 -2 -1

22 -48 56 -4 56 -16
4. AB=A, AC=| 20 -20 50 |, CA=| -72 28 -8 |,
-24 -32 24 -44 31 2
3 11 0
also AC+ CA, BA=A, A>’=| 3 14 -2 |, B"=B,
2 -14 8

ABC =AC,s.0,, CBA=CA,s.o.
0 0

.AB = , BA=

5 (1 0) 0

6. Bilde die adjungierte Gleichung von A™'A =1
.(DE)ij=DjEtjy (DE)in = DixExmDiiEry = SkiExmEin = EtmEly = Smn

o2}

Abschnitt 2.6.4

1. a?b®> +ab®, 0
2. -12
6. =A% + c2A% — c1A + ¢, wobei ¢; = SpA = a;;, ¢ = |A| und
1 = (axas; — anaz) + (anass — asa) + (anaz — anan)
7.-1,-1,3,7

Abschnitt 2.7.5

1. —352 + 561, —53, él + éz + 63, El + Ez + Zég,
2. (-1,4,10), -4(1,-4,10), -2(7,x )

1
3.v117, ——=(-1,4,10
V4 117( )

Abschnitt 2.8.6

1. -7
2.0
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4.2d-(bx &)
5 --- (El) EZ: 63)
Abschnitt2.9.5
1 1. I
la. Ay=5A;=-lund [ 5 ], [ 1 ], linear unabhingig
. e 1 1 . I
Ib. My =2+1i A;=2-i(=A{)und [ 14i ] , [ 1-i ], linear unabhingig
2. keine
3. nicht geddmpft, sondern anwachsend, ¥ = 2, Eigenfrequenz w = 0, A; = A, = 2,
1
1
4. JAl=-5=MAy [A|=5=M4A, |Al=4=L],,
SpA:4:/11+A2, SPA:4:A1+/12, SpA:4:/11+A2
1 1
5. M =cosg+ising, A, =cos¢—ising, A =413, [ : ],[ i ],linear unab-
héngig,
le -x), = 0, orthogonal, normal, DD* = D*D =1, |D| = 1= A;A,,
SpD=2cosp =11+, |M]=]Ay] =1
Abschnitt 3.2.4
12 + 5x + 6x* , tg(x*—1) 2xe™ 11
. > 6x > P B N ——
x(2+ x +3x%) cos?(x? —1)"  (1+e™)* 2 /x(1-x)
2 1+ — si
cosh (_x) , —ae “log(cosx) +e %" _smx
(1-x)? 1-x In10 cos x
2. 128 + 917 —1, (8 —4t+1, —-5t* +4£ + 612 -4t -1, -5t +1),

X
L (dr  &F
. r . —_ X —
dt  de

. 1 2t i
. (e_smt(—cos t), ), (e_s”’t(sint+cos2 t),

(- t+ ) (-1+362) + (£ -1)2t + (1 + £+ 2)(1+21)
\/(1_t+t3)2+(t2—1)2+(—]+t+t2)2 >

d*a
— =2(-t,1-t,1-1)

(-~wsin wt, w cos wt,0), 7 x ¥ = w(0,0,1)

cos?t’ 1+ t2
; R dr
fiir t = 0 also: 7 = (1,0,0), T (-1,1,0),

2sint 2(1-t%)
cos®t’ (1+t2)2)
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d*# . dr d*#
1,0,2 -1, |=|=v2, |—|=v5
az - (10.2) 17 M A
Abschnitt 3.3.6

L. 7(t) = (asinwt, [ - V12 - a?sin® wt, vt)

2. Die Verbindungsgerade liegt fest, y = ho + (h; — ho) , die Parabel hat noch

x1-xp
ein freies Bestimmungsstiick, z. B. den Durchhang oder die Linge der Leitung 7(x) =

(x, y(x),0) mit

(y(x) = ho + (h1 = ho) almba i a(x—xp)(x—xp)
X1 — Xo

2

ds 2 .
3. — =1+2t%, s(t)=so+t+=t, k=—-——=1, £=(1,0,0), #=(0,10),
dt (t) =50 3 (1+2£2)2 (1,0,0) (0.1,0)

b=(0,0,1)fiirt=0

1 1cos L (2+sin® ¢
5.5=2¢, k=—\/l1+sin*%, 7=- ¥,
4 4 1+ sin? ¢
S (PPN R sl n?)
=—|l-cos¢,sing,2cos = |, #H=——=|singp,cosp,—sin= |,
2 2 1+sm2‘p 2
- 1
b:—(—cos3£,sin£(1+cosz¢) —smzq))
\/1+sin® £ 2 2 2 2
Abschnitt 4.1.4

1. Aquipotenzialflichen sind eben

2. Feld einer Ladung bzw. zweier (gleichnamiger oder entgegengesetzter) Ladungen
3. Dipolfeld

5. Wirbelfeld 7 x e

6. Fortlaufende ebene Wellen, Geschwindigkeit der Ebenen gleicher Phase v = %I;O, Fel-

der senkrecht auf k bzw. ¥

Abschnitt 4.2.4

1.d-b=-3x22% axb=(xyz-x*y2’, —xy*2> + *y’z, x> y2* — xy°22),

. 2054
a(gxb) = —6xy*2, % = -12x yz, usw.,
d(axb) = (3x2y2z — x%2%, —2xyZ + 2x3yz, x32% — 3xy?2%) usw.

dy
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e 9 P9 o e
2. ai¢:—xi(l+ar)r—3,w+a_y2+¥:a T:
x O'¢ ¢ ¢

fir o = 0 erhilt man 0;¢ = R + 3y? + 922 =0
0

. (x 2 . (1 x?
3. —A=|(=,siny, ze"yz) ,—A=|--=,0, 2227,
ox (r » o0x? (r r3 4

.
aic;‘y = (_%/’ cos y, (z+ xyzz)e"yz) usw.
pi_,p°7
4. r—3 - 3r—5X,‘
Abschnitt 4.3.6
1. (3x%2° + 4x> y*, 2y2% + 4x*y*,2y°2 + 3x°2%),  (0,2,-2), (-17,-68,3)
2. (sin(yz), xzcos(yz), xy cos(yz))
3.(f1(x), f'(0) f1(2)), - (f'(x)f(»)f(2): f(x) f'(0) S (2), f(x) f () f'(2))
4. nichts, sinnlos
o . 22 g2
5. 9(a-7), ¢(r), zBo=x*+y*+az, zBo==+<=+=
q a? b2 ?
6. i = 20
|gradgo|y Y
LZ) 20 i2 1 1 1>1)£ _1) 2>_£
7 ﬁ:(ﬂﬂizb), _)_ao)) ( b)) ( b))(o)o)l)) (0)_1)0)
z—j+Z—4+Z—i 2 V2 \/2+Z—§ \/3+Z§
8.4’ gradg = xye V3, V3 -3
X2+ y2+ 22

i 22 = 2)\2
9'(/)(?): ! :l(l-kﬂ—lr—-ké(a T) +—...)

[a-7 a a?  2a* 2 a*
1 ,- n
10. Y, — (ik-7
> (ik-7)
o1 o0 1 11 r r
1l -2 e 2= (1)
orr or\/7 2\/;_23 TR f(r)r

Abschnitt 4.4.4

a-r
1. —
r
2.3+m)yr
3. gradg =cos(k-F)k, grady =-2ae™"" 7,
divgrad ¢ = —k*sin(k-7), divgrady = (4a2r* - 6a)e™®"

o 2 o 2
4.divi® ==, graddivr® = _=r
r r3

2
ar
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3
S.r—4

a

6.f=5
7.0

Abschnitt 4.5.5

, divA=2, rotA=0, divB=0, rotB-=(0,0,-2)

.a=4, nein
. ¢ =xyz+6x’y —4y*z> + const

. é-rotﬁ—/@roté
. Die i-Komponente lautet: A;divB-B;divA + B- grad A; - A- grad B;

1
2
3
4.divA=0, rotA=(0,0,-f"(y))
5
6

Abschnitt 4.6.3
1. 7-rotA
3. A-Vo=(A-V)g=y2+2xtyzt 353yt
B-VA=(B-V)A=(-2xyz, x*y +3x2yz%, —2xy°z* + 2x%yz* - 353> 2?),
AxVo=(3x1y22 +2x3°28, —x2y*2® - 3xy*2?, 2xy° 2 — xPy22?),
V(A-B) = (-4x°2%2 - 3x%y°2%, 3%z - 3x°y%2%, y® - 2x*z - 3x%y°2?),
V-(A-B) =25 yz-6x2y*z* —4xy?, V- (¢B) = yz* - 2x%yz* + 3x%y° 2%,
A =2x2° + 6xy*z
4 P
6. Ye-ov'r
. R
57
7. graddivr® = ——;
1
8. divgrad ¢ = Ap =0, rotgradey = 0 sowieso, Beispiel ¢ = -
r
10. 0
11. divA=0, rotA=gradpAy—gradyAe+ (grady-V)grad ¢ — (grad ¢ - V)grady
12. Quellen: 0, Wirbel: B- VA - A- VB
Abschnitt 5.2.3

1.

1 1 1
a(b-a)+ E(b -a)* also Ebz --a®

2

2. [b\/1+ (f'(x))?*dx
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d
3.9(7)= [ |’i (r)ﬂ x|’ ¢ Einheitsvektor in Geradenrichtung, Koordinatennullpunkt auf der
F—eéx
Geraden.
Abschnitt 5.2.6
3 1
2.a.4, b.0, cl, d 3 e0, f2, ge-1, h2 1 1
3 U_gT(l_ sinZT)
2R 2T
Abschnitt 5.3.3
1
L = f*(x
)
1
2. —sin’
2
3. —1In|cos ¢|
1
4. —sin(¢ + wt
- sin(p +wt)
5. —le"‘2
2
6 1
" b(a+bk)
7. (1+x)In(1+ x) — x + const
2 2 22 2 2? )
8.Iy==, L=—-=, In==-=m(m-1)1,_, firm>2
T I & o
9 o+ we 2
) l(xz + w?
10. - [1 —e ¥ - xze"‘z]
2
1
1. - [—xe‘x2 + \/—Eerfx]
2 2
am+1 Ing am+1 -1
12. - ,  m ganz, positiv
m+1 (m+1)2
13.Ip=e-1, I,=e-nl,, firn=12,...
14. 1 5 )
15, ﬂT(l— SmZT)
2R 2T
Abschnitt 5.4.5

T T
1. arctan(b + 3) — arctan(a + 3), E—arctan.’), oS
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2. b —» oo sicher (gem. Kriterium) moglich, falls n > 1,
a—0 sicher (gem. Kriterium) moglich, falls n < 1

b -1
3.1In , soferna>1,b>1,
ar-1
b -1
In——, sofermn0<a<lundb>1,
1-a?

Hauptwertintegral, existiert nicht als allgemeines uneigentliches Integral.
4. 0, Hauptwertintegral
5. Inlnb-Inlna

B la A

T
)0) -
4

8. Existiert fir &« > 0 bzw. a > 1

9. 1bzw.l
2e 2
Abschnitt 5.5.4
1
1. -
e . Vi1
w1 0 fls
2. Fp(a)=Y——, F,=|-—]| F =YX __—_(2n-1),
o) =3 & ( aa) (@) 2 (2D

wobei (2n—1)!1 =1-3-5---(2n — 1) definiert ist.
(1- e, Fn(a):(—i) Fo(a, @)
o«
m

b1
4, —,0,—Efﬁroc>0, a=0, a<0,

3. Fo(a,a) =

1
o a=1

a-Ableitung kann nicht unter das Integral gezogen werden
- N - D 4
5. Fl()’)—ff(x»)/)dx—m» Fz(x)—ff(x’)’)d)’—m>

J Fi(y)dy = —arctan 2
x

es kommt auf die Reihenfolge x — oo bzw. 0 und y — oo bzw. 0 an.

[ F2(x)dx = arctan X

Abschnitt 5.6.5

1.0

1
2. 0 bzw. >
1+ i
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1
3. 0 bzw. —
[ ¢
4, —(0(x+x) +0(x—x
{0050+ 85
5. +nd(x), Hauptwert: P—
X
0 t<t
a t>ty

0 t <ty

6. Sei x(—00) = 0 und x(-c0) =0, dann)'c(t):{ at t>t
0

und x(t) = {

Abschnitt 6.1.3
1. (- cos &, arctan a, 2(\/a sinh /& — cosh /a)) + ¢
2. (coshx)ad; — (le‘)’x) dy+¢

Y

1
3. 9(t) = —gtés + v(0), 7(t) = —Egt2 +5(0)t +7(0)
4. 7(t) = 7(0) + 9(0)¢t + (cos wt, sin wt, 0),
gleichmiflig geradlinige Bewegung, iberlagert von Kreisbewegung um die 3-Achse

5.5= j V11(0)2 +1,(0)% + (v5(0) — gt')2d?,

T 2 p
a.s:lgtz, b.s:1|:vot 1+(g_t) +U—°ln(g—t+ 1+(g_t) )],
2 2 U g U U

1
fir kleine ¢ also s ~ vy t, fiir grofle t ist s » > gt?, c. wieb.

d. nur asymptotisch wie b., sonst etwas anders, aber elementar.

Abschnitt 6.2.8

1. a. einfach, b.einfach, c. zweifach, d.zweifach, e.je nach Lage der Tiiren,
f.einfach, g 2N-fach, h.einfach

7
3. —=
6
4. 303

5. (§ g 1), abhingig von der Kurvenform

6. (-, -2, 1), abhingig von der Kurvenform
7. ja, ¢ = y*z’ sinx — x*z + const
9. 72001

10. wnR?, W
11. Ja, zufillig ergeben aber beide Wege das Kurvenintegral 1.
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Abschnitt 6.3.2.4

2. (p, ¢, z) lauten (1,0°,1), (1,90°, -1), (v/2,225°,1),
(r,9, ) lauten (1/2,45°,0°), (1/2,135%,90°), (\/3,54,7°,225°)
3 3vr 33

3. (x, y,z) lauten (—Z R T) (-1,0,0),(0,0,-1), (0;1,68;1,08)

4. Summe der Fahrstrahlen zu den Brennpunkten, & = n

of 2 , und Polarwinkel ¢ als el-
liptische Koordinaten, x = acos¢,y = bsing, wobei a = f&und b = f\/&2 -1 die
Halbachsen sind und 2 f der Brennpunktabstand

5. ¢ = const und ¢ = const + 7

6. Mantel innen (R, ¢, z), Mantel auflen (Ry + d, ¢, z), wobei ¢ € [0,2m),z € [0, h];
Boden (r, ¢,0), wobeir € [0,Ry + d], ¢ € [0,2m)

Abschnitt 6.3.3.3

1

" 10
2. R}

4R
3.0und —2
15

Abschnitt 6.3.4.4

1
Ve
a(x,y)
(v, )

4. siehe Formel (6.66) mit (6.61)

L.

= f2(sinh® y cos® ¢ + cosh” ysin? ¢)

Abschnitt 6.3.6

1. 4mR}
2.3
3. 0, beidemal

4. hRg(ﬁ, ﬁ, &)
66 8
5.0
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Abschnitt 6.4.6

1. nR*h
4m

2. —R’
3
2n?

3. —R’a
3

4.0

6. a. Fur einen Quader mit Koordinatenursprung in der Mitte und Koordinatenachsen

a a b

senkrecht zu den Seitenflichen ist V' zu beschreiben durch —— < x < >3 <y<
b € << S seine M ist b ttelt ma® mb?
—,—= <z < —; seine Masse ist m = poabc; man ermitte =—, —,
2’ 2 2 po (R TIRE E TR
mc? N
- i =0firi#j.

b. Fiir eine Kugel vom Radius R und Mittelpunkt im Koordinatenursprung ist q;; =
4n 5 . .
g2 = q33 = 5 poR> und gq;; = 0 sonst; q;; hiangt von der Wahl des Koordinatenur-

sprungs ab: q;; = gi; + md? bei achsenparalleler Verschiebung des Nullpunktes um d;

) 41 mR?
mit m = ?poR3 fOlgt qu =(q22 = (433 = 5
6
7. (128,-24,384), %
Abschnitt 7.4
1.0 5
2. 4mcR3, divA = =, Gesamtladung 4mcR}
r
3.a.0, b.4me
Abschnitt 7.7

L [; dF, also a mR%, b.abi, cF,
dabei ist 7 jeweils der Einheitsvektor senkrecht zur Flache mit Richtung gem4fl Umlauf-
sinn R

2. [(grad ¢ x grady) - dF

3. Alle relevanten Integrale sind 0

Abschnitt 8.1.4
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1, . = o 1, . =
2. EBrsm( 4B,7)é, 2 (0, EBr sin(«B,7), 0)
3. In zylindrischen Koordinaten: (1/2,0,2), (0, p, z);

in sphirischen Koordinaten: (1/6,0,0), (r cos? 9, —rsin 9 cos 9, r sin? 9)
4. (1,0,0)

0é, dé, . 0é . . 0éy €9~ €y -
5. Fr 0,% = eg,ﬂ = sm{?elp;y = 0,£ = —ehﬂ = cos é,;
e, ¢ oe,
g - ,% - o,ai; = —(sin 9¢, + cos 9éy)
Abschnitt 8.2.4

1. (acos 9, —asind, 0)

sin2¢ sin 2

2. (3r2 sin® 9 cos 9 , r*(3cos? 9 —1)sin 9

2 1

3.{-—,0,0], 0,0, -
r2 r
2

4, —

5. Das Feld in zylindrischen Polarkoordinaten ist (0, wp, 0), seine Rotation (0, 0,2w)

90, 72 sin 9 cos 9c032g0)

Abschnitt 9.9

mg\ _& mg mg
1. a. v(£0,19) = v+—)e - == boo®) =2 (= y(t > ))
VAT B B B
2.a.Q(t)=Qoe"*¢ b.t1 =RC

__t
[&

c.I:Q:—g—ée_ﬁ und UR:—%eR

d.¢(t) = % sin(wt)ere

w (RC)'sin(wt) — w cos(wt)

t
+eRC

e c(t) = c(0)+%](t) mit  J(t) =

w?+ (RC)2 w? + (RC)2
£ [Qo + %7(02 " (“;{C)_Z]e—ﬁ und %7(02 " (lRC)—2 [(RC)'sin(wt)—w cos(wt)]
0
8.Qc = m und « =arctan(wRC) h.-
3.a. LI+RI+C'I=U(t) b-w():% und f:%

R R\ 1
chp=-—z/(—~) - —
12=-o7 ( )
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A
4. y(x) = ( ehx 4 elz")
Y@= PN
0 1
Sa( : ) body= A= =2 cY~( la)
- -3
alt) | -u _ o, e
d.( & () )e e.ci(t)=t, c(t) =1 5

1 at t at
f.Al( R )e‘T+A2( at )e_T
-3 -7

g A1 = 1, A2 = g bzw. A1 = 0, A2 =1

F, 20w,
6.a I = b. a = arctan > >
V(0] - w2)? + (28w,)? Wy — W5
F F 2
clo=—5,a=0 bzw lo=— >0, a=n1-—>mn
Wy w; W,
d. garnicht e g max = /@5 —20% oder =0
I 1
ﬂ (—) [ — g 8 = & h _
Fa max 28\/(&)%_82 \/E

S S S
KO+, 1),

7. a. Es gibt drei stationdre Losungen Ps = (
Py = (0,0,0), P =(/b(a-1),\/b(a-1),a-1), P,=(-/b(a-1),—\/b(a-1),
a-1),
erstere fiir alle a, letztere beiden nur fiir a > 1

-0 o 0 -0 o 0
b. Ly = a -1 0|, L= 1 -1 £/b(a-1)
0 0 -b +\/b(a-1) +/b(a-1) -b
c. /11(0) =-b, AE‘? _ e 1+£4/1- 40—1 —a , also ist Py fiir 0 < a < 1 stabil, fir
: 2 (1+0)2

1 < a jedoch instabil (Sattel)

dAX+A+b+0)A2+b(a+0)r+2bo(a-1)=0

e. Da eine Gleichung 3. Grades stets mindestens eine reelle Losung hat und da fiir a > 1
alle Koeftizienten positiv sind

o(o+b+3)

f ac = P der Zahlenwert bei 0 =10, b = ¥ ist ac,i = 420 = 24,736842....

8. —
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Ableitung eines Parameterintegrals, 202
nach der oberen Grenze, 183, 203
vektorwertiger Funktionen, 123

Ableitung, totale, 148

Adjunktenvektor, 92

Algorithmen, 343

aperiodischer Grenzfall, 330

Aphel, 125

Aquipotenziallinien, 138

Argument einer komplexen Zahl, 27

Assoziativgesetz, 26, 44, 47

Attraktor, 335
periodischer, 337

Aufleres Produkt, 94
Definition, 94
Distributivitit, 96
Eigenschaften, 95
Komponentendarstellung, 98

autokatalytische Reaktion, 323

begleitendes Dreibein, 132
bestimmtes Integral, 177

Betrag einer komplexen Zahl, 26
Bezugssysteme, 35

Binormale, 131

Biot-Savartsches Gesetz, 366
Bogenlédnge, 129

Chaos, 317, 337, 339
deterministisches, 342

D-dimensionaler Gaufsscher Satz, 286
D-dimensionaler Stokesscher Satz, 299
d-Funktion, 207

Darstellung, 209

Definition, 209

Eigenschaften, 211
Darstellbarkeit eines Feldes als Gradientenfeld,

226,232

Darstellungssatz

der Elastodynamik, 383

der Elektrodynamik, 383

der Hydrodynamik, 383
defekte Matrizen, 333, 348
Definitionsbereich von Funktionen, 119
Del-Operator, 169
Determinante

Definition nach Leibniz, 86

Definition nach Weierstraf3, 88

Eigenschaften, 87

Multiplikation, 89

vorlaufige Definition, 84
Diagonalisierung einer Matrix, 116
Dichtefeld, 377
Differential, totales, 148
Differentialgleichungen, 313

n. Ordnung, 313, 318, 329, 332

1. Ordnung, 326

2. Ordnung, 328

allgemeine Losung, 318

entkoppeln, 370
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gekoppelte homogene, 331
gewohnliche, 313
homogene, 317, 326, 328
inhomogene, 317, 326, 333
lineare, 326
nichtlineare, 317
partielle, 314
separable, 325
skalare, 369, 379
spezielle Losung, 326
Differentialoperatoren
in krummlinig-orthogonalen Koordinaten,
308
in Kugelkoordinaten, 311
in Zylinderkoordinaten, 310
Differenzengleichungen, 349
Diftusionsgleichung, 373, 383
Dirichletsche Greensche Funktion, 360
Distributivgesetz, 26, 47
Divergenz, 157
als Quellstirke, 159
eines Vektorfeldes, 157
in krummlinigen Koordinaten, 309
Integraldarstellung, 278, 280
Doppelintegral, 177, 248
uneigentliches, 250
Drehbewegung, mathematische Darstellung, 42,
101
Drehmatrix, 64, 68, 70
definierende Eigenschaften, 68
Determinante, 66
Dreibein, 49
begleitendes, 132
Dreifachintegral, 177, 266
Druckfeld, 377
dualer Flichentensor, 302

Eichung, 360-362, 365
eines Feldes, 237, 371
Lorentz-, 371

Eigenraum, 112

Eigenvektoren, 108, 332
Eigenschaften, 115

Eigenwerte, 108
Definition, 112
Eigenschaften, 115
einer Differentialgleichung, 329, 332, 333
entartete, 112

Eindeutigkeitssatz, 351

einfach zusammenhingend, 231
Einheitsmatrix, 74
Einheitsvektor, 49
Elastodynamik, 375
elektrische Feldstirke, 370
Elektrodynamik, 370
Elektrostatik, 370
Ellipsengleichung, 125
elliptisches Integral, 193
Entartung von Eigenwerten, 332
Entkopplung partieller Differentialgleichungen,
370
Entwicklung einer Funktion, 154
Entwicklungssatz fiir 3-fache Vektorprodukte,
98

erf(x), 193
Euler—-Moivre-Formel, 28
Existenzsatz

von Peano, 343

von Picard/Lindelof, 343
Exponentialansatz, 329, 331
Exponentialintegral, 205

Federpendel, schwingendes, 113
Fehlerfunktion, 192
Feld, 135
Definition, 135
graphische Darstellung, 137, 138
Quellenfeld, 159
quellenfreies, 161, 166
skalares, 137
solenoidales, 161, 166
stationdres, 137
statisches, 137
vektorielles Vektorfeld, 138
Wirbelfeld, 166
wirbelfreies, 165
Feldstirke
elektrische, 370
magnetische, 370
Fliche
analytische Beschreibung, 242
reguldre, 284
Flichenelemente
analytische Darstellung, 246
Flachenintegral, 176, 239, 241
Berechnung, 255
vektorielles, 242
Fliachensatz, 125
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Flichentensor, 301

dualer, 302
Fliissigkeitsgleichungen, 377
Fluss, 241
Fluss durch eine Fliche, 161
Frenetsche Formeln, 132
Funktionaldeterminante, 251, 252, 269
Funktionen, vektorwertige, 119

Gammafunktion, 192
Gaufischer Satz, 281, 283
allgemeine Form, 285
fiir D = 4, 302
in D Dimensionen, 286
in der Ebene, 286
Komponentendarstellung, 285
partielle Integration, 288
Voraussetzungen fiir Giiltigkeit, 284
Gebiet
einfach zusammenhingendes, 231
reguléres, 284
geschlossenes Kurvenintegral, 218
geschlossenes Oberflachenintegral, 241
Geschwindigkeitsfeld, 365
glatt, 129, 284
glatte Fliche, 240
glatte Oberflache, 267
gleichmiflige Konvergenz, 205
Gradient
Bedeutung, 151
Darstellung in krummlinigen Koordinaten,
308, 310
Definition, 150
eines Skalarfeldes, 148, 150
Integraldarstellung, 280
Rechenregeln, 151
Gradientenfeld, Darstellbarkeit, 226, 232
Gravitationsgesetz, 124
Greensche Funktion, 359
im R?, 362
skalare, 370, 382
Symmetrie, 362
vektorielle, 370, 382
Greenscher Satz, 289
Grenzzyklus, 337
Gruppe
Abelsche, 46
nicht-kommutative, 83
Gruppenaxiome, 44

Hauptachsentransformation einer Matrix, 116
Hauptnormale, 129, 130
Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung, 185
der Vektoranalysis, 368
Hauptwert einer komplexen Zahl, 27
Hauptwertintegral, 196
uneigentliches, 198
Hilbertraum, 37
Hohenlinien, 138
Hyperflachenelemente in D = 4, 301

imagindre Einheit, 23
inkompressibel, 377, 378
Inneres Produkt, 56
Axiome des, 60
Komponentendarstellung, 59
integrabel, 179
Integrabilitatsbedingung, 232
Integral, 171
iiber vektorwertige Funktion, 215
bestimmtes, 177
Eigenschaften, 180
elliptisches, 193
Intervalleinteilung, 178
iteriertes, 249, 266
Methode zur Berechnung, 187
obere Grenze, 179
Substitutionsmethode, 188
unbestimmtes, 183
uneigentliches, 194, 198
untere Grenze, 179
Zerlegung, 178
Integraldarstellung
von V/, 280, 293
von div, 280
von rot, 291
Integralfunktionen, 192
Integralgleichung, 344
Integralsitze, 277, 286
in D = 4 Dimensionen, 301
Integraltabelle, 186
Integrand, 179
singuldrer, 197
Integration
numerische, 193
partielle, 190
von Parameterintegralen, 204
Integrationsvariable, 179
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integrierbar, 179 Leibnizsche Regel, 202

Intervalleinteilung, 178 linear unabhingig, 115

Inverse Matrix, 78 lineare Entwicklung, 154

Isoklinen, 334 linearer Raum, 48

isomorph, 40 Linienelemente, 334

Iterationsmethoden, 343 in krummlinigen Koordinaten, 303
Praxis, 346 Linienintegral, 219

iteriertes Integral, 249, 266 Linksinverse, 79

Lipschitz-Stetigkeit, 325, 345
lokale Koordinatensysteme, 303
longitudinale Vektorfeld-Komponente, 379
Lorentz-Eichung, 371
Lorenzgleichungen, 338
Losung einer Differentialgleichung
allgemeine, 318
spezielle, 326

K-Modul, 48
kartesische Darstellung, 27
Kennfrequenz, 111, 328, 329
Keplersche Gesetze, 124
Kettenregel, 127, 147
kleine Grof3en, Entwicklung, 154
Kommutativgesetz, 26, 44
Komplexe Zahlen
Argument, 27
Hauptwert, 27
Zahlenebene, 30
Komponentendarstellung
des Stokesschen Satzes, 299
des Gaufdschen Satzes, 285
Vektoren, 36
kompressible Stromungen, 377
konjugiert komplex, 25
Konvergenz, gleichmaf3ige, 205
Koordinatentransformationen, 38, 80
Korper, elastische, 375
Kriimmung, 130
Kriimmung ebener Kurven, 132
Krimmungsradius, 130
Kroneckersymbol, 59
krummlinig-orthogonale Koordinaten, 305
krummlinige Koordinaten, 253, 303
Kugelkoordinaten, 245, 307, 311
Kugeloberfliche, Parameterdarstellung, 243
Kurvenfeld, vektorielles, 235
Kurvenintegral, 174, 218 >
iiber Gradientenfeld, 223 symmetr%sche, 42
tiber skalares Feld, 234 transponierte, 75
geschlossenes, 219 ve_zrtauschb.arf 77
Verfahren zur Berechnung, 219 Matr 1zenmult1ph¥<at10n, 75
Wegunabhingigkeit, 223 Maxwellsche Gleichungen, 370, 373, 384

Kurvenintegral-Darstellung von V, 293 Metrik, 305, 307
metrische Koefhizienten, 307

m-fach zusammenhangend, 231

Moébiussches Band, 241

magnetische Feldstirke, 370

Magnetostatik, 370

Majorisierung, 197

Matrix
Addition, 74
antisymmetrische, 42
Definition, 73, 80
Diagonalisiserung, 116
Hauptachsentransformation, 116
hermitesche, 116
inverse, 69, 78
Multiplikation, 75
nicht-normale, 116
normale, 116
orthogonale, 80
Rechenregeln, 74
reduzible, 93
selbstadjungierte, 116
singuldre, 79

Laplacegleichung, 356 Minorisierung, 197
Laplaceoperator, 159 Mittelwertsatz
in krummlinig-orthogonalen Koordinaten, der Differentialrechnung, 153

309 der Integralrechnung, 182
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Modul, 46
Modulaxiome, 48

n! als Integral, 191
Nabla-Operator V, 169, 277
als Limes von Flichenintegralen, 277
als Limes von Kurvenintegralen, 291
in krummlinigen Koordinaten, 308
in Kugelkoordinaten, 311
in Zylinderkoordinaten, 310
Integraldarstellung, 280
Navier-Stokes-Gleichung, 377
Neumann-Problem, Greensche Funktion, 360
Newtonsches Gesetz, 315
Normalenvektor, 129
numerische Integration, 193

obere Grenze eines Integrals, 179
Oberfliache

glatte, 267

reguldre, 284
Oberflachenintegral, 176
Ohmsche Strome, 372
orthogonal, 59
orthogonalisieren, 115
Orthogonalteil eines Vektors, 61
Orthonormalitét der Spalten, 69
orthonormiert, 59
Ortsvektor, 40, 54

Parabelformel, 193
Parallelteil eines Vektors, 61
Parameterdarstellung, 122
der Kugeloberfliche, 243
der Zylinderoberfliche, 243
von Fliachen, 242
Parameterintegral, 201
uneigentliches, 205
Parametertransformation, 251, 268
partielle Integration
Volumenintegrale, 288
Partielle Ableitung, 142
Definition, 143
mehrfache, 145
Rechenregeln, 144
Vertauschbarkeit, 146
partielle Differentialgleichungen, 314
Entkopplung, 331
partielle Integration

mittels Gaufischem Satz, 288
Perihel, 125
Permutationen, 85, 98
Phasenraum, 334
Poissongleichung, 356, 372
Polardarstellung, 26
Polarkoordinaten, 121

ebene, 245

spharische, 246, 269

zylindrische, 269
Polygonzugverfahren, 343
Polynom, charakteristisches, 112
Populationswachstum, 315
Potenzial, 226

einer Quellenverteilung, 361
Potenzial-Vektortriger, 380
Produkt, Aufieres, 94
Produkt, Inneres, 56
Produktregeln der Vektordifferentation, 127
Projektion eines Vektors auf eine Richtung, 52
Punktquelle, 353, 356

Quellenfeld, 142, 158, 159, 381

quellenfreie Felder, 166
Darstellbarkeit als rot-Feld, 236

Quellenfreiheit, 236

Quellstirke eines Vekorfeldes, 159

Quotientenregel, 127

Randwertprobleme, 351, 372
Raum, linearer, 48
Raumkurven, 128
Raumwinkelelement, 270
Rayleigh-Bénard-Wirmeleitungsexperiment,
338
Rechteckformel, 193
Rechtsinverse, 79
rechtsinverses System, 36
Rechtssystem, 36
reguldre Fliche, 284
reguldre Oberfliche, 284
reguldres Gebiet, 284
Reibungskraft, 315, 321
Reihenentwicklung, 154
reziproke Vektoren, 108
Richtungsableitung, 148
Richtungscosinus, 51
Richtungsfeld, 334
Richtungskosinus, 55
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Riemannintegral, 177
Riemannsumme, 178
Rotation, 162
Darstellung in krummlinigen Koordinaten,
311
dreifache, 373, 378
eines Vektorfeldes, 162
eines Vektorfeldes, Definition, 162
eines Vektorfeldes, Rechenregeln, 165
Integraldarstellung, 281, 291

Sarrussche Regel, 81
Schallgeschwindigkeit, 377
Schwarzsche Ungleichung, 62
Schwingungen, 110
tberdampfte, 114
Schwingungsgleichung, 110
Selbstihnlichkeit, 322
Selbstaffinitit, 322
separabel, 325
Serienschwingkreis, elektrischer, 316
Simpsonsche Regel, 193
singulérer Integrand, 197
Skalare, 33
vorldufige Definition, 34
skalare Differentialgleichungen, 369
skalares Feld, 137
Skalarprodukt, 58
Komponentendarstellung, 59
solenoidales Feld, 161
Spatprodukt, 104
Spur einer Matrix, 83, 115
Stammfunktion, 185, 226
stationdre Losungen, Punkte, 334
stationires Feld, 137
statisches Feld, 137
Stetigkeit
eines Feldes, 146
in mehreren Variablen, 146
vektorwertiger Funktionen, 120
Stokessche Gleichungen fiir Strémungen, 377
Stokesscher Satz, 294, 295
D-dimensionaler, 299
allgemeine Form, 298
fiir D = 4, 302
Stromungslinien, 140
Stromdichte, 159
Substitutionsmethode fiir Integrale, 188
Subtangentenproblem, 320

Summenkonvention, 59

Tangenten-Einheitsvektor, 129
Taylorentwicklung

fiir Felder, 153

fiir Funktionen, 153
Telegraphengleichung, 373, 383
Tensor, 80

k. Stufe, 43

Definition, 81

total antisymmetrischer, 98
Tensor-Transformation, 71
Torsion einer Raumkurve, 131
totale Ableitung, 148
totales Differential, 148
Transformation

eines Tensors, 71

eines Vektors, 68

von Volumenelementen, 270

von Flichenelementen, 253
transponiert, 116
transversale Vektorfeld-Komponente, 379
Trapezformel, 193
Trennung der Variablen, 319

Uberlagerungsprinzip, 322, 328
unbestimmtes Integral, 183
uneigentliches Hauptwertintegral, 198
uneigentliches Integral, 194, 198
uneigentliches Parameterintegral, 205
unitdarer Raum, 62
Unterdeterminante, 78, 84

untere Grenze eines Integrals, 179

Variablentransformation, 250, 270
Variation der Konstanten, 327, 333
Vektor

Addition, 44, 53

Aufleres Produkt, 94

Betrag, 49

Definition, 39

Einheits-, 49

Inneres Produkt, 56

kartesische Darstellung, 27

Komponentendarstellung, 36, 49, 55

Multiplikation mit Zahlen, 46, 54

n-Tupel, 37

Polardarstellung, 26

reziproker, 108
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Subtraktion, 44, 53

Transformation, 68

vorldufige Definition, 35
Vektoranalysis, Helmholtzscher Hauptsatz, 368
Vektordifferential, 127
Vektordifferentialgleichungen, 369

inhomogene, 382
Vektordifferentiation, 127
Vektorfeld, 138
vektorielles Flichenintegral, 242
vektorielles Kurvenfeld, 235
Vektorintegration, 215
Vektorpotenzial, 236, 379

einer Wirbelverteilung, 365
Vektorpotenzial-Amplitude, 380
Vektorpotenzialgleichungen, entkoppelte, 379
Vektorprodukt, 95

dreifaches, 105

mehrfaches, 103
Vektorraum, 40

algebraische Definition, 62
Vektortrigerfeld, 380
vektorwertige Funktion, 119
Verschiebungsfeld

elastisches, 375

elektrisches, 370
Vertauschung

antizyklische, 98

zyklische, 98
Vierervektoren, 301
Volumenelement

in sphérischen Polarkoordinaten, 270

in Zylinderkoordinaten, 270
Volumenintegral, 175, 265

singuléres, 274

vektorielles, 272

Wachstumsgleichung, 321
Wegunabhiangigkeit von Kurvenintegralen, 223
Wellen

elastische, 375, 376

elektromagnetische, 374
Wellengleichung, 373
Wertebereich von Funktionen, 119
Windungsradius, 131
Winkelgeschwindigkeit, Vektor, 125
Wirbelfeld, 142, 166, 365, 381

eines Vektorfeldes, 162
wirbelfreie Felder, 165
Wirbelfreiheit eines Feldes, 227
Wirbelstirke, 167
Wronski-Determinante, 333

Zahlen

ganze, 23

imagindre, 23

irrationale, 23

komplexe, 23

natiirliche, 23

rationale, 23

reelle, 23

transzendente, 23
Zerfallsgesetz, radioaktives, 314, 321
Zerlegung = Intervalleinteilung, 178
Zerlegung in Quellenfeld und Wirbelfeld, 368

Eindeutigkeit, 351, 355
Zirkulation, 219, 226
zyklische Vertauschung, 98
Zylinderkoordinaten, 244, 306, 310
Zylinderoberfliche, Parameterdarstellung, 244
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